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Vorwort. 

M  an  find«-t  in  diesem  Buche  Lehrsätze,  auf  denen  die  Arithmetik 
lieruht,  mit  Zeichen  bewiesen,  deren  Ganzes  ich  Begriffsschrift  nenne. 
Die  wichtigsten  dieser  Sätze  sind  am  Ende  zum  Theil  mit  angefügter 
Uebersetzung  zusammengestellt.  Wie  man  sieht,  sind  die  negativen- 
gebrochenen ,  irrationalen  und  complexen  Zahlen  hier  noch  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen,  ebenso  auch  Addition,  Multiplication  u.  s.  w. 
Auch  die  Sätze  von  den  Anzahlen  sind  noch  nicht  in  der  zuerst  geplanten 
Vollständigkeit  vorhanden.  Insbesondere  fehlt  noch  der  Satz,  dass  die 
Anzahl  der  unter  einen  Begriff  fallenden  Gegenständ«-  endlich  ist,  wenn 
die  Anzahl  der  Gegenstände  endlich  ist,  die  unter  einen  übergeordneten 
Begriff  fallen.  Aeussere  Gründe  haben  mich  bestimmt,  dies,  sowie  die 
Behandlung  der  andern  Zahlen  und  der  Rechnungsarten  einer  Fortsetzung 
vorzubehalten ,  deren  Erscheinen  von  der  Aufnahme  abhängig  sein  wird, 
die  dieser  erste  Band  findet.  Was  ich  hier  geboten  habe,  mag  hinreichen, 
von  meiner  Weise  eine  Vorstellung  zu  geben.  Man  könnte  meinen ,  dass 
die  Sätze  über  die  Anzahl  Endlos  *)  hätten  fehlen  können.  Zur  Begrün- 
dung der  Arithmetik  im  hergebrachten  Umfange  sind  sie  allerdings  nicht 
nöthig:  aber  ihre  Ableitung  ist  meist  einfacher  als  die  der  entsprechenden 
Sätze  für  endliche  Anzahlen  und  kann  als  Vorbereitung  für  sie  dienen. 
Noch  kommen  Sätze  vor,  die  nicht  von  Anzahlen  handeln,  die  aber  zu  den 
Beweisen  gebraucht  werden.  Sie  handeln  z.  B.  vom  Folgen  in  einer  Reihe, 
von  der  Eindeutigkeit  von  Beziehungen,  von  zusammengesetzten  und  ge- 
koppelten Beziehungen,  von  der  Abbildung  durch  Beziehungen  u.  dergl. 
Diese  Sätze  könnte  man  vielleicht  einer  erweiterten  Combinationslehre 
zuweisen. 

Die  Beweise  sind  allein  in  den  mit  „Aufbau"  überschriebcnen  Para- 
graphen enthalten,  während  die  mit  „Zerlegung1*  überschriebeneu  das 
Verständniss  erleichtern  sollen,  indem  sie  vorläufig  den  Gang  des  Beweises 
in  groben  Umrissen  vorzeichnen.  Die  Beweise  selbst  enthalten  keine 
Worte,  sondern  siud  allein  mit  meinen  Zeichen  geführt.  Sie  stellen  sich 
dem  Auge  dar  als  eine  Reihe  von  Formeln,  «He  durch  ausgezogene  oder 

1)  Anzahl  einer  abzahlbar  unendlichen  Menge. 
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unterbrochene  Striche  oder  andere  Zeichen  getrennt  sind.  Jede  dieser 
Formeln  ist  ein  vollständiger  Satz  mit  allen  Bedingungen,  die  zu  seiner 
Gültigkeit  nothwendig  sind.  Diese  Vollständigkeit,  welche  stillschweigend 
hinzuzudenkende  Voraussetzungen  nicht  duldet,  scheint  mir  für  die  Streng«; 
der  Beweisführung  unentbehrlich  zu  sein. 

Der  Fortschritt  von  einem  Satze  zum  nächsten  geht  nach  den  Regeln 
vor  sich,  die  im  §  48  zusammengestellt  sind,  und  kein  Uebergang  geschieht, 
der  nicht  diesen  Regeln  gemäss  wäre.  Wie  und  nach  welcher  Regel  die 
Folgerung  gemacht  wird,  deutet  das  zwischen  den  Formeln  stehende  Zeichen 

an,  während   •   eine  Schlusskette  abschliesst.    Es  muss  hierbei 

Sätze  geben,  die  nicht  aus  andern  abgeleitet  werden.  Solcho  sind  theils 
die  Grundgesetze,  die  ich  im  §  47  zusammengestellt  habe,  theils  die 
Definitionen,  die  man  am  Ende  in  einer  Tafel  vereinigt  findet  mit  Hinweis 
auf  die  Stellen,  wo  sie  zuerst  vorkommen.  Bei  einer  Fortsetzung  dieses 
Unternehmens  wird  immer  wieder  das  Bedürfnis  von  Definitionen  hervor- 
treten. Die  Grundsätze,  die  dabei  maassgebend  sein  müssen,  sind  im  §  33 
aufgeführt.  Die  Definitionen  sind  nicht  eigentlich  schöpferisch  und  dürfen 
es,  wie  ich  glaube,  nicht  sein  ;  sie  führen  nur  abkürzende  Bezeichnungen 
(Namen)  ein,  die  entbehrt  werden  könnten,  wenn  nicht  soust  die  Weit- 
läufigkeit unüberwindliche  äussere  Schwierigkeiten  machte. 

Das  Ideal  einer  streng  wissenschaftlichen  Methode  der  Mathematik, 
das  ich  hier  zu  verwirklichen  gestrebt  habe,  und  das  wohl  nach  Euklid 
benannt  werden  könnte,  mochte  ich  so  schildern.  Dass  Alles  bewiesen 
werde,  kann  zwar  nicht  verlangt  werden,  weil  es  unmöglich  ist ;  aber  man 
kann  fordern,  dass  alle  Sätze,  die  man  braucht,  ohne  sie  zu  beweisen,  aus- 
drücklich als  solche  ausgesprochen  worden,  damit  mau  deutlich  erkenne, 
worauf  der  ganze  Bau  beruhe.  Es  muss  danach  gestrebt  werden,  Hie 
Anzahl  dieser  Urgesetze  möglichst  zu  verringern,  indem  man  Alles  beweist, 
was  beweisbar  ist.  Ferner,  und  darin  gehe  ich  über  Euklid  hinaus,  ver- 
lange ich ,  dass  alle  Sehl uss-  und  Folgerungsweisen ,  die  zur  Anwendung 
kommen ,  vorher  aufgeführt  werden.  Sonst  ist  die  Erfüllung  jener  ersten 
Forderung  nicht  sicher  zu  stellen.  Dieses  Ideal  glaube  ich  nun  im  Wesent- 
lichen erreicht  zu  haben.  Nur  in  wenig  Punkten  könnte  man  noch  strengere 
Anforderungen  stellen.  Um  mir  mehr  Beweglichkeit  zu  sichern  und  nicht 
in  übermässige  Breite  zu  verfallen,  habe  ich  mir  erlaubt,  von  der  Ver- 
tauschbarkeit  der  Unterglieder  (Bedingungen;  und  von  der  Verschmelzbar- 
keit  gleicher  Unterglieder  stillschweigend  Gebrauch  zu  machen,  und  habe 
die  Schlus8-  und  Folgerungsweisen  nicht  auf  die  geringste  Zahl  zurück- 
geführt. Wer  mein  Büchlein  Begriffsschrift  kennt,  wird  daraus  entnehmen 
können,  wie  man  auch  hierin  den  strengsten  Anforderungen  genügen  könnte, 
zugleich  aber  auch,  dass  dies  eine  beträchtliche  Zunahme  des  Umfanges 
nach  sich  zöge. 

Im  Uebrigen,  glaube  ich,  werden  die  Ausstellungen,  die  man  mit  Recht 
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bei  diesem  Buche  machen  kann,  nicht  die  Strenge  betreffen,  sondern  nur 
die  Wahl  des  Beweisganges  und  der  Zwischenstufen.  Oft  stehen  mehr« 
Wege  offen,  einen  Beweis  zu  führen;  ich  habe  sie  nicht  alle  zu  betreten 
versucht,  und  so  ist  es  möglich,  ja  wahrscheinlich,  dass  ich  nicht  immer 
den  kürzesten  gewählt  habe.  Wer  in  dieser  Hinsicht  etwas  zu  tadeln 
hat,  der  mache  es  besser.  Ueber  Anderes  wird  sich  streiten  lassen.  Einige 
würden  vielleicht  vorgezogen  haben,  den  Umkreis  der  zugelassenen  Schluss- 
und  Folgerungsweisen  weiter  zu  zieheu  und  dadurch  grössere  Beweglichkeit 
und  Kürze  zu  erzielen.  Aber  irgendwo  muss  man  hier  Halt  macheu,  wenn 
man  überhaupt  mein  aufgestelltes  Ideal  billigt,  und  wo  man  auch  Halt 
macht,  würden  immer  Leute  sagen  können :  es  wäre  besser  gewesen,  noch 
mehr  Schlussweisen  zuzulassen. 

Durch  die  Lückenlosigkeit  der  Schlussketten  wird  erreicht,  dass  jedes 
Axiom,  jede  Voraussetzung.  Hypothese,  oder  wie  man  es  sonst  nennen  will, 
auf  denen  ein  Beweis  beruht,  ans  Licht  gezogen  wird:  und  so  gewinnt 
man  eine  Grundlage  für  die  Beurtheilung  der  erkenntnisstheoretischen 
Natur  des  bewiesenen  Gesetzes.  Es  ist  zwar  schon  vielfach  ausgesprochen 
worden ,  dass  die  Arithmetik  nur  weiter  entwickelte  Logik  sei :  aber  das 
bleibt  solange  bestreitbar,  als  in  den  Beweisen  Uebergänge  vorkommen, 
die  nicht  nach  anerkannten  logischen  Gesetzen  gescheht!,  sondern  auf  einem 
anschauenden  Erkennen  zu  beruhen  scheinen.  Erst  wenn  diese  Uobergüngf 
in  einfache  logische  Schritte  zerlegt  sind,  kann  man  sich  überzeugen,  dass 
nichts  als  Logik  zu  Grunde  liegt.  Ich  habe  Alles  zusammengestellt,  was 
die  Beurtheilung  erleichtern  kann ,  ob  die  Schlussketten  bündig  und  die 
Widerlager  fest  sind.  Wenn  etwa  jemand  etwas  fehlerhaft  finden  sollte, 
muss  er  genau  angeben  können,  wo  der  Fehler  seiner  Meinung  nach  steckt: 
in  den  Grundgesetzen,  in  den  Definitionen,  in  den  Regeln  oder  ihrer  An- 
wendung an  einer  bestimmten  Stelle.  Wenn  man  Alles  in  Ordnung  findet, 
so  kennt  man  damit  die  Grundlagen  genau,  auf  denen  jeder  einzelne  Lehr- 
satz beruht.  Ein  Streit  kann  hierbei,  soviel  ich  sehe,  nur  um  mein  Grund- 
gesetz der  Werthverläufe  (V)  entbrennen,  das  von  den  Logikern  vielleicht 
noch  nicht  eigens  ausgesprochen  ist,  obwohl  man  danach  denkt,  z.  B.  wenn 
man  von  Begriffsumfängen  redet.  Ich  halte  es  für  rein  logisch.  Jedenfalls 
ist  hiermit  die  Stelle  bezeichnet,  wo  die  Entscheidung  fallen  muss. 

Mein  Zweck  erfordert  manche  Abweichungen  von  dem,  was  in  der 
Mathematik  üblich  ist.  Die  Anforderungen  an  die  Strenge  der  Beweis- 
führung haben  eine  grössere  Länge  zur  unausweichlichen  Folge.  Wer  dies 
nicht  im  Auge  hat,  wird  sich  in  der  That  wundern,  wie  umständlich  hier 
oft  ein  Satz  bewiesen  wird,  den  er  in  einer  einzigen  Erkenntuissthat  un- 
mittelbar einzusehen  glaubt.  Besonders  wird  dies  auffallen,  wenn  man  die 
Schrift  des  Herrn  Dedekind  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  ver- 
gleicht, das  Gründlichste,  was  mir  in  der  letzten  Zeit  über  die  Grundlegung 
der  Arithmetik  zu  Gesicht  gekommen  ist.    Sie  verfolgt  auf  einem  weit 
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kleineren  Räume  die  Gesetze  der  Arithmetik  weit  höher  hinauf,  als  es 
hier  geschieht.  Diese  Kürze  wird  freilich  nur  dadurch  erreicht,  das* 
Vieles  überhaupt  nicht  eigentlich  bewiesen  wird.  Herr  Dedekind  sagt  oft 
nur,  dass  der  Beweis  aus  den  und  den  Sätzen  folge;  er  gebraucht  Pünkt- 
chen, wie  in  „W(A,  B,  0 .  .  .)*;  nirgends  ist  bei  ihm  eine  Zusammenstellung 
der  von  ihm  zu  Grunde  gelegton  logischen  oder  andern  Gesetze  zu  finden, 
und  wenn  sie  da  wäre,  hätte  man  keine  Möglichkeit,  zu  prüfen,  ob  wirklich 
keine  andern  angewendet  wären;  denn  dazu  müssten  die  Beweise  nicht 
nur  angedeutet,  sondern  lückenlos  ausgeführt  sein.  Auch  Herr  Dedekind 
ist  der  Meinung,  dass  die  Lehre  von  den  Zahlen  ein  Theil  der  Logik  sei; 
aber  seine  Schrift  trägt  kaum  dazu  bei,  diese  Meinung  zu  erhärten,  weil 
die  von  ihm  angewendeten  Ausdrücke  „System",  „ein  Ding  gehört  zu  einem 
Dinge"  in  der  Logik  nicht  üblich  sind  und  nicht  auf  anerkannt  Logisches 
zurückgeführt  werden.  Ich  sage  dies  nicht  als  Vorwurf ;  denn  sein  Ver- 
fahren mag  für  ihn  das  zweckdienlichste  gewesen  sein ;  ich  sage  es  nur, 
um  meine  Absicht  durch  den  Gegensatz  in  helleres  Licht  zu  setzen.  Die 
Länge  eines  Beweises  soll  man  nicht  mit  der  Elle  messen.  Man  kann 
ja  leicht  einen  Beweis  auf  dem  Papiere  kurz  erscheinen  lasgeu.  indem  man 
viele  Zwischenglieder  in  der  Schlussketto  überspringt  und  manches  nur 
andeutet.  Man  begnügt  sich  ja  meistens  damit,  dass  jeder  Schritt  im 
Beweise  als  richtig  einleucüte,  und  das  darf  man  auch,  wenn  man  nur  von 
der  Wahrheit  des  zu  beweisenden  Satzes  überzeugen  will.  Wenn  es  sich 
aber  darum  handelt ,  eine  Einsicht  in  die  Natur  dieses  Einleuchtens  zu 
vermitteln,  genügt  dies  Verfahren  nicht,  sondern  man  inuss  alle  Zwischen- 
stufen hinschreibon ,  um  das  volle  Licht  des  Bewusstseins  auf  sie  fallen 
zu  lassen.  Den  Mathematikern  kommt  es  ja  gewöhnlich  nur  auf  den  Inhalt, 
des  Satzes  an,  und  dass  er  bewiesen  werde.  Hier  ist  das  Neue  nicht  der 
Inhalt  des  Satzes,  sondern  wie  der  Beweis  geführt  wird,  aufweiche  Grund- 
lagen er  sich  stützt.  Dass  dieser  wesentlich  verschiedene  Gesichtspunkt 
auch  eine  andere  Behandlungsweise  erfordert,  darf  nicht  befremden.  Wenn 
man  einen  unserer  Sätze  in  üblicher  Weise  ableitet  ,  wird  leicht  ein  Satz 
übersehen  werden,  der  zum  Beweise  unnöthig  zu  sein  scheint,  Bei  genauer 
Durchdenkung  meines  Beweises  wird  man ,  glaube  ich .  denn  doch  sein»' 
Unentbehrlich keit  einsehen,  wenn  man  nicht  etwa  einen  ganz  andern  Weg 
einschlagen  will.  So  findet  man  auch  violleicht  in  unsern  Sätzen  hier  und 
da  Bedingungen,  die  zuerst,  als  unnöthig  auffallen,  die  sich  aber  doch  als 
nothweudig  erweisen,  oder  wenigstens  nur  mit  einem  eigens  zu  beweisenden 
Satze  entfernt  werden  können. 

Ich  führe  hiermit  ein  Vorhaben  aus,  das  ich  schon  bei  meiner  Begriffs- 
schrift vom  Jahre  1879  im  Auge  gehabt  und  in  meinen  Grundlagen  der 
Arithmetik  vom  Jahre  1884  angekündigt  habe*).    Ich  will  hier  durch  die 

1)  Man  vergleiche  die  Einleitung  und  die  §§  90  und  91  meiner  Grundlagen  der 
Arithmetik,  Breriau,  Verlag  von  Wilhelm  Koebner,  1884. 
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That  die  Ansicht,  über  die  Anzahl  bewähren,  die  ich  in  dem  zuletzt  ge- 
nannten Bache  dargelegt  habe.  Das  Grundlegende  meiner  Ergebnisse 
sprach  ich  dort  im  §  46  so  aus ,  dass  die  Zahlangabe  eine  Aussage  von 
einem  Begriffe  enthalte ;  und  darauf  beruht  hier  die  Darstellung.  Wenn 
jemand  anderer  Ansicht  ist,  so  versuche  er  es,  darauf  eine  folgerechte  und 
brauchbare  Darstellung  durch  Zeichen  zu  gründen,  und  er  wird  sehn,  dass 
es  nicht  geht.  In  der  Sprache  ist  die  Sachlage  freilich  nicht  so  durch- 
sichtig; aber  wenn  man  genau  zusieht,  findet  man,  dass  auch  hier  bei 
einer  Zahlangabe  immer  ein  Begriff  genannt  wird,  nicht  eine  Gruppe,  ein 
Aggregat  oder  dergl.,  und  dass,  wo  dies  doch  einmal  vorkommen  sollte, 
die  Gruppe  oder  das  Aggregrat  immer  durch  einen  Bogriff  bestimmt  ist, 
d.  h.  durch  die  Eigenschaften,  die  ein  Gegenstand  haben  muss,  um  zu  der 
Gruppe  zu  gehören,  während  das,  was  die  Gruppe  zur  Gruppe,  das  System 
zum  System  macht,  die  Beziehungen  der  Glieder  zu  einander,  für  die  Anzahl 
völlig  gleichgültig  ist. 

Der  Grund ,  warum  die  Ausführung  so  spät  nach  der  Ankündigung 
erseheint,  liegt  zum  Theil  in  innern  Umwandlungen  der  Begriffsschrift,  die 
mich  zur  Verwerfung  einer  handschriftlich  fast,  schon  vollendeten  Arbeil 
genöthigt  haben.  Diese  Fortschritte  mögen  hier  kurz  erwähnt  werden. 
Die  in  meiner  Begriffsschrift  verwendeten  Urzeichen  kommen  hier  mit,  einer 
Ausnahme  wieder  vor.  Statt  der  drei  parallelen  Striche  habe  ich  nämlich 
das  gewöhnliche  Gleichheitszeichen  gewählt,  da  ich  mich  überzeugt  habe, 
dass  es  in  der  Arithmetik  grade  die  Bedeutung  hat,  die  auch  ich  bezeichnen 
will.  Ich  gebrauche  nämlich  das  Wort  „gleich"  in  derselben  Bedeutung 
wie  „ zusammenfallend  mit"  oder  „identisch  mit",  und  so  wird  das  Gleich- 
heitszeichen auch  in  der  Arithmetik  wirklich  gebraucht.  Der  Widerspruch, 
der  sich  etwa  hiergegen  erhebt,  wird  wohl  auf  mangelhafter  Unterscheidung 
von  Zeichen  und  Bezeichnetem  beruhen.  Freilich  ist  in  der  Gleichung 
.2*— 2-f-24  das  links  stehende  Zeichen  verschieden  von  dem  rechtsstehenden; 
aber  beide  bezeichnen  oder  bedeuten  dieselbe  Zahl  Zu  den  alten  Ur- 
zeichen sind  nun  noch  zwei  hinzugekommen:  der  Spiritus  lenis  zur  Bezeich- 
nung des  Werth  Verlaufs  einer  Function  und  ein  Zeichen,  das  den  bestimmten 
Artikel  der  Sprache  vertreten  soll.  Die  Einführung  der  Werthverläufe 
der  Functionen  ist  ein  wesentlicher  Fortschritt,  dem  eine  weit  grössere 
Beweglichkeit  zu  verdanken  ist.  Die  früheren  abgeleiteten  Zeichen  können 
nun  durch  andere,  und  zwar  einfachere  ersetzt  werden,  obwohl  die  Defini- 
tionen der  Eindeutigkeit  einer  Beziehung,  des  Folgens  in  einer  Reihe,  der 
Abbildung  im  Wesentlichen  dieselben  sind,  die  ich  theils  in  meiner  Begriffs- 
.«ehrift,  theils  in  meinen  Grundlagen  der  Arithmetik  gegeben  habe.  Die 

1)  Ich  sage  freilich  auch:  der  Sinn  des  rechts  stehenden  Zeichens  ist  verschieden 
von  dem  des  links  stehenden;  aber  die  Bedeutung  ist  dioselbe.  Man  vergleiche  meinen 
Aufeati  Aber  Sinn  und  Bedeutung  in  der  Zeitschrift  f.  Philos.  u.  philos.  Kritik,  100.  Bd., 
S.  26. 
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Worthverläufe  habeu  aber  auch  eine  grosse  grundsätzliche  Wichtigkeit; 
definire  ich  doch  die  Anzahl  selbst  als  einen  Begriffsurnfang,  und  Begriffs- 
um  fange  sind  nach  meiner  Bestimmung  Werth  verlaufe.  Ohne  diese  wäre 
also  gar  nicht  auszukommen.  Die  alten  äusserlich  unverändert  wieder 
auftretenden  Urzeichen ,  deren  Algorithmus  sich  auch  kaum  geändert  hat, 
sind  doch  mit  andern  Erklärungen  versehen  worden.  Der  frühere  Inhalts- 
strich  erscheint  als  Wagerechter  wieder.  Das  sind  Folgen  einer  ein- 
greifenden Entwickelung  meiner  logischen  Ansichten.  Ich  hatte  früher  in 
dorn,  dessen  äussere  Form  ein  Behauptungssatz  ist.  zweierlei  unterschieden : 
1)  die  Anerkennung  der  Wahrheit,  2)  den  Inhalt,  der  als  wahr  anerkannt 
wird.  Den  Inhalt  nannte  ich  beurtheilbaren  Inhalt.  Dieser  ist  mir  nun 
zerfallen  in  das,  was  ich  Gedanken,  und  das,  was  ich  Wahrheitswerth 
nenne.  Das  ist  die  Folge  der  Unterscheidung  von  Sinn  und  Bedeutung 
eines  Zeichens.  In  diesem  Kalle  ist  der  Sinn  des  Satzes  der  Gedanke 
und  seine  Bedeutung  der  Wahrheitswerth.  Dazu  kommt  dann  noch  die 
Anerkennung,  dass  der  Wahrheitswerth  das  Wahre  sei.  Ich  unterscheide 
nämlich  zwei  Wahrheitswerthe :  das  Wahre  und  das  Falsche.  Dies  habe 
ich  in  meinem  oben  erwähnten  Aufsatze  über  Sinn  und  Bedeutung  ein- 
gehender begründet.  Hier  mag  nur  erwähnt  werden,  dass  die  ungerade 
Rede  nur  so  richtig  aufgefasst  werden  kann.  Der  Gedanke  nämlich,  der 
sonst  Sinn  des  Satzes  ist,  wird  in  der  ungeraden  Rede  seine  Bedeutung. 
Wieviel  einfacher  und  schärfer  durch  die  Einführung  der  Wahrheitswerthe 
Alles  wird,  kann  nur  eine  eingehende  Beschäftigung  mit  diesem  Buche 
lehren.  Diese  Vortheile  alloin  schon  legen  ein  grosses  Gewicht  in  die 
Wagschale  zu  Gunsten  meiner  Auffassung,  die  freilich  auf  den  ersten  Blick 
befremden  mag.  Auch  ist  das  Wesen  der  Function  im  Unterschiede  vom 
Gegenstände  schärfer  als  in  meiner  Begriffsschrift  gekennzeichnet.  Daraus 
ergiebt  sich  weiter  die  Unterscheidung  der  Functionen  erster  und  zweiter 
Stufe.  Wie  ich  in  meinem  Vortrage  über  Function  und  Begriff1)  aus- 
geführt habe,  sind  Begriffe  und  Beziehungen  Functionen  in  der  von  mir 
erweiterten  Bedeutung  dieses  Wortes,  und  so  haben  wir  auch  Begriffe 
erster  und  zweiter  Stufe,  gleichstnfige  und  ungleichseitige  Beziehungen  zu 
unterscheiden. 

Wie  man  sieht,  sind  die  .lahre  nicht  vergebens  seit  dem  Erscheinen 
meiner  Begriffsschrift  und  meiner  Grundlagen  verflossen:  sie  haben  das 
Werk  gereift.  Aber  grade  das,  was  ich  als  wesentlichen  Fortschritt  er- 
kenne, steht,  wie  ich  mir  nicht  verhehlen  kann,  der  Verbreitung  und  der 
Wirksamkeit  meines  Buches  als  grosses  Hemmniss  im  Wege.  Und  worin 
ich  seinen  Werth  nicht  zum  geringsten  Theile  sehe,  die  strenge  Lücken- 
losigkeit  der  Schlussketten  wird  ihm,  wie  ich  fürchte,  wenig  Dank  ein- 
bringen.   Ich  habe  mich  von  den  hergebrachten  Auffassungsweison  weiter 

1)  Jona,  Verlag  von  Hormann  l'ohlo,  18H1. 
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entfernt  und  dadurch  meinen  Ansichten  ein  paradoxes  Gepräge  aufgedrückt. 
Leicht  wird  ein  Ausdruck,  der  hier  oder  da  beim  flüchtigen  Durchblättern 
aufstosst,  befremdlich  erscheinen  und  ein  ungünstiges  Vorurtheil  erzeugen. 
Ich  selbst  kann  ja  das  Widerstreben  einigermaassen  abschätzen,  dem  meine 
Neuerungen  begegnen  werden,  weil  ich  selbst  oin  ähnliches  erst  in  mir 
überwinden  musste,  um  sie  zu  machen.  Denn  nicht  aufs  Gerathewohl  und 
aus  Nenerungssucht,  sondern  durch  die  Sache  selbst  gedrängt,  bin  ich  da- 
hin gelangt. 

Hiermit  komme  ich  auf  den  zweiten  Grund  der  Verspätung:  die  Mut- 
losigkeit, die  mich  zeitweilig  überkam  angesichts  der  kühlen  Aufnahme, 
oder  besser  gesagt,  des  Mangels  an  Aufnahme  meiner  oben  genannten 
Schriften  bei  den  Mathematikern  ')  und  der  Ungunst  der  wissenschaftlichen 
Strömungen,  gegen  die  mein  Buch  zu  kämpfen  haben  wird.  Schon  der 
erste  Eindruck  muss  abschrecken:  unbekannte  Zeichen,  seitenlang  nur 
fremdartige  Formeln.  So  habe  ich  mich  denn  zu  Zeiten  andern  Gegen- 
standen zugewondet.  Aber  auf  die  Dauer  konnte  ich  doch  die  Ergebnisse 
meines  Denkens,  die  mir  werthvoll  schienen,  nicht  in  meinem  Pulte  ver- 
schliesson.  und  die  aufgewendete  Arbeit  forderte  immer  neue  Arbeit,  um 
nicht  vergeblich  zu  sein.  So  Hess  mich  die  Sache  nicht  los.  In  einem 
Falle  wie  hier,  wo  der  Werth  eines  Buches  durch  flüchtiges  Durchlesen 
nicht  erkannt  werden  kann,  sollte  die  Kritik  helfend  einspringen.  Aber 
sie  wird  im  Allgemeinen  zu  schlecht  bezahlt.  Ein  Kritiker  wird  nie  hoffen 
können,  für  die  Mühe,  die  ein  gründliches  Durcharbeiten  dieses  Buches  in 
Aussicht  stellt,  in  Geld  entschädigt  zu  werden.  Mir  bleibt  nur  übrig  zu 
horten ,  jemand  möge  von  vorneherein  soviel  Vertrauen  zu  der  Sache 
schöpfen,  dass  er  in  dem  innern  Gewinn  eine  hinreichende  Belohnung  er- 
wartet, und  er  werde  dann  das  Ergebnis«  seiner  reiflichen  Prüfung  der 
Oertentlickeit  übergeben.  Nicht,  als  ob  mich  nur  eine  lobende  Besprechung 
befriedigen  könnte ;  im  Gegentheil !  eine  auf  gründlicher  Kenutnissnahme 
gestützte  Bekämpfung  kann  mir  nur  lieber  sein  als  ein  Lob.  das  sich  in 
allgemeinen  Wendungen  ergeht,  ohne  den  Kern  der  Sache  zu  berühren. 
Einem  Leser,  der  mit  solchen  Absichten  au  das  Buch  herantritt,  möchte 
ich  hier  durch  einige  Winke  die  Arbeit  erleichtern. 

Um  vorerst  eine  ungefähre  Vorstellung  zu  gewinnen,  wie  ich  mit  meinen 
Zeichen  Gedanken  ausdrücke,  wird  es  dienlich  sein,  in  der  Tafel  der  wich- 
tigeren Lehrsätze  einige  der  einfacheren  näher  zu  betrachten  ,  denen  eine 
Uebersetzung  angehängt  ist.  Man  wird  dann  auch  errathen  können,  was  andere 
jenen  ähnliche  besagen  wollen,  denen  keine  l Uebersetzung  folgt.  Darauf  möge 
man  mit  der  Einleitung  anfangen  und  die  Darlegung  der  Begriffsschrift  in 
Angriff  nehmen.    Doch  rathe  ich,  zunächst  nur  flüchtige  Kenntniss  davon 

1)  In  dem  Jahrb.  aber  die  Portschritte  der  Math,  sucht  man  meine  Grundlagen 
der  Arithm.  vergebens.  Forscher  auf  demselben  Gebiete,  die  Herren  Dedekind,  Otto 
Stoli,  v.  Heimholt«  scheinen  meine  Arbeiten  nicht  sn  kennen.  Auch  Kronecker  erwähnt 
sie  in  seinem  Aufsatze  über  den  Zahlbegriff  nicht. 
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zu  nehmen  und  sich  *bei  einzelnen  Bedenken  nicht  zu  lange  aufzuhalten. 
Einige  Betrachtungen  mussten  zwar  aufgenommen  werden,  um  allen  Ein- 
wänden begegnen  zu  können,  sind  aber  für  das  Verständniss  der  Begriffs- 
schriftsätze unwesentlich.  Ich  rechne  dahin  die  zweite  Hälfte  des  §  8,  die 
auf  S.  12  mit  den  Worten  „Wenn  wir  nun  erklären"  beginnt,  ferner  die 
zweite  Hälfte  des  §  9,  die  auf  S.  15  mit  den  Worten  „Wenn  ich  allgemein 
sage"  beginnt,  und  den  ganzen  §  10.  Diese  Stellen  mögen  beim  ersten 
Lesen  ganz  überschlagen  werden.  Dasselbe  gilt  von  den  §§  26  und  28  bis  32. 
Dagegen  möchte  ich  als  für  das  Verständniss  besonders  wichtig  die  erste 
Hälfte  des  §  8.  ferner  die  §§  12  und  13  hervorheben.  Ein  genaueres 
Durchlesen  möge  mit  §  34  beginnen  und  bis  zum  Schlüsse  andauern.  Man 
wird  dann  gelegentlich  auf  die  nur  flüchtig  gelesenen  §§  zurückkommen 
müssen.  Das  Wörtorverzeichniss  am  Schlüsse  und  das  Inhaltsverzeichniss 
werden  das  erleichtern.  Die  Ableitungen  in  den  §§  4t)  bis  52  können  als 
Vorbereitung  für  das  Verständniss  der  Beweise  selbst  dienen.  Alle  Weisen 
des  Folgeras  und  Schliessens  und  fast  alle  der  Anwendungen  unserer 
Grundgesetze  kommen  hier  schon  vor.  Nachdem  man  so  bis  ans  Ende 
gelangt  ist,  möge  man  die  Darlegung  der  Begriffsschrift  noch  einmal  im 
Zusammenhange  und  vollständig  lesen  und  sich  dabei  vor  Augen  halten, 
dass  die  Festsetzungen,  die  später  nicht  gebraucht  werden  und  darum  un- 
nöthig  scheinen,  zur  Durchführung  des  Grundsatzes  dienen,  dass  alle  recht- 
mässig gebildeten  Zeichen  etwas  bedeuten  sollen .  eines  Grundsatzes ,  der 
für  die  volle  Strenge  wesentlich  ist.  So  wird,  glaube  ich,  das  Misstrauen 
allmählich  schwinden,  das  meine  Neuerungen  zunächst  erwecken  mögen. 
Der  Leser  wird  erkennen,  dass  meine  Grundsätze  nirgends  zu  Folgerungen 
führen ,  die  er  nicht  selbst  als  richtig  anerkennen  muss.  Vielleicht  wird 
er  dann  auch  zugeben,  dass  er  die  Arbeit  zuerst  überschätzt  hatte,  dass 
mein  sprungloses  Vorgehen  doch  auch  wieder  das  Verständniss  erleichtert, 
nachdem  einmal  das  in  der  Neuheit  »1er  Zeichen  liegende  Hindemiss  über- 
wunden ist.  Möge  es  mir  glücken,  einen  solchen  Leser  und  Beurtheiler 
zu  Hnden !  denn  eine  auf  oberflächlicher  Durchsicht  gegründete  Anzrigc 
konnte  leicht  mehr  schaden  als  nützen. 

Sonst  sind  die  Aussichten  meines  Buches  freilich  gering.  .Jedenfalls 
müssen  alle  Mathematiker  aufgegeben  werden ,  die  beim  Aufstosseu  von 
logischen  Ausdrücken,  wie  „Begriff",  „Beziehung-,  „Urtheil"  denken: 
metaphysica  sunt,  non  leguntur!  und  ebenso  die  Philosophen,  die  beim 
Anblicke  einer  Formel  ausrufen:  mathematica  sunt,  non  leguntur!  und 
sehr  wenige  mögen  das  nicht  sein.  Vielleicht  ist  die  Zahl  der  Mathe- 
matiker überhaupt  nicht  gross,  die  sich  um  die  Grundlegung  ihrer  Wissen- 
schaft bemühen,  und  auch  diese  scheinen  oft  grosse  Eile  zu  haben,  bis  sie 
die  Anfangsgründe  hinter  sich  haben.  Und  ich  wage  kaum  zu  hoffen,  dass 
meine  Gründe  für  die  peinliche  Strenge  und  damit  verbundene  Breite  viele 
von  ihnen  üborzeugen  werden.    Hat  doch  das  einmal  Hergebrachte  grosse 
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Macht  über  dio  Gemüther.  Wenn  ich  die  Arithmetik  mit  einem  Baume 
vergleiche,  der  sich  oben  in  eino  Mannichfaltigkeit  von  Methoden  und 
Lehrsätzen  entfaltet,  während  die  Wurzel  in  die  Tiefe  strebt,  so  scheint 
mir  der  Wurzeltrieb,  in  Deutschland  wenigstens,  schwach  zu  sein.  Selbst 
in  einem  Werke,  das  man  dieser  Richtung  zuzählen  möchte,  der  Algebra 
der  Logik  des  Herrn  E.  Schröder,  gewinnt,  doch  bald  der  Wipfeltrieb 
wieder  die  Oberhand,  bevor  noch  eine  grössere  Tiefe  erreicht  ist,  bewirkt 
«in  Umbiegen  nach  oben  und  eine  Entfaltung  in  Methoden  und  Lehrsätze. 

Ungünstig  für  mein  Buch  ist  auch  die  weit  verbreitete  Neigung,  nur 
das  Sinnliche  als  vorhanden  anzuerkennen.  Was  nicht  mit  den  Sinnen 
wahrgenommen  werden  kann,  sucht  man  zu  leugnen  oder  doch  zu  über- 
sehen. Nun  sind  die  Gegenstände  der  Arithmetik,  die  Zahlen  unsinnlicher 
Art;  wie  findet  man  sich  damit  ab?  Sehr  einfach!  man  erklärt  die  Zahl- 
zeichen für  die  Zahlen.  In  den  Zeichen  hat  man  dann  etwas  Sichtbares, 
und  das  ist  ja  doch  die  Hauptsache.  Freilich  haben  die  Zeichen  ganz 
andere  Eigenschaften  als  die  Zahlen  selbst ;  aber  was  thut's  ?  Man  dichtet 
ihnen  die  gewünschten  Eigenschaften  durch  sogenannte  Definitionen  einfach 
an.  Wie  freilieh  eine  Definition  statthaben  kann,  wo  gar  kein  Zusammen- 
hang zwischen  Zeichen  und  Bezeichnetem  in  Frage  kommt,  ist  ein  Räthsel. 
Man  knetet  Zeichen  und  Bezeichnetes  möglichst  ununterscheidbar  zusammen ; 
jenachdem  es  erforderlich  ist,  kann  man  dann  die  Existenz  mit  Hinweis  auf 
die  Greifbarkeit  behaupten1),  oder  die  eigentlichen  Zahleigenschaften 
hervorkehren.  Zuweilen  scheint  man  die  Zahlzeichen  wie  Schachfiguren 
anzusehen  und  die  sogenannten  Definitionen  als  Spielregeln.  Das  Zeichen 
bezeichnet  dann  nichts,  sondern  ist  die  Sache  selbst.  Eine  Kleinigkeit 
übersieht  man  freilich  dabei,  dass  wir  nämlich  mit  ,3*  -\-4*  =  einen 
(Tedanken  ausdrücken,  während  eine  Stellung  von  Schachfiguren  nichts 
besagt.  Wo  man  sich  mit  solchen  Oberflächlichkeiten  zufrieden  giebt,  ist 
für  eine  tiefere  Auffassung  freilich  kein  Boden. 

Es  kommt  hier  darauf  an,  sich  klar  zu  machen,  was  Definiren  ist  und 
was  dadurch  erreicht  werden  kann.  Man  scheint  ihm  vielfach  eine  schöpfe- 
rische Kraft  zuzutrauen,  während  doch  dabei  weiter  nichts  geschieht,  als 
dass  etwas  abgrenzend  hervorgehoben  und  mit  einem  Namen  bezeichnet  wird. 
Wie  der  Geograph  kein  Meer  schafft,  wenn  er  Grenzlinien  zieht  und  sagt : 
den  von  diesen  Linien  begrenzten  Theil  der  Wasserfläche  will  ich  Gelbes  Meer 
nennen,  so  kann  auch  der  Mathematiker  durch  sein  Definiren  nichts  eigent- 
lich schaffen.  Man  kann  auch  nicht  einem  Dinge  durch  blosse  Definition 
eine  Eigenschaft  anzaubern,  die  es  nun  einmal  nicht  hat,  es  sei  denn  die 
eine,  nun  so  zu  heissen,  wie  man  es  etwa  benannt  hat.    Dass  aber  ein 


1)  VergL  K.  Heine,  Die  Elemente  der  Fonctionslehre,  in  Grelles  Journal,  Bd.  74, 
S.  173:  „Ich  stelle  mich  bei  der  Definition  auf  den  rein  formalen  Standpunkt,  indem 
ich  gewisse  greifbare  Zeichen  Zahlen  nenne,  sodass  die  Existenz  dieser  Zahlen  also  nicht 
in  Frage  steht" 
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eirundes  Gebilde,  das  man  mit  Tinte  auf  Papier  hervorbringt,  durch  eine 
Definition  die  Eigenschaft  erhalten  sollte,  zu  Eins  addirt,,  Eins  zu  ergeben, 
kann  ich  nur  für  einen  wissenschaftlichen  Aberglauben  halten.  Ebensogut 
könnte  man  durch  blosse  Definition  einen  faulen  Schüler  fleissig  machen. 
Unklarheit  entsteht  hier  leicht  durch  die  mangelnde  Unterscheidung  von 
Begriff  und  Gegenstand.  Wenn  man  sagt:  „Quadrat  ist  ein  Rechteck,  in 
dem  zusammenstossende  Seiten  gleich  sind",  so  definirt  man  den  Begriff 
Quadrat,  indem  man  angiebt,  welche  Eigenschaften  etwas  haben  muss,  um 
unter  diesen  Begriff  zu  fallen.  Diese  Eigenschaften  nenne  ich  Merkmale 
de«  Begriffes.  Aber,  wohl  gemerkt,  diese  Merkmale  des  Begriffes  sind 
nicht  seine  Eigenschaften.  Der  Begriff*  Quadrat  ist  nicht  ein  Rechteck, 
nur  die  Gegenstände,  die  etwa  unter  diesen  Begriff  fallen,  sind  Rechtecke, 
wie  auch  der  Begriff  schwarzes  Tuch  weder  schwarz  noch  ein  Tuch  ist. 
Ob  es  solche  Gegenstände  giebt,  ist  durch  die  Definition  unmittelbar  noch 
nicht  bekannt.  Nun  will  man  z.  B.  die  Zahl  Null  definiren,  indem  man 
sagt:  sie  ist  etwas,  was,  zu  Eins  addirt,  Eins  ergiebt.  Damit  hat  man 
«dnen  Begriff  definirt ,  indem  man  augegeben  hat ,  welche  Eigenschaft  ein 
Gegenstand  haben  muss,  um  unter  den  Begriff  zu  fallen.  Aber  diese 
Eigenschaft  ist  nicht  Eigenschaft  des  definirten  Begriffes.  Wie  es  scheint, 
bildet  man  sich  nun  vielfach  ein,  man  habe  durch  die  Definition  etwas 
geschaffen,  was,  zu  Eins  addirt,  Eins  ergiebt.  Grosse  Täuschung!  Weder 
hat  der  definirte  Begriff  diese  Eigenschaft  noch  leistet  die  Definition 
Gewähr  dafür,  dass  der  Begriff  erfüllt  sei.  Das  bedarf  erst  einer  Unter- 
suchung. Erst  wenn  man  bewiesen  hat,  dass  es  einen  Gegenstand  und 
nur  einen  einzigen  von  der  verlangten  Eigenschaft  giebt ,  ist  man  in  der 
Lage,  diesen  Gegenstand  mit  dem  Eigennamen  „Null"  zu  belegen.  Die  Null 
zu  schaffen ,  ist  also  unmöglich.  Solches  ist  von  mir  schon  wiederholt 
dargelegt  worden,  aber,  wie  es  scheint,  ohne  Erfolg1). 

Auch  bei  der  herrschenden  Logik  wird  auf  kein  Verständniss  für  den 
Unterschied  zu  hoffen  sein,  den  ich  zwischen  dem  Merkmal  eines  Begriffes 
und  der  Eigenschaft  eines  Gegenstandes  mache  *) ;  denn  sie  scheint  durch 
und  durch  psychologisch  verseucht  zu  sein.  Wenn  man  statt  der  Dinge  selbst 
nur  ihre  subjectiven  Abbilder,  die  Vorstellungen  betrachtet,  gehen  natürlich 
alle  feinern  sachlichen  Unterschiede  verloren,  und  es  treten  dafür  andere 
auf,  die  logisch  völlig  werthlos  sind.  Und  damit  komme  ich  auf  das  zu 
sprechen ,  was  der  Wirkung  meines  Buches  bei  den  Logikern  im  Wege 
steht.  Es  ist  der  verderbliche  Einbruch  der  Psychologie  in  die  Logik. 
Entscheidend  für  die  Behandlung  dieser  Wissenschaft  muss  die  Auffassung 
der  logischen  Gesetze  sein ,  und  das  hängt  wieder  damit  zusammen ,  wie 

1)  Mathematiker,  die  sich  ungernc  in  die  Irrgänge  der  Philosophie  begeben,  werden 
gebeten,  hier  das  Lesen  des  Vorworts  abzubrechen. 

2)  In  der  Logik  des  Herrn  B.  Erdmann  finde  ich  keine  Spur  dieses  wichtigen 
Unterschiedes. 
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man  das  Wort  „wahr"  vorsteht.  Dass  die  logischen  Gesetze  Richtschnuren 
für  das  Denken  sein  sollen  zur  Erreichung  der  Wahrheit,  wird  zwar  vor- 
weg allgemein  zugegeben  ;  aber  es  geräth  nur  zu  leicht  in  Vergessenheit. 
Der  Doppelsinn  des  Wortes  „Gesetz"  ist  hier  verhängnissvoll.  In  dem 
einen  Sinne  besagt  es,  was  ist,  in  dem  andern  schreibt  es  vor,  was  sein 
soll.  Nur  in  diesem  Sinne  können  die  logischen  Gesetze  Denkgesetze  ge- 
nannt werden,  indem  sie  festsetzen,  wie  gedacht  werden  soll.  Jedes  Gesetz, 
das  besagt,  was  ist,  kann  aufgefasst  werden  als  vorschreibend,  es  solle  im 
Einklänge  damit  gedacht  werden,  und  ist  also  in  dem  Sinne  ein  Denk- 
gesetz. Das  gilt  von  den  geometrischen  und  physikalischen  nicht  minder 
als  von  den  logischen.  Diese  verdienen  den  Namen  „Denkgesetze"  nur 
dann  mit  mehr  Recht,  wenn  damit  gesagt  sein  soll,  dass  sie  die  allge- 
meinsten sind,  die  überall  da  vorschreiben,  wie  gedacht  werden  soll,  wo 
überhaupt  gedacht  wird.  Aber  das  Wort  „Denkgesetz"  verleitet  zu  der 
Meinung,  diese  Gesetze  regierten  in  derselben  Weise  das  Denken,  wie  die 
Naturgesetze  die  Vorgänge  in  der  Aussenwelt.  Dann  können  sie  nichts 
anderes  als  psychologische  Gesetze  sein ;  denn  das  Denken  ist  ein  seelischer 
Vorgang.  Und  wenn  die  Logik  mit  diesen  psychologischen  Gesetzen  zu 
thun  hätte,  so  wäre  sie  ein  Theil  der  Psychologie.  Und  so  wird  sie  in 
der  That  aufgefasst.  Als  Richtschnuren  können  diese  Denkgesetze  dann 
in  der  Weise  aufgefasst  werden,  dass  sie  einen  mittlem  Durchschnitt  an- 
geben ,  ähnlich  wie  man  sagen  kann ,  wie  die  gesunde  Verdauung  beim 
Menschen  vor  sich  geht,  oder  wie  man  grammatisch  richtig  spricht,  oder 
wie  man  sich  modern  kleidet.  Man  kann  dann  nur  sagen:  nach  diesen 
Gesetzen  richtet  sich  im  Durchschnitt  das  Fürwahrhalten  der  Menschen, 
jetzt  und  soweit  die  Menschen  bekannt  sind;  wenn  man  also  mit  dem 
Durchschnitte  im  Einklang  bleiben  will,  richte  man  sich  nach  ihnen.  Aber, 
wie  das,  was  heute  modern  ist,  nach  einiger  Zeit  nicht  mehr  modern  sein 
wird  und  bei  den  Chinesen  jetzt  nicht  modern  ist,  so  kann  man  die 
psychologischen  Denkgesetze  auch  nur  mit  Einschränkungen  als  maass- 
gebend  hinstellen.  Ja,  wenn  es  sich  in  der  Logik  um  das  Fürwahrgehalten  - 
werden  handelte ,  und  nicht  vielmehr  um  das  Wahrsein !  Und  das  ver- 
wechseln die  psychologischen  Logiker.  So  setzt  Herr  B.  Erdmann  im 
ersten  Bande  seiner  Logik  ')  S.  272  bis  S.  275  die  Wahrheit  mit  Allgemein- 
gültigkeit gleich  und  gründet  diese  auf  die  Allgemeingewissheit  des  Gegen- 
standes, von  dem  geurtheilt  wird,  und  diese  wieder  auf  die  allgemeine 
Uebereinstimmung  der  Urtheilenden.  So  wird  denn  schliesslich  die  Wahr- 
heit auf  das  Fürwahrhalten  der  Einzelnen  zurückgeführt.  Dem  gegenüber 
kann  ich  nur  sagen:  Wahrsein  ist  etwas  anderes  als  Fürwahrgehalten- 
werden,  sei  es  von  Einem,  sei  es  von  Vielen,  sei  es  von  Allen,  und  ist  in 
keiner  Weise  darauf  zurückzuführen.   Es  ist  kein  Widerspruch,  dass  etwas 


1)  Halle  a.  S.,  Max  Niemeyer,  1892. 
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wahr  ist ,  was  von  Allen  für  falsch  gehalten  wird.  Ich  verstehe  unter 
logischen  Gesetzen  nicht  psychologische  Gesetze  des  Fürwahrhaltens, 
sondern  Gesetze  des  Wahrseins.  Wenn  es  wahr  ist ,  dass  ich  dies  am 
13.  Juli  1893  in  meiner  Stube  schreibe,  während  draussen  der  Wind  heult, 
so  bleibt  oa  wahr,  auch  wenn  alle  Menschen  es  später  für  falsch  halten 
sollten.  Wenn  so  das  Wahrsein  unabhängig  davon  ist,  dass  es  von  irgend- 
einem anerkannt  wird,  so  sind  auch  die  Gesetze  des  Wahrseins  nicht 
psychologische  Gesetze,  sondern  Grenzsteine  in  einem  ewigen  Grunde  be- 
festigt,  von  unserm  Denken  überfluthbar  zwar,  doch  nicht  verrückbar. 
Und  weil  sie  das  sind,  sind  sie  für  unser  Denken  maassgebend,  wenn  es 
die  Wahrheit  erreichen  will.  Sie  stehen  nicht  in  dem  Verhältnisse  zum 
Denken ,  wie  die  grammatischen  Gesetze  zur  Sprache ,  so  dass  sie  da« 
Wesen  unseres  menschlichen  Denkens  zum  Ausdruck  brächten  und  sich 
mit  ihm  änderten.  Ganz  anders  ist  natürlich  die  Auffassung  der  logischen 
Gesetze  bei  Herrn  Erdmann.  Dieser  bezweifelt  ihre  unbedingte ,  ewige 
Geltung  und  will  sie  einschränken  auf  unser  Denken,  wie  es  jetzt  ist 
(S.  375  ff.).  „Unser  Denken"  kann  doch  wohl  nur  heissen  das  Denken 
der  bis  jetzt  bekannten  Menschheit.  Danach  bliebe  die  Möglicheit  offen, 
dass  Menschen  oder  sonstige  Wesen  entdeckt  würden,  die  unsern  logischen 
Gesetzen  widersprechende  Urtheile  vollziehen  könnten.  Wenn  das  nun 
geschähe?  Herr  Erdmann  würde  sagen:  Da  sehen  wir,  dass  jene  Grund- 
sätze nicht  überall  gelten.  Gewiss!  wenn  sie  psychologische  Gesetze 
sein  sollen,  muss  ihr  Wortausdruck  die  Gattung  von  Wesen  kenntlich 
machen,  deren  Denken  erfahrungsmässig  durch  sie  beherrscht  wird.  Ich 
würde  sagen:  Es  giebt  also  Wesen,  welche  gewisse  Wahrheiten  nicht  wie 
wir  unmittelbar  erkennen ,  sondern  vielleicht  auf  den  langwierigem  Weg 
der  Induction  angewiesen  sind.  Wie  aber,  wenn  sogar  Wesen  gefunden 
würden ,  deren  Denkgesetze  den  unsern  geradezu  widersprächen  und  also 
auch  in  der  Anwendung  vielfach  zu  entgegengesetzten  Ergebnissen  führten  ? 
Der  psychologische  Logiker  könnte  das  nur  einfach  anerkennen  und  sagen : 
Bei  denen  gelten  jene  Gesetze,  bei  uns  diese.  Ich  würde  sagen :  Da  haben 
wir  eine  bisher  unbekannte  Art  der  Verrücktheit.  Wer  unter  logischen 
Gesetzen  solche  versteht,  die  vorschreiben,  wie  gedacht  werden  soll,  oder 
Gesetze  des  Wahrseins,  nicht  Naturgesetze  des  menschlichen  Fürwahr- 
haltens, der  wird  fragen:  wer  hat  Recht?  wessen  Gesetze  des  Fürwahr- 
haltens sind  im  Einklänge  mit  den  Gesetzen  des  Wahrseins  ?  Der  psycho- 
logische Logiker  kann  nicht  so  fragen;  denn  er  erkennte  damit  Gesetze 
des  Wahrseins  an ,  die  nicht  psychologisch  wären.  Kann  man  ärger  den 
Sinn  des  Wortes  „wahr"  fälschen,  als  wenn  man  eine  Beziehung  auf  den 
Urtheilenden  einschliessen  will !  Man  wirft  mir  doch  nicht  etwa  ein,  dass 
der  Satz  „ich  bin  hungrig"  für  den  Einen  wahr  und  für  den  Andern 
falsch  sein  könne?  Der  Satz  wohl,  aber  der  Gedanke  nicht:  denn  das 
Wort  „ich"  bedeutet  in  dem  Munde  des  Andern  einen  andern  Menschen, 
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und  daher  drückt  auch  der  Satz,  von  dem  Andern  ausgesprochen,  einen 
andern  Gedanken  aus.  Alle  Bestimmungen  des  Orts,  dei  Zeit  u.  s.  w. 
gehören  zu  dem  Gedanken ,  um  dessen  Wahrheit  es  sich  handelt ;  da« 
Wahrsein  selbst  ist  ort-  und  zeitlos.  Wie  lautet  nun  eigentlich  der 
Grundsatz  der  Identität?  etwa  so:  „Den  Menschen  ist  es  im  Jahre  1893 
unmöglich,  einen  Gegenstand  als  von  ihm  selbst  verschieden  anzuerkennen" 
oder  so:  Jeder  Gegenstand  ist  mit  sich  selbst  identisch"  V  Jenes  Gesetz 
handelt  von  Menschen  und  enthält  eine  Zeitbestimmung,  in  diesem  ist 
weder  von  Menschen  noch  von  einer  Zeit  die  Rede.  Dieses  ist  ein  Gesetz 
des  Wahrseins,  jenes  eines  des  menschlichen  Fürwahrhaltens.  Ihr  Inhalt 
ist  ganz  verschieden,  und  sie  sind  von  einander  unabhängig,  so  dass  keins 
von  beiden  aus  dem  andern  gefolgert  werden  kann.  Darum  ist  es  sehr 
verwirrend,  beide  mit  demselben  Namen  des  Grundgesetzes  der  Identität 
zu  bezeichnen.  Solche  Vermischungen  grundverschiedener  Dinge  sind 
Schuld  an  der  gräulichen  Unklarheit,  die  wir  bei  den  psychologischen 
Logikern  antreffen. 

Die  Frage  nun,  warum  und  mit  welchem  Rechte  wir  ein  logisches 
Gesetz  als  wahr  anerkennen,  kann  die  Logik  nur  dadurch  beantworten, 
dass  sie  es  auf  andere  logische  Gesetze  zurückführt.  Wo  das  nicht  mög- 
lich ist,  muss  sie  die  Antwort  schuldig  bleiben.  Aus  der  Logik  heraus- 
tretend kann  man  sagen:  wir  sind  durch  unsere  Natur  und  die  äussern 
Umstände  zum  Urtheilen  genöthigt,  und  wenn  wir  urtheilen,  können  wir 
dieses  Gesetz  —  der  Identität  z.  B.  —  nicht  verwerfen,  wir  müssen  es 
anerkennen,  wenn  wir  nicht  unser  Denken  in  Verwirrung  bringen  und  zu- 
letzt auf  jedes  Urtheil  verzichten  wollen.  Ich  will  diese  Meinung  weder 
bestreiten  noch  bestätigen  und  nur  bemerken,  dass  wir  hier  keine  logische 
Folgerung  haben.  Nicht  ein  Grund  des  Wahrseins  wird  angegeben,  sondern 
unseres  Fürwahrhaltens.  Und  ferner:  diese  Unmöglichkeit,  die  für  uns 
besteht,  das  Gesetz  zu  verwerfen,  hindert  uns  zwar  nicht,  Wesen  anzu- 
nehmen, die  es  verwerfen;  aber  sie  hindert  uns,  anzunehmen,  dass  jene 
Wesen  darin  Recht  haben ;  sie  hindert  uns  auch,  daran  zu  zweifeln ,  ob 
wir  oder  jene  Recht  haben.  Wenigstens  gilt  das  von  mir.  Wenn  Andere 
es  wagen,  in  einem  Athem  ein  Gesetz  anzuerkennen  und  es  zu  bezweifeln, 
so  erscheint  mir  das  als  ein  Versuch,  aus  der  eignen  Haut  zu  fahren,  vor 
dem  ich  nur  dringend  warnen  kann.  Wer  einmal  ein  Gesetz  des  Wahr- 
seins anerkannt  hat,  der  hat  damit  auch  eiu  Gesetz  anerkannt,  das  vor- 
schreibt, wie  geurtheilt  werden  soll,  wo  immer,  wann  immer  und  von  wem 
immer  geurtheilt  werden  mag. 

Ueberblicke  ich  das  Ganze,  so  scheint  mir  die  verschiedene  Auf- 
fassung des  Wahren  als  Ursprung  des  Streites.  Für  mich  ist  es  etwas 
Objectives,  von  dem  Urtheilenden  Unabhängiges,  für  psychologische  Logiker 
ist  es  das  nicht.    Was  Herr  B.  Erdmauu   „objective  Gewissheit a  nennt, 
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ist  nur  eine  allgemeine  Anerkennung  der  Urtheilenden,  die-  also  von  diesen 
nicht  unabhängig  ist,  sondern  .sich  mit  deren  seelischer  Natur  ändern  kann. 

Wir  können  das  noch  allgemeiner  fassen :  ich  erkenne  ein  Gebiet  des 
Objectiven,  Nichtwirklichen  an,  während  die  psychologischen  Logiker  das 
Nichtwirkliche  ohne  weiteres   für  subjectiv  halten.    Und  doch  ist  gar 
nicht  einzusehen,  warum  das,  was  einen  vom  Urtheilenden  unabhängigen 
Bestand  hat,  wirklich  sein,  d.  h.  doch  wohl  fähig  sein  müsse,  unmittelbar 
oder   mittelbar   auf  die  Sinne   zu  wirken.    Ein  solcher  Zusammenhang 
zwischen  den  Begriffen  ist  nicht  zu  entdecken.    Man  kann  sogar  Beispiele 
anführen,  die  das  Gegen theil  zeigen.    Die  Zahl  Eins  z.  B.  wird  man  nicht 
leicht  für  wirklich  halten ,  wenn  man  nicht  Anhänger  von  J.  St.  Mill  ist. 
Andrerseits  ist  es  unmöglich,  jedem  Menschen  seine  eigne  Eins  zuzuweisen ; 
denn  dann  müsste  erst  untersucht  werden ,  wie  weit  die  Eigenschaften 
dieser  Einsen  übereinstimmten.    Und  wenn  der  Eine  sagte  „einmal  Eins 
ist  Eins"  und  der  Andere  „einmal  Eins  ist  Zwei",  so  könnte  man  nur  die 
Verschiedenheit  feststellen  und  sagen:  deine  Eins  hat  jene  Eigenschaft, 
meine  diese.    Von  einem  Streite,  wer  Recht  hätte,  oder  von  einem  Be- 
lehrungsversuche könnte  nicht  die  Rede  sein  ;  denn  dazu  fehlte  die  Gemein- 
samkeit des  Gegenstandes.    Offenbar  ist  dies  dem  Sinne  des  Wortes  „Eins" 
und  dem  Sinne  des  Satzes  „einmal  Eins  ist  Eins"  ganz  zuwider.    Da  die 
Eins,  als  dieselbe  für  Alle,  Allen  in  gleicher  Weise  gegenübersteht,  kann 
sie  ebensowenig  wie  der  Mond  durch  psychologische  Beobachtung  erforscht 
werden.    Mag  es  immerhin  Vorstellungen  von  der  Eins  in  den  einzelnen 
Seelen  geben ,  so  sind  diese  doch  von  der  Eins  ebenso  zu  unterscheiden 
wie  die   Vorstellungen    des  Mondes    von    dem   Monde  selbst.    Weil  die 
psychologischen  Logiker  die  Möglichkeit  des   objectiven  Nicht  wirklichen 
verkennen,  halten  sie  die  Begriffe  für  Vorstellungen  und  weisen  sie  damit 
der  Psychologie  zu.    Aber  die  wahre  Sachlage  macht  sich  doch  zu  mächtig 
geltend,  als  dass  dies  leicht  durchzuführen  wäre.     Und  daher  kommt  ein 
Schwanken   in   den   Gebrauch   des   Wortes   „Vorstellung-,   indem  es  bald 
etwas  zu  bedeuten  scheint,  was  dem  Seelenleben  des  Einzelnen  angehört 
und  nach  psychologischen  Gesetzen  mit  andern  Vorstellungen  verschmilzt 
sich  mit  ihnen  associirt,  bald  etwas  Allen  gleicherweise  Gegenüberstehendes' 
bei   dem  ein  Vorstellender  weder  genannt  noch  auch  nur  vorausgesetzt 
wird.    Diese  beiden  Gebrauchsweisen  sind  unvereinbar:  denn  jene  Associa- 
tionen ,  Verschmelzungen  gehen  nur  im  einzelnen  Vorstellenden  vor  sich 
und  gehen  nur  an  etwas  vor  sich,  was  diesem  Vorstellenden  ganz  so  eigen- 
thümhch  zugehört,  wie  seine  Freude  oder  sein  Schmerz  es  thut     Man  darf 
nie  vergessen,  dass  die  Vorstellungen  verschiedener  Menschen,  wie  ähnlich 
sie  auch  sein  mögen ,  was  übrigens  von  uns  nicht  genau  festzustellen  ist 
doch  nicht  in  eine  zusammenfallen,  sondern  zu  unterscheiden  sind.  Jeder 
hat  seine  Vorstellungen,  die  nicht  zugleich  die  eines  Andern  sind.  Hier 
verstehe   ich    natürlich    „Vorstellung"    im    psychologischen    Sinne.  Der 
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schwankende  Gebrauch  dieses  Wortes  bewirkt  Unklarheit  und  hilft  den 
psychologischen  Logikern  ihre  Schwäche  verbergen.  Wann  wird  man  dem 
endlich  einmal  ein  Ende  machen !  So  wird  schliesslich  Alles  in  das  Bereich 
der  Psychologie  hineingezogen ;  die  Grenze  zwischen  Objectivem  und  Sub- 
jectivem  verschwindet  mehr  und  mehr,  und  selbst  wirkliche  Gegenstände 
werden  als  Vorstellungen  psychologisch  behandelt.  Denn  was  ist  wirk- 
lich anders  als  ein  Prädicat  ?  und  was  sind  logische  Prädicate  anders  als 
Vorstellungen?  So  mündet  denn  Alles  in  den  Idealismus  und  bei  grösster 
Folgerichtigkeit  in  den  Solipsismus  ein.  Wenn  jeder  mit  dem  Namen 
„Mond*  etwas  Anderes  bezeichnete,  nämlich  eine  seiner  Vorstellungen, 
etwa  so,  wie  er  mit  dem  Ausrufe  „au!"  seinen  Schmerz  äusserte,  so  wäre 
freilich  die  psychologische  Betrachtungsweise  gerechtfertigt ;  aber  ein  Streit 
Aber  die  Eigenschaften  des  Mondes  wäre  gegenstandslos:  der  Eine  könnte 
von  seinem  Monde  ganz  gut  das  Gegentheil  von  dem  behaupten,  was  der 
Andere  mit  demselben  Rechte  von  seinem  sagte.  Wenn  wir  nichts  er- 
fassen könnten ,  als  was  in  uns  selbst  ist ,  so  wäre  ein  Widerstreit  der 
Meinungen,  eine  gegenseitige  Verständigung  unmöglich,  weil  ein  gemein- 
samer Boden  fehlte,  und  ein  solcher  kann  keine  Vorstellung  im  Sinne  der 
Psychologie  sein.  Es  gäbe  keine  Logik,  die  berufen  wäre.  Schiedsrichterin 
im  Streite  der  Meinungen  zu  sein. 

Doch,  um  nicht  den  Schein  zu  erwecken,  als  kämpfte  ich  gegen  Wind- 
mühlen, will  ich  an  einem  bestimmten  Buche  das  unrettbare  Versinken  in 
den  Idealismus  zeigen.  Ich  wähle  dazu  die  oben  erwähnte  Logik  des 
Herrn  B.  Erdmanu  als  eins  der  neuesten  Werke  der  psychologischen 
Richtung,  dem  man  auch  nicht  jede  Bedeutsamkeit  wird  absprechen  wollen. 
Sehen  wir  uns  zunächst  folgenden  Satz  an  (I,  S.  85) : 

„So  belehrt  die  Psychologie  mit  Sicherheit,  dass  die  Gegenstände  der 
Erinnerung  und  der  Einbildung  sowie  diejenigen  des  krankhaften  halluci- 
natorischen  und  illusionären  Vorstellens  idealer  Natur  sind  ....  Ideal 
ist  ferner  das  ganze  Gebiet  der  eigentlich  mathematischen  Vorstellungen, 
von  der  Zahlenreihe  bis  hinab  zu  den  Gegenständen  der  Mechanik. u 

Welche  Zusammenstellung  1  Die  Zahl  Zehn  soll  also  auf  einer  Stufe 
mit  Hallucinationen  stehen!  Hier  wird  offenbar  das  objective  Unwirkliche 
mit  dem  Subjectiven  vermengt.  Einiges  Objective  ist  wirklich,  anderes 
nicht.  Wirklich  ist  nur  eines  von  vielen  Prädicaten  und  geht  die  Logik 
gar  nicht  näher  an,  als  etwa  das  Prädicat  algebraisch  von  einer  Curve 
ausgesagt.  Natürlich  verwickelt  sich  Herr  Erdmann  durch  diese  Ver- 
ineDgung  in  die  Metaphysik ,  wie  sehr  er  sich  auch  davon  frei  zu  halten 
strebt.  Ich  halte  es  für  ein  sicheres  Auzeichen  eines  Fehlers,  wenn  die 
Logik  Metaphysik  und  Psychologie  nöthig  hat,  Wissenschaften,  die  selber 
der  logischen  Grundsätze  bedürfen.  Wo  ist  denn  hier  der  eigentliche  Ur- 
boden,  auf  dem  Alles  ruht?  oder  ist  es  wie  bei  Münchhausen,  der  sich 
am  eignen  Schöpfe  aus  dem  Sumpfe  zog?    Ich  zweifle  stark  an  der  Mög- 
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lichkeit  und  vennuthe.  dass  Herr  Krdmann  im  psychologisch-metaphysischen 
Sumpfe  stecken  bleibt. 

Eine  eigentliche  Objectivität  giebt  es  für  Herrn  Erdmann  nicht:  denn 
Alles  ist  Vorstellung.  Ueberzeugen  wir  uns  davon  an  der  Hand  seiner 
eignen  Aussagen!    Wir  lesen  auf  S.  187  des  ersten  Bandes: 

„Als  eine  Beziehung  zwischen  Vorgestelltem  setzt  das  Urteil  min- 
destens zwei  Beziehungspunkte  voraus,  zwischen  denen  sie  stattfindet.  Als 
Aussage  über  Vorgestelltes  fordert  es,  dass  der  eine  dieser  Beziehungs- 
puukte  als  der  Gegenstand ,  von  dem  ausgesagt  wird  ,  das  Subjekt  .  .  . , 
der  zweite  als  der  Gegenstand,  der  ausgesagt  wird,  das  Prädikat .  . .  bestimmt 
werde".  Wir  sehen  hier  zunächst,  dass  sowohl  das  Subject,  von  dem  aus- 
gesagt wird,  als  auch  das  Prädicat  als  Gegenstand  oder  Vorgestelltes  be- 
zeichnet wird.  Statt  „der  Gegenstand"*  hatte  hier  wohl  „das  Vorgestellte" 
gesagt  werden  können;  wir  lesen  nämlich  (I,  S.  81):  „Denn  die  Gegen- 
stände sind  Vorgestelltos.-  Aber  auch  umgekehrt  soll  alles  Vorgestellte 
Gegenstand  sein.    Auf  S.  38  hoisst  es  : 

„Seinem  Ursprünge  nach  zerfällt  das  Vorgestellte  einesteils  in  Gegen- 
stände der  Sinneswahrnehmung  und  des  Selbstbewusstseins,  andererseits  in 
ursprüngliche  und  abgeleitete." 

Was  aus  der  Sinneswahrnehmung  und  aus  dem  Selbsthewusstsein  ent- 
springt, ist  doch  wohl  seelischer  Natur.  Die  Gegenstände,  das  Vorgestellte 
und  damit  auch  Subject  und  Prädicat  werden  hierdurch  der  Psychologie 
zugewiesen.    Das  wird  durch  folgende  Stelle  (I,  S.  147  u.  14*)  bestätigt: 

„Es  ist  das  Vorgestellte  oder  die  Vorstellung  überhaupt.  Denn  beide 
sind  ein  und  dasselbe:  das  Vorgestellte  ist  Vorstellung,  die  Vorstellung 
Vorgestelltes." 

Das  Wort  „Vorstellung"  wird  ja  nun  meist  im  psychologischen  Sinne 
genommen;  dass  dies  auch  der  Brauch  des  Herrn  Erdmann  ist,  sehen  wir 
aus  den  Stellen: 

„Bewusstsein  ist  demnach  das  Allgemeine  zu  Fühlen,  Vorstellen,  Wollen" 
(S.  35)  und 

„Das  Vorstellen  setzt  sich  zusammen  aus  den  Vorstellungen  .  .  .  und 
den  Vorstellungsverläufen"  (S.  36). 

Danach  dürfen  wir  uns  nicht  wundern,  dass  ein  Gegenstand  auf 
psychologischem  Wege  entsteht : 

•  „Sofern  eine  Perceptionsmasse  .  .  .  früheren  Reizen  und  den  durch 
sie  ausgelösten  Erregungen  Gleiches  darbietet,  reproducirt  sie  die  Ge- 
dächtnisresiduen ,  welche  jenem  Gleichen  der  früheren  Reize  entstammen, 
und  verschmilzt  mit  ihnen  zu  dem  Gegenstande  der  appereipirten  Vor- 
stellung" (I,  S.  42). 

Auf  S.  43  wird  dann  beispielsweise  gezeigt,  wie  ohne  Stahlplatte. 
Schwärze,  Presse  und  Papier  auf  rein  psychologischem  Wege  ein  Stahl- 
stich der  sixtinischen  Madonna  von  Raphael  zu  Stande  kommt.    Nach  dem 
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Allen  kann  kein  Zweifel  sein,  das»  der  Gegenstand,  von  dein  ausgesagt 
wird,  das  Subject  eine  Vorstellung  im  psychologischen  Sinne  dos  Worte« 
»ach  Herrn   Erdmanns  Meinung  sein  soll,  ebenso  wie  das  Prädicat,  der 
Gegenstand,  der  ausgesagt  wird.    Wenn  das  richtig  wäre,  so  könnte  von 
keinem  Subjecte  mit  Wahrheit  ausgesagt  werden,  es  sei  grün ;  denn  grüne 
Vorstellungen  giebt  es  nicht.    Ich  könnte  auch  von  keinem  Subjecte  aus- 
sagen ,  es  sei  unabhängig  vom  Vorgestelltwerden  oder  von  mir,  dem  Vor- 
stellenden, ebensowenig,  wie  meine  Entschlüsse  von  meinem  Wollen  und 
von  mir,  dem  Wollenden,  unabhängig  sind,  sondern  mit  mir  vernichtet 
würden,   wenn  ich  vernichtet  würde.    Eine  eigentliche  Objectivität  giebt 
es  also  für  Herrn  Erdmaun  nicht,  wie  auch  daraus  hervorgeht,  dass  er 
das  Vorgestellte  oder  die  Vorstellung  überhaupt  ,  den  Gegenstand  im  all- 
gemeinsten Sinne  des  Wortes  als  höchste  Gattung  (yenmuarov,  genus 
summum)  hinstellt  (S.  147).    Er  ist  also  Idealist.    Wenn  die  Idealisten 
folgerecht  dächten,  so  würden  sie  den  Satz  „Karl  der  Grosse  besiegte  dio 
Sachsen"  weder  für  wahr  noch  für  falsch,  sondern  für  Dichtung  ausgeben, 
wie  wir  gewohnt  sind,  etwa  den  Satz  „Nessus  trug  die  Deianira  über  den 
Fluss  Eucnus"  aufzufassen:  denn  auch  der  Satz  „Nessus  trug  die  Deianira 
nicht  über  den  Fluss  Euenus"   könnte  nur  wahr  sein,  wenn  der  Name 
„Nessus"   einen  Träger  hätte.    Von  diesem  Standpunkte  wären  die  Idea- 
listen wohl  nicht  leicht  zu  vertreiben.    Aber  das  braucht  man  sich  nicht 
gefallen  zu  lassen,  dass  sie  den  Sinn  des  Satzes  in  der  Weise  fälschen, 
als  ob  ich  von  meiner  Vorstellung  etwas  aussagen  wollte ,  wenn  ich  von 
Karl,  dem  Grossen  spreche;  ich  will  doch  einen  von  mir  und  meinem  Vor- 
stellen  unabhängigen  Mann   bezeichnen  und  von  diesem  etwas  aussagen. 
Man    kann   den   Idealisten  zugeben,   dass  die  Erreichung  dieser  Absicht 
nicht  völlig  sicher  ist,  dass  ich  vielleicht  damit,  ohne  es  zu  wollen,  aus 
der  Wahrheit  in  dio  Dichtung  verfalle.    Damit  kann  aber  au  dem  Sinne 
nichts  geändert  werden.    Mit  dem  Satze  «dieser  Grashalm  ist  grün"  sage 
ich  nichts  von  meiner  Vorstellung  aus:  ich  bezeichne  keine  meiner  Vor- 
stellungen mit  den  Worten  „dieser  Grashalm",  und  wenn  ich  es  thäte,  so 
wäre  der  Satz  falsch.    Da  tritt  nun  eine  zweite  Fälschung  ein,  dass  näm- 
lich ineine  Vorstellung  des  Grünen    ausgesagt   werde   von  meiner  Vor- 
stellung dieses  Grashalms.    Ich  wiederhole:  von  meinen  Vorstellungen  ist 
in  diesem  Satze  durchaus  nicht  die  Rede;  mau  schiebt  einen  ganz  andern 
Sinn  unter.    Beiläufig  bemerkt,  verstehe  ich  gar  nicht,  wie  überhaupt  eine 
Vorstellung  von   etwas  ausgesagt  werden  könne.    Ebenso  wäre  es  eine 
Fälschung,  wenn  mau  sagen  wollte,  in  dem  Satze   „der  Mond  ist  unab- 
hängig von  mir  und  meinem  Vorstellen"  werde  meine  Vorstellung  des  Un- 
abhängigseins  von  mir  und  meinem  Vorstellen  ausgesagt  von  meiner  Vor- 
stellung   des  Mondes.    Damit    wäre   ja  die   Objectivität  im  eigentlichen 
Sinne   des   Wortes   preisgegeben    und    etwas  ganz  anderes  an  die  Stelle 
geschoben.    Es  ist  ja  möglich,  dass  bei  der  Urtheilsfällung  solches  Spiel 
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der  Vorstellungen  vorkommt;  aber  das  ist  nicht  der  Sinn  des  Satzes.  Mau 
wird  auch  wohl  beobachten  können ,  dass  bei  demselben  Satze  und  bei 
demselben  Sinne  des  Satzes  das  Spiel  der  Vorstellungen  ganz  verschieden 
sein  kann.  Und  diese  logisch  gleichgültige  Begleiterscheinung  nehmen 
unsere  Logiker  für  den  eigentlichen  Gegenstand  ihrer  Forschung. 

Wie  begreiflich  wehrt  sich  die  Natur  der  Sache  gegen  das  Versinken 
in  den  Idealismus,  und  Herr  Erdmann  möchte  nicht  zugeben,  dass  es  für 
ihn  keine  eigentliche  Objectivität  gebe;  aber  ebenso  begreiflich  ist  die 
Vergeblichkeit  dieses  Bemühens.  Denn  wenn  alle  Subjecte  und  alle  Prä- 
dicate  Vorstellungen  sind  und  wenn  alles  Denken  nichts  ist  als  Erzeugen, 
Verbinden,  Verändern  von  Vorstellungen,  so  ist  nicht  einzusehen,  wie  je- 
mals etwas  Objectives  erreicht  werden  könne.  Ein  Anzeichen  dieses  ver- 
geblichen Sträubens  ist  schon  der  Gebrauch  der  Wörter  „Vorgestelltes" 
und  „Gegenstand",  die  zunächst  etwas  Objectives  im  Gegensatz  zur  Vor- 
stellung bezeichnen  zu  wollen  scheinen ,  aber  auch  nur  scheinen ;  denn  es 
zeigt  sich,  dass  sie  dasselbe  bedeuten.  Wozu  nun  dieser  Ueberfluss  von 
Ausdrücken  ?  Das  ist  nicht  schwer  zu  errathen.  Man  bemerke  auch,  dass 
von  einem  Gegenstande  der  Vorstellung  die  Rede  ist,  obwohl  der  Gegen- 
stand selber  Vorstellung  sein  soll.  Das  wäre  also  eine  Vorstellung  der 
Vorstellung.  Welche  Beziehung  von  Vorstellungen  soll  hiermit  bezeichnet 
werden  ?  So  unklar  dies  auch  ist ,  so  verständlich  ist  es  doch  auch ,  wie 
durch  das  Gegeneinanderarbeiten  der  Natur  der  Sache  und  des  Idealismus 
solche  Strudel  entstehen  können.  Wir  sehen  hier  überall  den  Gegenstand, 
von  dem  ich  mir  eine  Vorstellung  mache,  mit  dieser  Vorstellung  ver- 
wechselt und  dann  doch  wieder  die  Verschiedenheit  hervortreten.  Diesen 
Widerstreit  erkennen  wir  auch  in  folgendem  Satze: 

„Denn  eine  Vorstellung,  deren  Gegenstand  allgemein  ist,  ist  deshalb 
als  solche,  als  Bewusstseinsvorgang ,  so  wenig  allgemein,  wie  eine  Vor- 
stellung selbst  real  ist,  weil  ihr  Gegenstand  als  real  gesetzt  ist,  oder  wie 
ein  Gegenstand,  den  wir  als  süss  .  .  .  empfinden,  durch  Vorstellungen  ge- 
geben ist,  die  selbst  süss  .  .  .  sind"  (I,  S.  86). 

Hier  macht  sich  die  wahre  Sachlage  mit  Macht  geltend.  Fast  konnte 
ich  dem  beistimmen ;  aber  bemerken  wir ,  dass  nach  den  Erdmann'schen 
Grundsätzen  der  Gegenstand  einer  Vorstellung  und  der  Gegenstand  ,  der 
durch  Vorstellungen  gegeben  ist,  selber  Vorstellungen  sind,  so  sehen  wir, 
dass  alles  Sperren  umsonst  ist.  Ich  bitte  noch  die  Worte  ,,als  solche"  im 
Gedächtnisse  zu  behalten  .  die  ähnlich  auch  auf  S.  83  in  folgender  Stelle 
vorkommen : 

,Wo  von  einem  Gegenstande  die  Wirklichkeit  ausgesagt  wird,  ist  das 
sachliche  Subjekt  dieses  Urteils  nicht  der  Gegenstand  oder  das  Vorge- 
stellte als  solches,  sondern  vielmehr  das  Tr  a  n  s  s  c  e  n  d  e  n  t  e  ,  das  al* 
die  Seinsgrundlage  dieses  Vorgestellten  vorausgesetzt  wird,  in  dem  Vorge- 
stellten sich  darstellt.    Das  Transscendente  soll  dabei  nicht  als  das  Uuer- 


Digitized  by  Google 


-    XXIII  — 


kennbaro  .  .  .  angenommen  werden ,  sondern  seine  Trausscendcnz  soll  nur 
in  der  Unabhängigkeit  vom  Vorgestelltwerden  bestehen." 

Wieder  ein  vergeblicher  Versuch,  sich  aus  dem  Sumpfe  herauszu- 
arbeiten! Nehmen  wir  die  Worte  ernst,  so  ist  gesagt,  dass  in  diesem 
Falle  das  Subject  keine  Vorstellung  ist.  Wenn  solches  aber  möglich  ist. 
so  ist  nicht  abzusehen,  warum  bei  andern  Prädicaten,  die  besondere  Weisen 
der  Wirksamkeit  oder  Wirklichkeit  angeben,  das  sachliche  Subject  durch- 
aus eine  Vorstellung  sein  müsse,  z.  B.  in  dem  ürtheile  „die  Erde  ist 
magnetisch".  Und  so  kämen  wir  denn  dahin,  dass  nur  in  wenigen  Ur- 
theilen  das  sachliche  Subject  eine  Vorstellung  wäre.  Wenn  aber  einmal 
zugegeben  ist,  dass  es  weder  für  das  Subject,  noch  für  das  Prädicat 
wesentlich  ist,  Vorstellung  zu  sein,  so  ist  der  ganzen  psychologischen 
Logik  der  Boden  unter  den  Füssen  weggezogen.  Alle  psychologischen 
Betrachtungen,  von  denen  unsere  Logikbücher  jetzt  anschwellen,  erweisen 
sich  dann  als  zwecklos. 

Aber  wir  dürfen  wohl  die  Transscendenz  bei  Herrn  Erdmann  gar 
nicht  so  ernst  nehmen.  Ich  brauche  ihn  nur  an  seinen  Ausspruch  (I,  S.  148) 
zu  erinnern :  rDer  höchsten  Gattung  untersteht  auch  die  metaphysische 
Grenze  unseres  Vorstellens,  das  Transscendente",  und  er  versinkt;  denn 
diese  höchste  Gattung  (yenxvhcnnv,  genus  summum)  ist  ja  nach  ihm  das 
Vorgestellte  oder  die  Vorstellung  überhaupt.  Oder  sollte  oben  das  Wort 
„Transscendentes"  in  einem  andern  Sinne  gebraucht  sein  als  hier?  In 
jedem  Falle,  sollte  man  denken,  müsste  das  Transscendente  der  höchsten 
Gattung  unterstehen. 

Verweilen  wir  noch  etwas  bei  dem  Ausdrucke  „als  solches" !  Ich 
setze  den  Fall ,  jemand  wolle  mir  einbilden ,  dass  alle  Gegenstände  nichts 
seien  als  Bilder  auf  der  Netzhaut  meines  Auges.  Nun  gut !  ich  antworte 
noch  nichts.  Nun  behauptet  er  aber  weiter ,  der  Thurm  sei  grösser  als 
das  Fenster,  durch  das  ich  ihn  zu  sehon  meine.  Da  würde  ich  denn  doch 
sagen:  entweder  sind  nicht  beide,  der  Thurm  und  das  Fenster,  Netzhaut- 
Küder  in  meinem  Auge,  dann  mag  der  Thurm  grösser  sein  als  das  Fonster ; 
oder  der  Thurm  und  das  Fenster  sind,  wie  du  sagst.  Bilder  auf  meiner 
Netzhaut;  dann  ist  der  Thurm  nicht  grösser,  sondern  kleiner  als  das 
Fenster.  Nun  sucht  er  sich  mit  dem  „als  solches"  aus  der  Verlegenheit 
zu  ziehen  und  sagt:  das  Netzhautbild  des  Thurraes  als  solches  ist  aller- 
dings nicht  grösser,  als  das  des  Fensters.  Da  möchte  ich  denn  doch  fast 
aus  der  Haut  fahren  und  rufe  ihm  zu :  nun  dann  ist  das  Netzhautbild 
des  Thurmes  überhaupt  nicht  grösser  als  das  des  Fensters,  und  wenn  der 
Thurm  das  Netzhautbild  des  Thurmes  und  das  Fenster  das  Netzhautbild 
des  Fensters  wäre,  so  wäre  eben  der  Thurm  nicht  grösser  als  das  Fenster, 
und  wenn  deine  Logik  dich  anders  lehrt,  so  taugt  sie  nichts.  Dieses 
.als  solches"  ist  eine  vortreffliche  Erfindung  für  unklare  Schriftsteller,  die 
weder  ja  noch  nein  sagou  wollen.    Aber  dieses  Schweben  zwischen  beiden 
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lasse  ich  mir  nicht  gefallen ,  sondern  ich  frage :  wenn  von  einem  Gegen- 
stande die  Wirklichkeit  ausgesagt  wird,  ist  dann  das  sachliche  Subject 
des  Urtheils  die  Vorstellung,  ja  oder  nein?  Wenn  nicht,  so  ist  es  wohl 
das  Transsceudente ,  das  als  Seinsgrundlage  dieser  Vorstellung  voraus- 
gesetzt wird.  Aber  dies  Transscendente  ist  selber  Vorgestelltes  oder  Vor- 
stellung. So  werden  wir  weiter  getrieben  zu  der  Annahme,  nicht  da« 
vorgestellte  Transscendente  sej  Subject  des  Urtheils,  sondern  das  Trans- 
scendente. das  als  Seinsgrundlage  dieses  vorgestellten  Transscendenten 
vorausgesetzt  werde.  So  müssten  wir  immer  weitergehen;  wie  weit  wir 
aber  auch  gingen ,  wir  kämen  so  nie  aus  dem  Subjectiven  heraus.  Das- 
selbe Spiel  könnten  wir  übrigens  auch  beim  Prädicate  anfangen ,  und 
nicht  nur  beim  Prädicate  wirklich,  sondern  ebensogut  etwa  bei  süss. 
Wir  sagten  dann  zunächst:  wenn  von  einem  Gegenstände  die  Wirklich- 
keit oder  die  Süssheit  ausgesagt  wird,  so  ist  das  sachliche  Prädicat  nicht 
die  vorgestellte  Wirklichkeit  oder  Süssheit,  sondern  das  Transscendente, 
das  als  Grundlage  dieses  Vorgestellten  vorausgesetzt  wird.  Damit  kämen 
wir  aber  nicht  zur  Ruhe,  sondern  würden  rastlos  weitergetrieben.  Was 
ist  hieraus  zu  lernen?  Dass  die  psychologische  Logik  auf  einein  Holz- 
wege ist,  wenn  sie  Subject  und  Prädicat  der  Urtheile  als  Vorstellungen 
im  Sinne  der  Psychologie  auffasst ,  dass  psychologische  Betrachtungen  in 
der  Logik  ebensowenig  angebracht  sind ,  wie  in  der  Astronomie  oder 
Geologie.  Wenn  wir  überhaupt  aus  dem  Subjectiven  herauskommen 
wollen ,  so  müssen  wir  das  Erkennen  auffassen  als  eine  Thätigkeit ,  die 
das  Erkannte  nicht  erzeugt,  sondern  das  schon  Vorhandene  ergreift.  Das 
Bild  des  Ergreifens  ist  recht  geeignet,  die  Sache  zu  erläutern.  Wenn 
ich  einen  Bleistift  ergreife,  so  geht  dabei  in  meinem  Leibe  mancherlei 
vor:  Nervenerregungen,  Veränderungen  der  Spannung  und  des  Druckes 
von  Muskeln,  Sehnen  und  Knochen.  Veränderungen  der  Blutbewegung. 
Aber  die  Gesammtheit  dieser  Vorgänge  ist  weder  der  Bleistift  ,  noch  er- 
zeugt sie  ihn.  Dieser  besteht  unabhängig  von  diesen  Vorgängen.  Und 
es  ist  wesentlich  für  das  Ergreifen,  dass  etwas  da  ist,  was  ergritfen 
wird;  die  inuern  Veränderungen  allein  sind  das  Ergreifen  nicht.  So  besteht 
auch  das,  was  wir  geistig  erfassen,  unabhängig  von  dieser  Thätigkeit. 
von  den  Vorstellungen  und  deren  Veränderungen,  die  zu  diesem  Erfassen 
gehören  oder  es  begleiten,  ist  weder  die  Gesammtheit  dieser  Vor- 
gänge ,  noch  wird  es  durch  sie  als  Theil  unseres  seelischen  Lebens 
erzeugt. 

Sehen  wir  nun  noch .  wie  sich  den  psychologischen  Logikern  feinere 
sachliche  Unterschiede  verwischen.  Bei  Merkmal  und  Eigenschaft  ist  das 
schon  erwähnt  worden.  Hiermit  hängt  der  von  mir  betonte  Unterschied 
von  Gegenstand  und  Begriff  zusammen,  sowie  der  von  Begriffen  erster 
und  zweiter  Stufe.  Diese  Unterschiede  sind  den  psychologischen  Logikern 
natürlich  unerkennbar;  bei  ihnen  ist  eben  Alles  Vorstellung.    Damit  fehlt 
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ihnen  auch  die  richtige  Auffassung  der  Urtheile,  die  wir  im  Deutschen 
mit  „es  giobt"  aussprechen.  Diese  Existenz  wird  von  Herrn  B.  Erdmann 
(Logik  I,  S.  311)  mit  Wirklichkeit  zusammengeworfen,  die,  wie  wir 
sahen,  auch  von  Objectivität  nicht  deutlich  unterschieden  wird.  Von 
welchem  Dinge  behaupten  wir  denn  eigentlich,  dass  es  wirklich  sei,  wenn 
wir  sagen,  es  gebe  Quadratwurzeln  aus  Vier?  Etwa  von  der  Zwei  oder 
von  — 2  ?  aber  weder  die  eine  noch  die  andere  wird  hier  in  irgend  einer 
Weise  genannt.  Und  wenn  ich  sagen  wollte ,  die  Zahl  Zwei  wirke  oder 
sei  wirksam  oder  wirklich ,  so  wäre  das  falsch  und  ganz  verschieden  von 
dem ,  was  ich  mit  dem  Satze  „es  giebt  Quadratwurzeln  aus  Vier"  sagen 
will.  Die  hier  vorliegende  Verwechselung  ist  beinahe  die  gröbste ,  die 
überhaupt  möglich  ist;  denn  sie  geschieht  nicht  mit  Begriffen  derselben 
Stufe,  sondern  ein  Begriff  erster  wird  mit  einem  Begriffe  zweiter  Stufe 
vennengt.  Für  die  Stumpfheit  der  psychologischen  Logik  ist  «lies  be- 
zeichnend. Wenn  man  allgemeiner  einen  etwas  freieren  Standpunkt 
gewonnen  haben  wird,  mag  man  sich  wundern,  dass  ein  solcher  Fehler 
von  einem  Logiker  von  Fach  begangen  werden  konnte;  aber  erst  muss 
man  freilich  den  Unterschied  /.wischen  Begriffen  erster  und  zweiter  Stufe 
erfasst  haben,  ehe  man  die  Grösse  dieses  Fehlers  ermessen  kann,  und 
•la/.n  wird  die  psychologische  Logik  wohl  unfähig  sein.  Was  dabei  am 
meisten  im  Wege  steht,  ist,  dass  ihre  Vertreter  sich  auf  die  psychologische 
Vertiefung  Wunder  was  zu  Gute  thun,  die  doch  nichts  ist  als  psycho- 
logische Verfälschung  der  Logik.  Und  so  kommen  denn  unsere  dicken 
Logik bücher  zu  Stande ,  aufgedunsen  von  ungesundem  psychologischen 
Fette ,  das  alle  feineren  Formen  verhüllt.  So  wird  ein  fruchtbares  Zu- 
sammenwirken von  Mathematikern  und  Logikern  unmöglich  gemacht. 
Während  der  Mathematiker  Gegenstände.  Begriffe  und  Beziehungen  detinirt, 
belauscht  der  psychologische  Logiker  das  Werden  und  den  Wandel  der 
Vorstellungen,  und  im  Grunde  kann  ihm  das  Definiren  des  Mathematiker* 
nur  thöricht  erscheinen,  weil  es  das  Wesen  der  Vorstellung  nicht  wieder- 
giebt.  Er  schaut  in  seinen  psychologischen  Guckkasten  und  sagt  zum 
Mathematiker:  ich  sehe  von  dem  Allen  nichts,  was  du  da  definirst.  Und 
der  kann  nur  antworten:  kein  Wunder!  denn  wo  du  suchst,  da  ist  es  nicht. 

Dies  mag  genügen,  um  meinen  logischen  Standpunkt  durch  den  Gegen- 
satz in  helleres  Licht  zu  setzen.  Der  Abstand  von  der  psychologischen 
Logik  scheint  mir  so  himmelweit,  dass  keine  Aussicht  ist.  jetzt  schon  durch 
mein  Buch  auf  sie  zu  wirken.  Es  kommt  mir  vor,  als  müsste  der  von 
mir  gepflanzte  Baum  eine  ungeheure  Steinlast  heben ,  um  sich  Raum  und 
Licht  zu  schaffen.  Und  doch  möchte  ich  die  Hoffnung  nicht  ganz  auf- 
geben, mein  Buch  möchte  später  dazu  helfen,  die  psychologische  Logik 
umzustürzen.  Dazu  wird  ihm  einige  Anerkennung  bei  den  Mathematikern 
wohl  nicht  fehlen  dürfen,  die  jene  nöthigen  wird,  sich  mit  ihm  abzufinden. 
Und   ich   glaube  einigen  Beistand  von  dieser  Seite  erwarten  zu  können; 
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haben  die  Mathematiker  doch  im  Grunde  gegen  die  psychologischen  Logiker 
eine  gemeinsame  Sache  zu  führen.  Sobald  sich  diese  nur  erst  herablassen 
werden,  sich  ernsthaft  mit  meinem  Buche  zu  beschäftigen,  wenrf  auch  nur, 
um  es  zu  widerlegen,  glaube  ich  gewonnen  zu  haben.  Denn  der  ganze 
Abschnitt  II  ist  eigentlich  eine  Probe  auf  meine  logischen  Ueberzeugungen. 
Es  ist  von  vornherein  unwahrscheinlich,  dass  ein  solcher  Bau  sich  auf 
einem  unsi ehern ,  fehlerhaften  Grunde  aufführen  lassen  sollte.  Jeder,  der 
andere  Ueberzeugungen  hat,  kann  ja  versuchen,  auf  ihnen  einen  ähnlichen 
Bau  zu  errichten,  und  er  wird,  glaube  ich,  inne  werden,  dass  es  nicht 
geht,  oder  dass  es  wenigstens  nicht  so  gut  geht.  Und  nur  das  würde  ich 
als  Widerlegung  anerkennen  können,  wenn  jemand  durch  die  That  zeigte, 
dass  auf  andern  Grundüberzeugungen  ein  besseres,  haltbareres  Gebäude 
errichtet  werden  könnte,  oder  wenn  mir  jemand  nachwiese,  dass  meine 
Grundsätze  zu  offenbar  falschen  Folgesätzen  führten.  Aber  das  wird 
Keinem  gelingen.  Und  so  möge  denn  dies  Buch,  wenu  auch  spät,  zu  einer 
Erneuerung  der  Logik  beitragen. 

Jena  im  Juli  1893. 
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Einleitung. 


In  meinen  Grundlagen  der  Arithmetik1)  habeich  wahrschein- 
lich zu  machen  gesucht,  dass  die  Arithmetik  ein  Zweig  der  Logik  sei  und 
weder  der  Erfahrung  noch  der  Anschauung  irgendeinen  Beweisgrund  zu 
entnehmen  brauche.  In  diesem  Buche  soll  dies  nun  dadurch  bewährt 
werden,  dass  allein  mit  logischen  Mitteln  die  einfachsten  Gesetze  der  An- 
zahlen abgeleitet  werden.  Damit  dies  aber  tiberzeuge,  müssen  erheblich 
höhere  Ansprüche  an  die  Beweisführung  gestellt  werden,  als  in  der  Arithmetik 
üblich  ist  * ).  Ein  Kreis  von  wenigen  Schlnss-  und  Folgerungs weisen  muss 
vorher  abgegrenzt  werden,  und  kein  Schritt  darf  geschehen,  der  nicht  einer 
von  diesen  gemäss  wäre.  Man  darf  sich  also  beim  Uebergange  zu  einem 
neuen  Urtheile  nicht  daran  genügen  lassen,  wie  es  die  Mathematiker  bis 
jetzt  wohl  fast  immer  thun,  dass  er  als  richtig  einleuchte,  sondern  man 
muss  ihn  in  die  einfachen  logischen  Schritte  zerlegen,  aus  denen  er  besteht, 
und  das  sind  oft  gar  nicht  wenige.  Dabei  kann  keine  Voraussetzung  un- 
bemerkt bleiben;  jedes  Axiom,  dessen  man  bedarf,  muss  entdeckt  werden. 
Gerade  die  stillschweigend  und  ohne  klares  Bewusstsein  gemachten  Voraus- 
setzungen verhindern  ja  die  Einsicht  in  die  erkenntnisstheoretische  Natur 
eines  Gesetzes. 

Damit  oin  solches  Unternehmen  Erfolg  haben  könne,  müssen  natürlich 
die  Begriffe,  deren  man  bedarf,  scharf  gefasst  werden.  Das  gilt  besonders 
von  dem,  was  die  Mathematiker  mit  dem  Worte  ,Menge*  bezeichnen  möchten. 
Dedekind5)  braucht  das  Wort  ,Systeml  wohl  in  derselben  Absicht.  Aber 
trotz  der  in  meinen  Grundlagen  vier  Jahre  früher  erschienenen  Darlegungen 
ist  eine  klare  Einsicht  in  das  Wesen  der  Sache  bei  ihm  nicht  zu  finden,  ob- 
wohl er  dem  Kerne  manchmal  nahe  kommt  wie  an  der  Stelle  (S.  2) :  „Ein 
solches  System  S  .  .  .  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  von  jedem  Ding 
bestimmt  ist,  ob  es  Element  von  S  ist  oder  nicht.  Das  System  S  ist  daher  das- 
selbe wie  da«  System  T,  in  Zeichen  S=T,  wenn  jedes  Element  von  S  auch 

1)  Breslau  1884. 

21  VergL  meine  Grundlagen  §  90. 

3)  Was  lind  und  was  sollen  die  Zahlen?   Braonschweig  1888. 

Freie.  Orondgeeeti«  l  1 


Element  von  T,  und  jedes  Element  T  auch  Element  von  S  ist."  Andere 
Stellen  zeigen  dagegen  wieder  ein  Abirren,  z.  B.  folgende  (8.  1  u.  2):  „Es 
kommt  sehr  häufig  vor,  dass  verschiedene  Dinge  a,  b,  C  .  .  ■  aus  irgend- 
einer Veranlassung  unter  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkte  aufgefasst,  im 
Geiste  zusammengestellt  werden,  und  man  sagt  dann,  dass  sie  ein  System  S 
bilden."  Hier  ist  zwar  in  dem  gemeinsamen  Gesichtspunkte  eine  Ahnung 
des  Richtigen  enthalten;  aber  jene  Auffassung,  jene  Zusammenstellung  im 
Geiste  ist  kein  objectives  Merkmal.  Ich  frage :  in  wessen  Geiste  ?  Wenn 
sie  nun  in  einem  Geiste  zusammengestellt  werden,  in  einem  andern  nicht, 
bilden  sie  dann  ein  System?  Was  in  meinem  Geiste  zusammengestellt 
werden  soll,  muss  doch  wohl  in  meinem  Geiste  sein.  Bilden  denn  die 
Dinge  ausser  mir  nicht  Systeme?  Ist  das  System  ein  subjectives  Gebilde 
in  der  einzelnen  Seele?  Ist  nun  danach  das  Sternbild  Orion  ein  System? 
Und  was  sind  seine  Elemente  ?  Die  Sterne,  die  Molectile  oder  die  Atome  ? 
Bemerkenswerth  ist  folgende  Stelle  (S.  2):  „Für  die  Gleichförmigkeit  der 
Ausdrucks  weise  ist  es  vortheilhaft,  auch  den  besondern  Fall  zuzulassen, 
dass  ein  System  S  aus  einem  einzigen  (aus  einem  und  nur  einem) 
Element  a  besteht ;  d.  h.  dass  das  Ding  a  Element  von  5,  aber  jedes  von 
a  verschiedene  Ding  kein  Element  von  S  ist."  Dies  wird  nachher  (S.  3) 
so  verstanden,  dass  jedes  Element  s  eines  Systemes  S  selbst  als  System 
aufgefasst  werden  kann.  Da  in  diesem  Falle  Element  und  System  zusammen- 
fallen, so  ist  hier  besonders  deutlich,  dass  nach  D  e  d  e  k  i  n  d  die  Elemente 
den  eigentlichen  Bestand  des  Systemes  ausmachen.  E.  Schröder  thut 
in  seinen  .Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik1)  einen  Schritt  über 
D  e  d  e  k  i  n  d  hinaus,  indem  er  auf  den  Zusammenhang  von  dessen  Systemen 
mit  den  Begriffen  aufmerksam  macht,  den  dieser  übersehen  zu  haben 
scheint.  In  der  That  ist  das,  was  Dedekind  eigentlich  meint,  wenn  er 
ein  System  Theil  eines  Systemes  nennt  (8.  2),  die  Unterordnung  eines 
Begriffes  unter  einen  Begriff  oder  das  Fallen  eines  Gegenstandes  unter 
einen  Begriff,  Fälle,  zwischen  denen  er  ebensowenig  wie  Schröder  unter- 
scheidet infolge  eines  gemeinsamen  Fehlers  der  Auffassung;  denn  auch 
Schröder  sieht  im  Grunde  die  Elemente  als  das  an,  was  seine  Klasse 
ausmacht.  Eine  leere  Klasse  dürfte  eigentlich  bei  ihm  ebensowenig  vor- 
kommen wie  ein  leeres  System  bei  Dedekind;  aber  das  aus  dem  Wesen 
der  Sache  entspringende  Bedürfniss  macht  sich  bei  beiden  Schriftstellern 
in  verschiedener  Weise  geltend.  Dedekind  fährt  an  der  oben  abge- 
brochenen Stelle  so  fort:  „Dagegen  wollen  wir  das  leere  System,  welches 
gar  kein  Element  enthält,  aus  gewissen  Gründen  hier  ganz  ausschliessen, 
obwohl  es  für  andere  Untersuchungen  bequem  sein  kann,  ein  solches  zu 
erdichten."  Danach  wäre  also  eine  solche  Erdichtung  erlaubt ;  es  wird  nur 
aus  gewissen  Gründen  darauf  verzichtet.   Schröder  wagt  die  Erdichtung 


1)  Leipzig  1890,  8.  253. 
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einer  leeren  Klasse.  Beide  sind  also  darin,  wie  es  scheint,  mit  vielen 
Mathematikern  einig,  man  dürfe  beliebig  etwas  erdichten,  was  nicht  da 
ist,  ja  was  sogar  undenkbar  ist;  denn  wenn  die  Elemente  das  System 
bilden,  so  wird  das  System  mit  den  Elementen  zugleich  aufgehoben.  Wo 
die  Grenzen  dieser  Erdichtungswillkür  liegen,  und  ob  es  überhaupt  deren 
gebe,  darüber  wird  wohl  wenig  Klarheit  und  Uebereinstimmung  zu  finden 
sein;  und  doch  kann  die  Richtigkeit  eines  Beweises  davon  abhangen.  Ich 
glaube  diese  Frage  in  meinen  Grundlagen  der  Arithmetik  (§  92  u.  ff.)  und 
in  meinem  Vortrage  Ueber  formale  Theorien  der  Arithmetik1) 
für  alle  Einsichtigen  erledigt  zu  haben.  Schröder  erdichtet  seine  Null  und 
verwickelt  sich  dadurch  in  grosse  Schwierigkeiten»).  Während  demnach  eine 
klare  Einsicht  bei  Schröder  wie  beiDedekind  fehlt,  macht  sich  doch 
die  wahre  Sachlage  überall  geltend,  wo  ein  System  bestimmt  werden  soll. 
Dedekind  führt  dann  Eigenschaften  an,  die  ein  Ding  haben  muss,  um 
zu  dem  Systeme  zu  gehören,  d.  h.  er  definirt  einen  Begriff  durch  seine 
Merkmale ').  Wenn  nun  die  Merkmale  den  Bestand  des  Begriffes  aus- 
machen ,  nicht  die  unter  den  Begriff  fallenden  Gegenstände ,  so  hat  ein 
leerer  Begriff  gar  keine  Schwierigkeiten  und  Bedenken  gegen  sich.  Freilich 
kann  dann  nie  ein  Gegenstand  zugleich  Begriff  sein ;  und  ein  Begriff, 
unter  den  nur  ein  Gegenstand  fallt,  darf  nicht  mit  diesem  verwechselt 
werden.  So  wird  es  denn  wohl  endgiltig  dabei  bleiben,  dass  die  Zahl- 
angabe eine  Aussage  von  einem  Begriffe  enthalte  4).  Ich  habe  die  Anzahl 
auf  die  Beziehung  der  Gleichzahligkeit  zurückgeführt  und  diese  auf  die 
eindeutige  Zuordnung.  Von  dem  Worte  »Zuordnung*  gilt  Aehnliches  wie 
von  dem  Worte  ,Menge'.  Beide  werden  in  der  Mathematik  jetzt  nicht 
selten  gebraucht,  und  es  fehlt  wohl  meistens  dabei  die  tiefere  Einsicht  in 
das,  was  man  eigentlich  damit  bezeichnen  will.  Wenn  mein  Gedanke 
richtig  ist,  dass  die  Arithmetik  ein  Zweig  der  reinen  Logik  sei,  so  muss 
für  .Zuordnung*  ein  rein  logischer  Ausdruck  gewählt  werden.  Ich  nehme 
dafür  , Beziehung*.  Begriff  und  Beziehung  sind  die  Grundsteine,  auf  denen 
ich  meinen  Bau  aufführe. 

Aber  auch,  nachdem  die  Begriffe  scharf  gefasst  sind,  würde  es  ohne 
besonderes  Hilfsmittel  schwer,  ja  fast  unmöglich  sein,  den  Anforderungen 
zn  genügen,  die  wir  hier  an  die  Beweisführung  stellen  müssen.  Ein  solches 
Hilfsmittel  ist  nun  meine  Begriffsschrift,  deren  Darlegung  meine  erste 
Aufgabe  sein  wird.    Zuvor  mag  noch  Folgendes   bemerkt  werden.  Es 

1)  Sitzungsberichte  der  Jenaiaehen  Gesellschaft  für  Modicin  und  Naturwissenschaft, 
Jahrg.  1886,  Sitzung  vom  17.  Juli. 

2)  VergL  E.  6.  Hasser  1  in  den  Gottinger  gel.  Anzeigen,  1891,  Nr.  7.  S.  272,  der 
den  Knoten  aber  wohl  nicht  löst. 

3)  Deber  Begriff,  Gegenstand,  Eigenschaft,  Merkmal  vergleiche  man 
meine  Grundlagen  §§  38,  47,  53,  und  meinen  Aufsatz  Ueber  Begriff  und  Gegen- 
stand in  der  Vierteljahrsschrift  für  wissenschaftliche  Philosophie,  XVI.  ?. 

4)  §  46  meiner  Grundlagen. 

1* 
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wird  nicht  immer  möglich  sein,  Alles  regelrecht  zu  definiren,  weil  es  gerade 
unser  Bestreben  sein  muss ,  auf  das  logisch  Einfache  zurückzugehen ,  das 
als  Solches  nicht  eigentlich  defmirbar  ist.  Ich  muss  mich  dann  begnügen, 
durch  Winke  auf  das  hinzuweisen,  was  ich  meine.  Ich  muss  vor  Allem 
danach  trachten,  verstanden  zu  werden,  und  deshalb  werde  ich  die  Sache 
allmählich  zu  entfalten  suchen,  nicht  gleich  anfangs  die  volle  Allgemeinheit 
und  den  endgiltigen  Ausdruck  erstreben.  Man  wird  sich  vielleicht  über 
den  häutigen  Gebrauch  des  Anführungszeichens  wundern;  ich  unterscheide 
damit  die  Fälle,  wo  ich  vom  Zeichen  selbst  spreche,  von  denen,  wo  ich 
von  seiner  Bedeutung  spreche.  So  pedantisch  dies  auch  erscheinen  mag, 
ich  halte  es  doch  für  nothwendig.  Es  ist  merkwürdig,  wie  eine  ungenaue 
Rede-  oder  Schreibweise,  die  ursprünglich  vielleicht  nur  aus  Bequemlich- 
keit und  der  Kürze  halber,  aber  mit  vollem  Bewusstsein  ihrer  Ungenauig- 
keit  gebraucht  wurde,  zuletzt  das  Denken  verwirren  kann,  nachdem  jenes 
Bewusstsein  geschwunden  ist.  Hat  man  es  doch  fertig  gebracht,  die  Zahl- 
zeichen für  die  Zahlen,  den  Namen  für  das  Benannte,  das  blosse  Hilfsmittel 
für  den  eigentlichen  Gegenstand  der  Arithmetik  zu  halten.  Solche  Erfah- 
rungen lehren,  wie  nothwendig  es  ist,  an  die  Genauigkeit  der  Rede-  und 
Schreibweise  die  höchsten  Anforderungen  zu  stellen.  Und  ich  habe  mich 
bemüht,  ihnen  wenigstens  überall  da  gerecht  zu  werden,  wo  mir  etwas 
darauf  anzukommen  schien. 
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I.  Darlegung  der  Begriffsschrift. 


1.  Die  Urzelchen. 

Einleitendes  über  Function,  Begriff,  Beziehung1). 

§  1.  Wenn  es  sich  darum  handelt,  die  ursprüngliche  Bedeutung  des 
Wortes  »Function*  in  seinem  mathematischen  Gebrauche  anzugeben,  so  ver- 
fällt man  leicht  darauf,  Function  von  x  einen  mittelst  der  Bezeichnungen 
der  Summe,  des  Products,  der  Potenz,  der  Differenz  u.  s.  w.  aus  und" 
bestimmten  Zahlen  gebildeten  Ausdruck  zu  nennen.  Dies  ist  deshalb  un- 
zutreffend, weil  hierdurch  die  Function  als  ein  Ausdruck,  als  eine  Ver- 
bindung von  Zeichen,  nicht  als  das  dadurch  Bezeichnete  hingestellt  wird. 
Man  wird  darum  versuchen ,  statt  ,Ausdruck'  zu  sagen  ,Bedeutung  eines 
Ausdrucks'.  Nun  kommt  in  dem  Ausdrucke  aber  der  Buchstabe  vor,  der 
eine  Zahl  nicht  wie  etwa  das  Zeichen  ,2'  bedeutet,  sondern  nur  unbestimmt 
andeutet.  Für  verschiedene  Zahlzeichen,  die  wir  an  die  Stelle  von 
setzen,  erhalten  wir  im  Allgemeinen  verschiedene  Bedeutungen.  Setzen 
wir  z.  B.  in  den  Ausdruck  ,(2-f-3.a:*).a:1  für  X  der  Reihe  nach  die  Zahl- 
zeichen ,0,  ,1',  ,2',  ,3'  ein,  so  erhalten  wir  als  zugehörige  Bedeutungen  die 
Zahlen  0,  5,  28,  87.  Keine  dieser  Bedeutungen  kann  den  Anspruch  er- 
heben, unsere  Function  zu  sein.  Das  Wesen  der  Function  giebt  sich  viel- 
mehr in  der  Zusammengehörigkeit  kund,  die  sie  zwischen  den  Zahlen 
stiftet,  deren  Zeichen  wir  für  setzen ,  und  den  Zahlen ,  die  dann  als 
Bedeutungen  unseres  Ausdruckes  auftreten,  eine  Zusammengehörigkeit,  die 
sich  anschaulich  in  dem  Verlaufe  der  Curve  darstellt,  deren  Gleichung  in 
rechtwinkligen  Coordinaten 

,y  =  (2  +  3.s»).:r4 

ist.  Das  Wesen  der  Function  liegt  demnach  in  dem  Theile  des  Aus- 
drucks, der  noch  ausser  dem  vorhanden  ist.  Der  Ausdruck  einer 
Function  ist  e  r gänzun  gsb  e d  ü  r  f  ti  g,  u  n ge sä  1 1  igt.    Der  Buch- 

1)  Man  vergleiche  meinen  Vortrag  Aber  Function  and  Begriff  (Jena  1891) 
und  meinen  Aufsatz  Ober  Begriff  and  Gegenstand  in  der  Vierteljahrsschritt  für 
wisaensch.  PhiL  XVI,  2.  Meine  B  egriffsschrift  (Halle  a.  S.  1879)  entspricht 
nicht  mehr  ganz  meinem  jetzigen  Standpunkte,  ist  also  rur  Erläuterung  des  hier  Aus^e- 
fuhrton  nur  mit  Vorsicht  heranzuziehen. 
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stabe  dient  nur  dazu,  Stellen  offen  za  halten  für  ein  Zahlzeichen,  das 
den  Ausdruck  ergänzen  soll,  und  macht  so  die  besondere  Art  der  Ergänzung  - 
bedürftigkeit  kenntlich,  die  das  eigentümliche  Wesen  der  grade  bezeich- 
neten Function  ausmacht.  Im  Folgenden  soll  statt  des  der  Buchstabe 
zu  diesem  Zwecke  gebraucht  werden  l).  Dieses  Offenhalten  ist  so  zu  ver- 
stehen, dass  alle  Stellen,  an  denen  ,£■'  steht,  immer  nur  durch  dasselbe,  nie 
durch  verschiedene  Zeichen  ausgefüllt  werden  dürfen.  Ich  nenne  diese  Stellen 
Argumentstellen,  und  dasjenige ,  dessen  Zeichen  (Name)  in  einem 
gegebenen  Falle  diese  Stellen  einnimmt,  nenne  ich  Argument  der  Func- 
tion für  diesen  Fall.  Durch  das  Argument  wird  die  Function  ergänzt; 
das,  wozu  sie  ergänzt  wird,  nenne  ich  Werth  der  Function  für  das  Argu- 
ment. Wir  erhalten  also  einen  Namen  des  Werthes  einer  Function  für 
ein  Argument,  wenn  wir  die  Argumentstellen  des  Namens  der  Function 
mit  dem  Namen  des  Arguments  ausfüllen.  So  ist  z.  B.  ,(2 -{-3 . 1') .  1*  ein 
Name  der  Zahl  5,  zusammengesetzt  aus  dem  Functionsnamen  ,(2  4-3 .£').£' 
und  ,1'.  So  ist  denn  das  Argument  nicht  mit  zur  Function  zu  rechnen, 
sondern  dient  zur  Ergänzung  der  an  sich  ungesättigten  Function. 
Wenn  im  Folgenden  ein  Ausdruck  wie  ,die  Function  (P^)'  gebraucht  wird, 
so  ist  immer  zu  beachten,  dass  ,f  nur  insofern  zur  Bezeichnung  der  Func- 
tion dient,  als  es  die  Argumentstellen  kenntlich  macht,  nicht  aber  so,  dass 
das  Wesen  der  Function  geändert  wird,  wenn  irgendein  Zeichen  für 
eintritt. 

§  2.  Als  functionsbildend  hat  man  zu  den  Grundrechnungsarten  noch 
den  Grenzübergang  in  seinen  verschiedenen  Arten  als  unendliche  Reihe, 
Differentialquotienten,  Integral  gefügt  und  zuletzt  das  Wort  ,Function'  so 
allgemein  verstanden ,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  Functionswerth 
und  Argument  unter  Umständen  gar  nicht  mehr  durch  die  Zeichen  der 
Analysis,  sondern  nur  noch  durch  Worte  bezeichnet  werden  konnte.  Eine 
andere  Erweiterung  bestand  darin,  dass  man  als  Argumente  und  demzufolge 
auch  als  Functionswerthe  complexe  Zahlen  zuliess.  In  diesen  beiden  Rich- 
tungen bin  ich  weiter  gegangen.  Während  nämlich  bisher  die  Zeichen 
der  Analysis  einerseits  nicht  immer  ausreichten,  kamen  sie  andererseits 
nicht  alle  bei  der  Bildung  von  Functionsnamen  zur  Verwendung,  indem 
man  z.  B.  ,£'  =  4'  und  ,£>2'  nicht  als  Namen  von  Functionen  gelten 
liess,  wie  ich  da»  thue.  Damit  ist  aber  zugleich  gesagt,  dass  der  Umkreis 
der  Functionswerthe  nicht  auf  Zahlen  beschränkt  bleiben  kann ;  denn  wenn 
ich  als  Argument  der  Function  =  4  der  Reihe  nach  die  Zahlen  0,  1,  2,  3 
nehme,  so  erhalte  ich  keino  Zahlen. 

,0»=4',  ,1»=4«,  ,2«  =4«,  ,3»  =4' 
sind  Ausdrücke  von  theils  wahren,  theils  falschen  Gedanken.    Ich  spreche 

1)  Hiermit  soll  jedoch  nichts  für  die  Begriffirachrift  fettgesetzt  »ein.  Das  ,;'  wird 
vielmehr  in  den  begnffsschriftlichen  Entwickclangen  selbst  nie  vorkommen;  ich  werde 
es  nur  bei  der  Darlegung  der  Begriffsschrift  und  bei  Erläuterungen  gebrauchen. 
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dies  so  aus:  der  Werth  der  Function  £f  =  4  ist  entweder  der  Wahr- 
heitswerth des  Wahren  oder  der  des  Falschen1).  Man  sieht  hieraus 
schon,  dass  ich  noch  nichts  behaupten  will,  wenn  ich  nur  eine  Gleichung 
hinschreibe,  sondern  dass  ich  nur  einen  Wahrheitswerth  bezeichne, 
ebenso  wie  ich  nichts  behaupte,  wenn  ich  nur  ,2"  hinschreibe,  sondern 
nur  eine  Zahl  bezeichne.  Ich  sage:  die  Namen  ,2»  =4'  und  ,3>2' 
bedeuten  denselben  Wahrheitswerth,  den  ich  kurz  das  Wahre  nenne. 
Ebenso  bedeuten  mir  ,3"  =4*  und  ,1>2'  denselben  Wahrheitswerth, 
den  ich  kurz  das  Falsche  nenne,  gerade  so,  wie  der  Name  ,2*'  die  Zahl 
Vier  bedeutet.  Ich  nenne  demnach  die  Zahl  Vier  die  Bedeutung 
von  ,4'  und  von  ,2",  und  ich  nenne  das  Wahre  die  Bedeutung  von  ,3!>2'. 
Ich  unterscheide  aber  von  der  Bedeutung  eines  Namens  seinen  Sinn. 
,2**  und  2  +  2*  haben  nicht  denselben  Sinn,  noch  haben  ,2*  =4'  und 
,2  -|-  2  =  4'  denselben  Sinn.  Den  Sinn  des  Namens  eines  Wahrheitswerthes 
nenne  ich  Gedanken.  Ich  sage  ferner,  ein  Name  drücke  aus  seinen 
Sinn  und  bedeute  seine  Bedeutung.  Ich  bezeichne  mit  dem  Namen 
das,  was  er  bedeutet. 

Die  Function  £«=4  kann  also  nur  zwei  Werthe  haben,  nämlich  das 
Wahre  für  die  Argumente  2  und  —2  und  das  Falsche  für  alle  übrigen 
Argumente. 

Auch  der  Umkreis  dessen,  was  als  Argument  zugelassen  wird,  muss 
erweitert  und  auf  Gegenstände  überhaupt  ausgedehnt  werden.  Gegen- 
stände stehen  den  Functionen  gegenüber.  Zu  den  Gegenständen 
rechne  ich  demnach  Alles,  was  nicht  Function  ist,  z.  B.  Zahlen,  Wahrheits- 
werthe  und  die  weiter  unten  einzuführenden  Werthverläufe.  Die  Namen 
von  Gegenständen,  die  Eigennamen,  führen  also  keine  Argumentstellen 
mit  sich,  sie  sind  gesättigt  wie  die  Gegenstände  selbst. 

§  3.    Ich  brauche  die  Worte 

„die  Function  0(1;)  hat  denselben  Werthverlauf  wie  die 
Function  f(£)u 
allgemein  als  gleichbedeutend  mit  den  Worten 

„die  Functionen  <D(£)  und  ^(f )  haben  für  dasselbe  Argument 
immer  denselben  Werth." 
Wir  haben  diesen  Fall  bei  den  Functionen       =  4  und  3 .  £*  =  12, 
wenigstens  wenn  als  Argumente  Zahlen  genommen  werden.    Wir  können 
uns  aber  die  Zeichen  der  Quadrirung  und  Multiplication  auch  so  definirt 
denken,  dass  die  Function 

(|»=4)  =  (3.£«  =  12) 
für  jedes  beliebige  Argument  als  Werth  das  Wahre  hat.    Hier  kann  nun 
auch  ein  Ausdruck  der  Logik  gebraucht  werden:  „der  Begritf  Quadrat- 

1)  Dies  habe  ich  in  meinem  Aufsätze  Ueber  Sinn  and  Bedeutung  in  der 
ZeitKhrift  t  Philo*  u.  phil.  Kritik,  100.  BcL,  eingehender  begründet 
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wureel  aus  4  hat  denselben  Umfang  wie  der  Begriff  etwas,  dessen  drei- 
faches Quadrat  12  ist".  Bei  solchen  Functionen,  deren  Werth  immer  ein 
Wahrheitswerth  ist,  kann  man  demnach  statt  ,Werth verlauf  der  Function' 
sagen  ,Umfang  des  Begriffes',  und  es  erscheint  zweckmässig,  Begriff 
geradezu  eine  Function  zu  nennen,  deren  Werth  immer  ein  Wahrheits- 
werth ist. 

§  4.  Bisher  war  nur  von  Functionen  eines  einzigen  Arguments  die 
Rede;  wir  können  aber  leicht  zu  Functionen  mit  zwei  Argumenten 
übergehen.  Diese  sind  zwiefach  ergänzungsbodürftig  in  der  Art, 
dass  eine  Function  mit  einem  Argumente  erhalten  wird,  nachdem  eine  Er- 
gänzung durch  ein  Argument  bewirkt  ist.  Erst  durch  eine  nochmalige 
Ergänzung  gelangen  wir  zu  einem  Gegenstande,  und  dieser  heisst  dann 
Werth  der  Function  für  die  beiden  Argumente.  Wie  uns  bei  den  Func- 
tionen mit  einem  Argumente  der  Buchstabe  ,£'  diente,  so  gebrauchen  wir 
hier  die  Buchstaben  und  ,£',  um  die  zwiefache  Ungesättigtheit  der 
Functionen  mit  zwei  Argumenten  anzudeuten  wie  in 

Indem  wir  für  ff  z.  B.  ,1'  einsetzen,  sättigen  wir  die  Function  so,  dass 
wir  in  (£ -f  1)*  +  1  nur  noch  eine  Function  mit  einem  Argumente  haben. 
Diese  Gebrauchsweise  der  Buchstaben  ff  und  ff  muss  immer  im  Auge 
behalten  werden,  wenn  ein  Ausdruck  wie  ,die  Function  £)'  vorkommt 

(vergl.  die  2.  Anm.  in  §  1).  Ich  nenne  die  Stellen,  an  denen  steht, 
^-Argument 8 teilen  und  die,  an  denen  ff  steht,  ^-Argument - 
8 teilen.  Ich  sage,  die  £- Argumentstellen  seien  einander  verwandt 
und  ebenso  die  £-Argumentstellen,  während  ich  eine  if-Argumentstelle  nicht 
verwandt  nenne  einer  C-Argumentstelle. 

Die  Functionen  mit   zwei  Argumenten  und  £>C  haben  als 

Werth  immer  einen  Wahrheitswerth  (wenigstens  wenn  die  Zeichen 
und  in  geeigneter  Weise  erklärt  sind).  Solche  Functionen  werden  wir 
zweckmässig  Beziehungen  nennen.  In  der  ersten  Beziehung  steht  z.  B. 
die  1  zu  der  1,  überhaupt  jeder  Gegenstand  zu  sich  selbst,  in  der  zweiton 
steht  z.  B.  2  zu  1.  Wir  sagen,  der  Gegenstand  /'stehe  zu  dem  Gegen- 
stande J  in  der  Beziehung  D,  weun  J)  das  Wahre  ist. 
Ebenso  sagen  wir,  der  Gegenstand  J  falle  unter  den  Begriff  ®i '$),  wenn 
(D(J)  das  Wahre  ist.  Vorausgesetzt  ist  hierbei  natürlich,  dass  die  Function 
0(f)  ebenso  wie          C)  als  Werth  immer  einen  Wahrheitswerth  habe1). 

1)  Hier  ist  eine  Schwierigkeit  vorhanden,  die  leicht  die  wahre  Sachlage  verdunkeln 
und  dadurch  Misstrauen  in  die  Richtigkeit  meiner  Auffassung  erregen  kann.  Wenn  wir 
den  Ausdruck  ,der  Wahrheitswerth  davon,  dass  A  unter  den  Begriff  <l'(c)  fällt,  vergleichen 
mit  so  sehen  wir,  dass  dem  .*!>(  )'  eigentlich  entspricht  ,der  Wahrheitswerth  davon, 

dass  (  |  unter  den  Begriff  WS)  lällt'  und  nicht  ,der  Begriff  *!»(;)'.  Die  letzten  Worte 
bezeichnen  also  eigentlich  nicht  einen  Begriff  (in  unserem  Sinne),  obwohl  es  nach  der 
sprachlichen  Form  so  aussieht  Ueber  die  Zwangslage,  in  der  sich  hier  die  Sprache 
befindet,  vergL  meinen  Aufsatz  Ueber  Begriff  und  Gegenstand. 
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Zeichen  von  Functionen. 

§  5.  Schon  oben  ist  gesagt,  dass  in  der  blossen  Gleichung  noch  gar 
keine  Behauptung  liegen  soll;  es  ist  mit  ,2 +  3  =  5'  eben  nur  ein  Wahr- 
heitswerth bezeichnet,  ohne  dass  gesagt  ist,  welcher  von  beiden  es  ist. 
,  Auch  wenn  ich  schriebe  ,(2  -f-  3  =  5)  =  (2  =  2)'  und  voraussetzte ,  man 
wüsste,  dass  2  =  2  das  Wahre  ist,  so  würde  ich  doch  damit  nicht  behauptet 
haben,  dass  die  Summe  von  2  und  3  5  ist,  sondern  ich  hätte  nur  den 
Wahrheitswerth  davon  bezeichnet,  dass  ,2-f-3  =  5'  dasselbe  bedeute  wie 
,2=2'.  Wir  bedürfen  also  noch  eines  besonderen  Zeichens,  um  etwas  als 
wahr  behaupten  zu  können.  Zu  diesem  Zwecke  lasse  ich  dem  Namen  des 
Wahrheitswerthes  das  Zeichen  ,|-'  vorhergehen,  so  dass  z.  B.  in 

behauptet  wird,  dass  das  Quadrat  von  2  4  sei.  Ich  unterscheide  das 
Urtheil  vom  Gedanken  in  der  Weise,  dass  ich  unter  Urtheil  die 
Anerkennung  der  Wahrheit  eines  Gedankens  verstehe.  Die  begriffe- 
schriftliche Darstellung  eines  Urtheils  mittelst  des  Zeichens  \l  nenne  ich 
Begriffsschriftsatz  oder  kurz  Satz.  Dieses  ,[■'  sehe  ich  an  als 
zusammengesetzt  aus  dem  senkrechten  Striche ,  den  ich  Urtheilstrich 
nenne,  und  dem  wagerechten,  den  ich  jetzt  einfach  den  Wagerechten 
nennen  will  *).  Der  Wagerechte  wird  meist  mit  andern  Zeichen,  wie  hier 
mit  dem  Urtheilstriche  verwachsen  vorkommen  und  dadurch  vor  der  Ver- 
wechselung mit  dem  Minuszeichen  geschützt  sein.  Da,  wo  er  gesondert 
vorkommt,  muss  er  zur  Unterscheidung  etwas  länger  als  das  Minus- 
zeichen gemacht  werden.  'Ich  fasse  ihn  als  Functionsnamon  auf  in  der 
Weise,  dass 

—  J 

das  Wahre  ist,  wonn  J  das  Wahre  ist,  dass  es  dagegen  das  Falsche  ist, 
wenn  J  nicht  das  Wahre  ist  •).    Demnach  ist 

 C 

eine  Function,  deren  Werth  immer  ein  Wahrheitswerth  ist,  oder  nach 

1)  Ich  benatze  hier  vielfach  die  Bezeichnungen  der  Summe,  des  Products,  der  Potenz 
vorläufig,  obwohl  sie  hier  noch  nicht  definirt  sind,  um  bequemer  Beispiele  bilden  zu 
können  und  durch  Winke  das  Verstindniss  zu  erleichtern.  Bs  mass  aber  im  Auge  be- 
halten werden,  dass  nichts  auf  die  Bedeutungen  dieser  Bezeichnungen  gegründet  wird. 

2)  Früher  nannte  ich  ihn  Inhaltsstrich,  als  ich  noch  unter  dem  Ausdrucke 
.beartheilbarer  Inhalt'  das  zusammen fasste,  was  ich  nun  unterscheiden  gelernt  habe  als 
Wahrheitswertb  und  Gedanken.    Vergl.  meinen  Aufsatz  Ucber  Sinn  and  Bedeutung. 

3)  Selbstverständlich  darf  das  Zeichen  A'  nicht  bedeutungslos  sein ,  sondern  muss 
einen  Gegenstand  bedeuten.  Bedeutungslose  Namen  dürfen  in  der  Begriffsschrift  nicht 
vorkommen.  Die  Festsetzung  ist  so  getroffen,  dass  . —  y  anter  allen  Umstanden  etwas 
bedeutet,  sofern  nur  ,A'  etwas  bedeutet.  Sonst  würde  —  ?  kein  scharfbegrenzter  Begriff, 
also  in  unserm  Sinne  Oberhaupt  kein  Begriff  sein.  Ich  gebrauche  hier  die  grossen 
griechischen  Buchstaben  als  Namen  so,  als  ob  sie  etwas  bedeuteten,  ohne  das« 
ich  die  Bedeutung  angebe  In  den  Begriffsachriftentwickelungen  selbst  werden  sie  ebenso 
wenig  wie  ,§*  und  vorkommen. 
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unserer  Festsetzung  ein  Begriff.    Unter  diesen  Begriff  fällt  das  Wahre 
und  nur  dieses.    Es  bedeutet  also 

, —  2»  =4' 

dasselbe  wie  ,2*  =4',  nämlich  das  Wahre.    Um  Klammern  entbehrlich  zu 
machen,  bestimme  ich  nämlich,  dass  Alles,  was  rechts  vom  Wagerechten 
steht,  als  Ganzes  aufzufassen  ist,  das  an  der  Argumentstelle  der  Function  /  .  ^ 
—  |' steht,  sofern  nicht  Klammern  das  verbieten.    Es  bedeutet 

, —  2»  =  5' 

das  Falsche,  also  dasselbe  wie  ,2*  =  5',  wohingegen 

,—  2' 

das  Falsche  bedeutet,  also  etwas  von  der  Zahl  2  Verschiedenes.   Wenn  J 
ein  Wahrheitswerth  ist,  so  ist  — J  derselbe  und  mithin  ist  dann 

J  =  (—J) 

das  Wahre.    Es  ist  dies  aber  das  Falsche,  wenn  J  kein  Wahrheitswerth 
ist.    Wir  können  also  sagen,  dass 

J=(—J) 

der  Wahrheitswerth  davon  ist,  dass  J  ein  Wahrheitswerth  sei. 

Die  Function  — <J>(£)  ist  danach  ein  Begriff,  und  die  Function  — t) 
ist  eine  Beziehung,  einerlei,  ob  QKlj)  ein  Begriff  und  C)  eine  Beziehung 
ist  oder  nicht. 

Von  den  beiden  Zeichen,  aus  denen      zusammengesetzt  ist,  enthält 
nur  der  Urtheilstrich  die  Behauptung. 

§  6«  Wir  brauchen  kein  eignes  Zeichen,  um  einen  Wahrheitswerth 
als  das  Falsche  zu  erklären,  wenn  wir  nur  ein  Zeichen  haben,  durch 
welches  jeder  Wahrheitswerth  in  den  entgegengesetzten  verwandelt  wird, 
das  auch  sonst  unentbehrlich  ist.    Ich  setze  nun  fest: 

Der  Werth  der  Function 

soll  für  jedes  Argument  das  Falsche  sein,  für  das  der  Werth  der  Function 

— s 

das  Wahre  ist,  und  soll  für  alle  andern  Argumente  das  Wahre  sein. 
Wir  haben  demnach  in 

eine  Function,  deren  Werth  immer  ein  Wahrheitswerth  ist;  es  ist  ein 
Begriff,  unter  den  alle  Gegenstände  fallen  mit  einziger  Ausnahme  des 
Wahren.   Hieraus  folgt,  dass  ,-rJi  immer  dasselbe  bedeutet  wie  ,-r( — J)' 

und  wie  , —  tJ'  und   wie  ,  r( — J)1.     Wir   sehen  darum  ,-r'  als 

zusammengesetzt  an  aus  dem  kleinen  senkrechten  Striche,  dem  Ver- 
neinungstriche, und  den  beiden  Theilen  des  wagerechten  Striches, 
von  denen  jeder  als  Wagerechter  in  unserm  8inne  aufgefasst  werden 

kann.    Den  Uebergang  von  ,-r{ — J)1  oder  von  ,  rJl  zu  sowie 

den  von  ,  J'  zu, —  J'  nenne  ich  die  Verschmel  zung  der  Wage  - 

rechten. 
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Nach  unserer  Festsetzung  ist  -r2,=5  das  Wahre;  also 

in  Worten:  2*  =  5  ist  nicht  das  Wahre;  oder:  das  Quadrat  von  2  ist 
nicht  5. 

So  auch:  fr 2. 

§  7.  Wir  haben  zwar  das  Gleichheitszeichen  schon  beiläufig  zur 
Bildung  von  Beispielen  benutzt;  aber  es  ist  nöthig,  Genaueres  hierüber 
festzusetzen. 

bedeute  das  Wahre,  wenn  T  dasselbe  ist  wie  J\  in  allen  andern  Fällen 
bedeute  es  das  Falsche. 

Um  Klammern  entbehrlich  zu  machen,  bestimme  ich,  dass  Alles,  was 
links  vom  Gleichheitszeichen  bis  zum  nächsten  Wagerechten  steht,  als  Ganzes 
das  £- Argument  der  Function  |=£  bedeute,  sofern  nicht  Klammern 
es  verbieten ;  dass  Alles,  was  rechts  vom  Gleichheitszeichen  steht  bis  zum 
nächsten  Gleichheitszeichen,  als  Ganzes  das  £- Argument  jener  Function 
bedeute,  sofern  nicht  Klammern  es  verbieten  (vergl.  8.  10). 

§  8.    Wir  betrachteten  in  §  3  den  Fall,  dass  eine  Gleichung  wie 

immer  einen  Namen  des  Wahren  ergiebt,  was  für  einen  Eigennamen  wir 
auch  für  einsetzen  mögen,  sofern  dieser  nur  wirklich  einen  Gegen- 
stand bedeutet.  Wir  haben  dann  die  Allgemeinheit  einer  Gleichheit, 
während  wir  in  ,2*  =4'  nur  eine  Gleichheit  haben.  Dieser  Unterschied 
macht  sich  dadurch  bemerklich,  dass  wir  in  jenem  Falle  einen  nur  unbe- 
stimmt andeutenden  Buchstaben  #  haben,  während  in  ,2*  =  4'  jedes 
Zeichen  eine  bestimmte  Bedeutung  hat.  Um  einen  Ausdruck  für  die  All- 
gemeinheit zu  erhalten,  könnte  man  auf  den  Gedanken  kommen,  zu  defi- 
niren:  „Unter  <D(x?  werde  das  Wahre  verstanden,  wenn  der  Werth  der 
Function  <D(£)  für  jedes  Argument  das  Wahre  ist;  sonst  bedeute  es  das 
Falsche."  Vorausgesetzt  würde  hierbei  wie  bei  allen  unsern  Betrachtungen 
ähnlicher  Art  sein,  dass  ,<D(i?)'  immer  eine  Bedeutung  gewinne,  wenn  wir 
in  ihm  durch  einen  Namen  ersetzen ,  der  einen  Gegenstand  bedeutet. 
Sonst  würde  ich  </>.'£':  nicht  Function  nennen.  Danach  bedeutete  dann 
jc.(x —  l)  =  x* —  J?  das  Wahre,  wenigstens  wenn  die  Bezeichnungen  der 
Multiplication,  Subtraction  und  Quadrirung  auch  für  Gegenstände,  die  nicht 
Zahlen  sind,  so  definirt  wären,  dass  die  Gleichung  allgemein  gälte.  Da- 
gegen bedeutete  &.(x  —  l)-=x%i  das  Falsche,  weil  wir  als  Bedeutung  das 
Falsche  erhalten,  wenn  wir  für  &  ,1'  einsetzen,  obwohl  wir  das  Wahre 
erhalten,  wenn  wir  ,0  einsetzen.  Aber  bei  dieser  Festsetzung  wäre  das 
Gebiet  der  Allgemeinheit  nicht  genügend  begrenzt.  Man  wäre  z.  B.  im 
Zweifel,  ob  ,-r2-\-S  .x—b.x1  ala  Verneinung  einer  Allgemeinheit  oder 
als  Allgemeinheit  einer  Verneinung  aufzufassen  wäre;  genauer:  ob  dies 
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den  Wahrheitswerth  davon  bedeuten  solle,  dass  nicht  für  jedes  Argument 
der  Werth  der  Function  2  -|-  3  .  £  =  5  .  $  das  Wahre  sei ,  oder  ob  es  den 
Wahrheitewerth  davon  bedeuten  solle,  dass  für  jedes  Argument  der  Werth 
der  Function  ^2  +  3. £=5. £  das  Wahre  sei.  Im  ersten  Falle  würde 
,-r2-f-3.a:=5.a^  das  Wahre  bedeuten,  im  andern  das  Falsche.  Es  muss 
abor  sowohl  die  Allgemeinheit  der  Verneinung,  als  auch  die  Verneinung 
der  Allgemeinheit  ausdrückbar  sein.    Ich  drücke  nun  jene  so  aus: 

,^2  +  3.o=5.o< 
und  die  Verneinung  der  Allgemeinheit  so: 

,  ^2  +  3.0=5.0* 
und  die  Allgemeinheit  selbst  so: 

,^2-f-3.o=5.o4. 
Dies  bedeutete  das  Wahre,  wenn  für  jedes  Argument  der  Werth  der 
Function  2  -f-  3  .  £  =  5 .  $  das  Wahre  wäre.   Da  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  ist 

^.2-1-3. o  =  B. a 

das  Falsche,  und  darum  ist 

^^-2-1-3.0  =  5.0 

das  Wahre. 

^.2-f-3.fl  =  5.  o 
ist  das  Falsche,  weil  nicht  für  jedes  Argument  der  Werth  der  Function 
-r2-r-3.£  =  5.f  das  Wahre  ist;  denn  für  das  Argument  1  ist  er  das 
Falsche.    Mithin  ist 

.^,.2  +  3.  o  =  5.fl 

das  Wahre,  und 

,(^24-3.0  =  5.0« 

besagt:  es  giebt  mindestens  eine  Lösung  der  Gleichung  ,2  +  3 .x—  5. ar\ 
Ebenso : 

in  Worten :  es  giebt  mindestens  eine  Quadratwurzel  aus  1 .   Man  erkennt 
hieraus,  wie  das  ,es  giebt'  in  der  Begriffsschrift  wiedergegeben  wird. 
Wenn  wir  nun  erklären : 
es  bedeute 

das  Wahre,  wenn  der  Werth  der  Function  <ft|)  für  jedes  Argu- 
ment das  Wahre  ist,  und  sonst  das  Falsche; 
so  bedarf  dies  einer  Ergänzung,  indem  genauer  anzugeben  ist,  welches  in 
jedem  Falle  diese  Function  </>(£)  sei.  Wir  wollen  sie  die  zugehörige 
Function  nennen.  Es  können  nämlich  Zweifel  entstehen.  1  —  J  ist  so- 
wohl der  Werth  der  Function  J  =  i,  als  auch  der  Werth  der  Function 
$  =  beide  Male  für  das  Argument  J.  So  könnte  man  von  _^o  =  o 
ausgehend  als  zugehörige  Function  £  =  a,  a=$   oder  |=£  annehmen 
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wollen.  Aber  bei  unserm  Gebrauche  der  deutschen  Buchstaben  hätten 
wir  in  den  ersten  beiden  Fällen  gar  keine  Function,  weil  ,£  =  (1*  und 
,a  =  £'  immer  bedeutungslos  bleiben,  was  man  auch  für  ,if(  einsetzen  möge ; 
denn  der  deutsche  Buchstabe  ,a'  darf  ausser  in  selbst  nicht  ohne  vor- 

gesetztes vorkommen.     Hier  kann  also  nur  als  zugehörige 

Function  in  Betracht  kommen.  Nicht  so  einfach  ist  die  Sache  bei  einem 
Ausdrucke  wie 

,^((o  +  a  =  2.a)  =  (^Q  =  o))'. 
Wenn  man  blindlings  vorginge,  könnte  man  in 

die  zugehörige  Function  zu  haben  meinen.  Wir  wollen  nun  sagen,  ,a*  stehe 
in  über  der  Höhlung.    Die  Stelle  über  der  Höhlung  ist  nie  eine 

Argumentteile;  das  über  der  zweiten  Höhlung  stehende  ,a4  wird  also 
mindestens  zu  bewahren  sein.    Da  aber  auf  immer  eine  Zeichen  Ver- 

bindung folgen  muss,  die  ,a'  enthält,  so  muss  ,o'  auch  mindestens  an  einer 
der  beiden  Stellen  in  ,a  =  a'  bewahrt  bleiben.  Man  könnte  demnach  auf 
folgende  Functionen  als  zugehörige  rathen 

(f+§  =  2.|)  =  (^a4-D, 

aber  den  ersten  beiden  Auffassungen  widerspricht,  dass  die  Bodeutung  des  in 

,^((a  +  a  =  2.a)  =  (^a  +  a))1 

vorkommenden  ,-^.0  =  0*  schon  feststeht  und  nicht  wieder  in  Frage  ge- 
stellt werden  darf. 

Wir  nennen  nun  das  auf  eine  Höhlung  mit  einem  deutschen 
Buchstaben  Folgende,  das  mit  eben  dieser  Höhlung  zusammen  den 
Namen  des  Wahrheitswerthes  dafür  bildet,  dass  der  Werth  der  zugehörigen 
Function  für  jedes  Argument  das  Wahre  sei,  das  Gebiet  des  über  der 
Höhlung  stehenden  deutschen  Buchstaben.  Die  zugehörige  Function 
wird  nun  durch  die  Regel  bestimmt: 

l.  Alle  Stellen,  an  denen  ein  deutscher  Buchstabe  in  seinem  Gebiet, 
jedoch  weder  in  einem  eingeschlossenen  Gebiete  desselben  Buch- 
staben  noch   über  einer  Höhlung  vorkommt,  sind  verwandte 
Argumentstellen,  und  zwar  die  der  zugehörigen  Function. 
Wenn  man  aber  den  Wahrheitswerth  davon  bezeichnen  will,  dass  die 
Function 

für  jedes  Argument  das  Wahre  als  Werth  habe,  so  wird  man  einen  andern 
deutschen  Buchstaben  wählen: 

_^e-H  =  2.e)  =  U^e  =  a). 
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Ich  fasse  dies  in  die  Regel: 

2.  Wenn  in  dem  Namen  einer  Function  schon  deutsche  Buchstaben 
vorkommen,  in  deren  Gebieten  Argumentstellen  dieser  Function 
liegen,  so  wähle  man  einen  von  diesen  verschiedenen,  um  den 
zugehörigen  Allgemeinheitsausdruck  zu  bilden. 
Nach  unsern  Bestimmungen  ist  im  Allgemeinen  ein  deutscher  Buch- 
stabe so  gut  wie  ein  anderer,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass  die  Ver- 
schiedenheit dieser  Buchstaben  wesentlich  sein  kann.   Für  einige  deutsche 
Buchstaben  werden  wir  später  eine  etwas  abweichende  Verwendungsweise 
festsetzen. 

bedeutet  dasselbe  wie 

,^(— my 

und  wie 

Ich  fasse  darum  die  wagerechten  Striche  links  und  rechts  von  der  Höhlung 
in  als  Wagerechte  in  unserm  besondern  Sinne  des  Wortes  auf, 
sodass  wir  mit  Verschmelzung  der  Wagerechten  von  den  Formen 
,  (-^<f(a))'  und   0{a)y  sogleich  übergehen  zu  ,-^0(ay. 

§  9.  Wenn  ->i^<Z>(o)  =  ¥^o)  das  Wahre  ist,  so  können  wir  nach 
unserer  frühern  Bestimmung  (§  3)  auch  sagen,  dass  die  Function  <J>  £ 
denselben  Werthverlauf  habe  wie  die  Function  af(£);  das  heisst:  wir  können 
die  Allgemeinheit  einer  Gleichheit  in  eine  Werthverlaufsgleichheit  umsetzen 
und  umgekehrt.  Diese  Möglichkeit  muss  als  ein  logisches  Gesetz  angesehen 
werden,  von  dem  übrigens  schon  immer,  wenn  auch  stillschweigend, 
Gebrauch  gemacht  ist,  wenn  von  BegrifFsumfängen  die  Rede  gewesen  ist. 
Die  ganze  leibniz-boolesche  rechnende  Logik  beruht  darauf.  Man  könnte 
diese  Umsetzung  vielleicht  für  unwichtig  oder  gar  für  entbehrlich  halten. 
Dem  gegenüber  erinnere  ich  daran,  dass  ich  in  meinen  Grundlagen  der 
Arithmetik  die  Anzahl  als  Umfang  eines  Begriifes  definirt  und  schon  da- 
mals darauf  hingewiesen  habe,  dass  auch  die  negativen,  irrationalen,  kurz 
alle  Zahlen  als  Umfange  von  Begriffen  zu  definiren  sind.  Wir  können  für 
einen  Werthverlauf  ein  einfaches  Zeichen  setzen,  und  so  wird  z.  B.  der 
Name  der  Anzahl  Null  eingeführt  werden.  In  ,^-0(a)  =  ^(o)'  dagegen 
können  wir  nicht  für  ,<W  ein  einfaches  Zeichen  setzen,  weil  der  Buch- 
stabe ,o'  immer  in  dem  vorkommen  muss,  was  etwa  für  ,Ö>(a)4  gesetzt  wird. 

Die  Umwandlung  der  Allgemeinheit  einer  Gleichheit  in  eine  Werth- 
verlaufsgleichheit muss  auch  in  unsern  Zeichen  ausführbar  sein.  So  schreibe 
ich  z.  B.  für 

,^.0»—  0  =  0.(0—1)' 

indem  ich  unter        —  «)'  den  Werthverlauf  der  Function  £•  —  £,  unter 
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,a(a.(a — 1))'  den  Werth  verlauf  der  Function  1)  verstehe.  Ebenso 

ist  f(«*=4)  der  Werth  verlauf  der  Function  £*  =  4,  oder,  wie  wir  auch 
sagen  können,  der  Umfang  des  Begriffes  Quadratwurzel  aus  Vier. 
Wenn  ich  allgemein  sage: 
es  bedeute 

.*•» 

den  Werthverlauf  der  Function  0(1;), 
so  bedarf  dies  ebenso  einer  Ergänzung,  wie  oben  unsere  Erklärung  von 

Es  fragt  sich  nämlich,  welche  Function  in  jedem  Falle  als 
zugehörige  Function  anzusehen  sei.    Dass       —  e)  der  Werth- 

verlauf der  Function  £ä  —  £  und  nicht  von  — t  noch  von  «*  —  £  ist, 
versteht  sich  von  selbst,  weil  bei  unserer  Verwendungsweise  der  kleinen 
griechischen  Vokalbuchstaben  weder  ,£* —  e*  noch  ,«* — für 
irgendeinen  Gegenstand ,  dessen  Name  für  ,£(  eingesetzt  würde ,  eine  Be- 
deutung gewänne,  oder,  wie  wir  dafür  auch  sagen  können,  weil  jene  Zeichen- 
verbindungen keine  Functionen  bedeuten ,  sondern  getrennt  von  dem  ,f ' 
bedeutungslos  sind.    Eine  Zeichenverbindung  wie  £X(e)y  muss  ähn- 

lich wie  in  §  8  f(o,  -sL-X(a))'  beurtheilt  werden.  Die  Stelle  unter 
dem  Spiritus  lenis  ist  ebensowenig  eine  Argumentstelle  wie  die  über 
der  Höhlung.  Nennen  wir  das  auf  einen  kleinen  griechischen 
Vokalbuchstaben  mit  dem  Spiritus  lenis  Folgende,  das  mit  diesem 
zusammen  den  Namen  des  Werthverlaufs  der  zugehörigen  Function 
bildet,  das  Gebiet  dieses  griechischen  Buchstaben,  so  können  wir  die 
Regel  aufstellen: 

1.  Alle  Stellen,  an  denen  ein  kleiner  griechischer  Vokalbuchstahe 
in  seinem  Gebiete,  jedoch  weder  in  einem  eingeschlossenen 
Gebiete  desselben  Buchstaben  noch  mit  dem  Spiritus  lenis  vor- 
kommt, sind  verwandte  Argumentstellen,  und  zwar  die  der  zu- 
gehörigen Function. 

Diese  wird  hierdurch  bestimmt.  Demnach  ist  i(e  =  i{£*— «))  der 
Werthverlauf  der  Function  |  =  i(€»  —  e),  und  es  ist  a(a  =  i(e=a))  der 
Werth  verlauf  der  Function  |  «=«(«=£).  Für  die  Büdung  eines  Werth- 
verlaufnamens gilt  also  die  Regel: 

2.  Wenn  in  dem  Namen  einer  Function  schon  kleine  griechische 
Vokalbuchstaben  vorkommen,  in  deren  Gebieten  Argumentstellen 
dieser  Function  liegen ,  so  wähle  man  einen  von  diesen  ver- 
schiedenen, um  den  Namen  des  Werthverlaufs  dieser  Function 
zu  bilden. 

Nach  unsern  Bestimmungen  ist  im  Allgemeinen  ein  kleiner  griechi- 
scher Vokalbuchstabe  so  gut  wie  ein  anderer,  jedoch  mit  der  Be- 
schränkung, dass  die  Verschiedenheit  dieser  Buchstaben  wesentlich  sein 
kann. 

Die  Einführung  der  Bezeichnung  für  die  Werthverläufe  scheint  mir 
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eine  der  folgenreichsten  Ergänzungen  meiner  Begriffsschrift  zu  sein,  die 
ich  seit  meiner  ersten  Veröffentlichung  über  diesen  Gegenstand  gemacht 
habe.  Hiermit  ist  zugleich  der  Umkreis  dessen  erweitert,  was  als  Argu- 
ment einer  Function  auftreten  kann.  Es  ist  z.B.  i(e* — £)  =  a(a.(a — 1)) 
der  Werth  der  Function  £  =  ct(a.(a  —  1))  für  das  Argument  i{e* — e). 

§  10.  Dadurch,  dass  wir  die  Zeichen  Verbindung  ,iQ>{e)  =  alft(ay  als 
gleichbedeutend  mit  ,-^-CP(0)  =  ffa)1  hingestellt  haben,  ist  freilich  die  Be- 
deutung eines  Namens  wie  noch  keineswegs  vollständig  festgestellt. 
Wir  haben  nur  ein  Mittel ,  einen  Werthverlauf  immer  wiederzuerkennen, 
wenn  er  durch  einen  Namen  wie  ,«(/>(«)'  bezeichnet  ist,  durch  welchen  er 
schon  als  Werthverlauf  erkennbar  ist.  Aber  weder  können  wir  bis  jetzt 
entscheiden,  ob  ein  Gegenstand,  der  uns  nicht  als  solcher  gegeben  ist,  ein 
Werthverlauf  sei,  und  welcher  Function  er  etwa  zugehöre,  noch  können 
wir  im  Allgemeinen  entscheiden,  ob  ein  gegebener  Werthverlauf  eine  ge- 
gebene Eigenschaft  habe,  wonn  wir  nicht  wissen,  dass  diese  Eigenschaft 
verbunden  sei  mit  einer  Eigenschaft  der  zugehörigen  Function.  Nehmen 
wir  an,  es  sei 

eine  Function,  welche  niemals  denselben  Werth  für  verschiedene  Argumente 
erhält,  so  gilt  für  die  Gegenstände,  deren  Namen  die  Form  ,A*(c  (/>(«))'  haben, 
ganz  dasselbe  Kennzeichen  zur  Wiedererkennung  wie  für  die  Gegen- 
stände, deren  Zeichen  die  Form  ,*</>(£)'  haben.  Es  ist  dann  nämlich  auch 
,X(e'Ö>(£))=  A'(o^o))'  gleichbedeutend  mit  «P(tt)'  *).  Hieraus 

geht  hervor,  dass  durch  die  Gleichsetzung  der  Bedeutung  von  ,t(t>(t)=affla)' 
mit  der  von  ,-vL-<^(o)=  ^00'  die  Bedeutung  eines  Namens  wie  ,^0(e)' 
keineswegs  völlig  bestimmt  ist,  wenigstens,  wenn  es  eine  solche  Function 
A"(£)  giebt ,  deren  Werth  für  einen  Werthverlauf  als  Argument  diesem 
selbst  nicht  immer  gleich  ist.  Wie  wird  nun  diese  Unbestimmtheit  auf- 
gehoben ?  Dadurch,  dass  für  jede  Function  bei  ihrer  Einführung  bestimmt 
wird,  welche  Werthe  sie  für  Werthverläufe  als  Argumente  erhält,  ebenso 
wie  für  alle  andern  Argumente.  Thun  wir  dies  für  die  bisher  betrachteten 
Functionen!    Es  sind  folgende: 

Die  letzte  kann  ausser  Betracht  bleiben,  da  als  ihr  Argument  immer  ein 
Wahrheitswerth  botrachtet  werden  kann.  Es  macht  ja  bei  ihr  keinen  Unter- 
schied, ob  man  als  Argument  einen  Gegenstand  nimmt  oder  den  Werth, 
den  die  Function  — £  für  diesen  Gegenstand  als  Argument  hat.  Wir 
können  nun  noch  die  Function  —  i;  auf  die  Function  £  =  l  zurückführen. 
Nach  unsern  Festsetzungen  hat  nämlich  die  Function  —  =  für  jedes 
Argument  denselben  Werth  wie  die  Function  — £;  denn  der  Werth  der 
Function  £  =  |  ist  für  jedes  Argument  das  Wahre.    Daraus  folgt,  dass 

1)  Damit  ist  nicht  getagt,  dau  der  Sinn  derselbe  sei 
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der  Werth  der  Function  £  =  =  nur  für  das  Wahre  als  Argument  das 
Wahre  ist,  und  dass  er  für  alle  audern  Argumente  das  Falsche  ist,  grade 
wie  bei  der  Function  —  Nachdem  so  Alles  auf  die  Betrachtung  der 
Function  £— £  zurückgeführt  ist,  fragen  wir,  welche  Werthe  diese  habe, 
wenn  ein  Werthverlauf  als  Argument  auftritt.  Da  wir  bisher  nur  die 
Wahrheitswerthe  und  Werthvorläufe  als  Gegenstände  eingeführt  haben,  so 
kann  es  sich  nur  darum  handeln,  ob  einer  der  Wahrheitswerthe  etwa  ein 
Werthverlauf  sei.  Wenn  das  nicht  der  Fall  ist ,  so  ist  damit  auch  ent- 
schieden, dass  der  Werth  der  Function  g  =  C  immer  das  Falsche  ist,  wenn 
als  eins  ihrer  Argumente  ein  Wahrheitswerth  und  als  anderes  ein  Werth  - 
verlauf  genommen  wird.  Wenn  andrerseits  das  Wahre  zugleich  der 
Werthverlauf  der  Function  <D(£)  ist ,  so  ist  damit  auch  entschieden ,  was 
der  Werth  der  Function  £=C  in  allen  Fällen  ist,  wo  als  eins  der  Argu- 
mente das  Wahre  genommen  wird ,  und  ähnlich  so  verhält  es  sich ,  wenn 
das  Falsche  zugleich  der  Werthverlauf  einer  gewissen  Function  ist.  Die 
Frage  nun,  ob  einer  der  Wahrheitswerthe  ein  Werthverlauf  sei,  kann  unmög- 
lich daraus  entschieden  werden,  dass  ,i QKfi) — <* f^Of)'  dieselbe  Bedeutung 
haben  soll  wie  ,-^-0{a)  =  ^(a)'.  Es  ist  möglich ,  allgemein  festzusetzen, 
dass  =  5  ff  er/  dasselbe  bedeuten  solle  wie  ,^0^a)—  ¥\a)',  ohne 

dass  daraus  die  Gleichheit  von  iffi^e)  und  *~ erschlossen  werden  kann. 
Wir  hätten  dann  etwa  eine  Klasse  von  Gegenständen,  die  Namen  von  dor 
Form  ,i;C/)(^)'  hätten  und  für  deren  Unterscheidung  und  Wiedorerkennung 
dasselbe  Kennzeichen  gälte  wie  für  die  Werthverläufe.  Wir  könnten  nun 
die  Function  A'(£)  dadurch  bestimmen,  dass  wir  .sagton,  ihr  Werth  solle 
das  Wahre  sein  für  r^i(rj)  als  Argument  und  er  solle  tjuity)  sein  für  das 
Wahre  als  Argument;  der  Werth  der  Function  A'(if)  solle  ferner  das 
Falsche  sein  für  das  Argument  und  er  solle  sein   für  das 

Falsche  als  Argument ;  für  jedes  andere  Argument  solle  der  Werth  der 
Function^  <W £)  mit  diesem  selbst  zusammenfallen.  Wenn  nun  die  Func- 
tionen yf{%)  und  nicht  immer  für  dasselbe  Argument  denselben  Werth 
haben,  so  hat  unsere  Function  A'(|)  für  verschiedene  Argumente  nie  den- 
selben Worth,  und  daher  ist  dann  auch  ,A'(^(0(i;))=  A'(ö!fia))'  immer  gleich- 
bedeutend mit  ,_^</>;n)  =  ^(q)'.  Die  Gegenstände,  deren  Namen  die  Form 
,X{r<l>(rt)y  hätten,  würden  dann  also  durch  dasselbe  Mittel  wiedererkannt 
wie  die  Werthverläufe,  und  es  wäre  X{itst{it))  das  Wahre  und  X(ttIH(i;)) 
das  Falsche.  Ohne  also  mit  der  Gleichsetzung  von  ,f  <D(e)  =  i  *F(fiY  mit 
f— ^-CP(a)s=  V(aY  in  Widerspruch  zu  gerathen ,  ist  es  immer  möglich  zu 
bestimmen,  dass  ein  beliebiger  Werthverlauf  das  Wahre  und  ein  beliebiger 
anderer  das  Falsche  sein  solle.  Setzen  wir  demnach  fest,  dass  t(—e)  das 
Wahre  und  dass  i(e  =  (^^. a  —  o))  das  Falsche  sein  solle!  t{ — £)  ist 
der  Werthvorlauf  der  Function  — £,  deren  Werth  nur  dann  das  Wahre 
ist,  wenn  das  Argument  das  Wahre  ist,  und  deren  Werth  für  alle  andern 
Argumente  das  Falsche  ist.    Alle  Functionen,  von  denen  dies  gilt,  haben 

Freie,  <jnia<U«»Hie  I.  2 
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denselben  Werthverlauf  und  dieser  ist  nach  unserer  Festsetzung  das  Wahre. 
Demnach  ist  —  ;-<!>,}-  nur  dann  das  Wahre,  wenn  die  Function  <i>  i\  ein 
Begriff  ist,  unter  den  nur  das  Wahre  fällt;  in  allen  andern  Fällen  ist 
—  1 </>(«)  das  Falsche.  Ferner  ist  i(e  =  (^%^ra  =  a))  der  Werthverlauf  der 
Function  |  =  U-v£^a  =  o),  deren  Werth  nur  dann  das  Wahre  ist,  wenn  das 
Argument  das  Falsche  ist,  und  deren  Werth  für  alle  andern  Argumente 
das  Falsche  ist.  Alle  Functionen,  von  denen  dies  gilt,  haben  denselben 
WTerthverlauf,  und  dieser  ist  nach  unserer  Festsetzung  das  Falsche.  Jeder 
Begriff  also,  unter  den  das  Falsche  und  nur  dieses  fällt,  hat  als  BegrifTs- 
umfang  das  Falsche  *). 

Wir  haben  hiermit  die  Werthverläufe  so  weit  bestimmt,  als  es 
hier  möglich  ist.  Erst  wenn  es  sich  ferner  darum  handeln  sollte ,  eine 
Function  einzuführen,  welche  auf  die  bisher  bekannten  Functionen  nicht 
ganz  zurückführbar  ist,  können  wir  festsetzen,  welche  Werthe  sie  für 
Werthverläufe  als  Argumente  haben  solle;  und  dies  kann  dann  ebenso 
wohl  als  eine  Bestimmung  der  Worthverläufe  wie  jener  Function  angesehen 
werden. 

§  11.  In  der  That  bedürfen  wir  noch  solcher  Functionen.  Wenn 
sich  die  Gleichsetzung  von  ,eiJ=£)'  mit  ,Jl  allgemein  hätte  aufrecht  er- 
halten lassen"),  so  hätten  wir  in  der  Form  ,iQXey  einen  Ersatz  für  den 


1)  Es  liegt  nahe,  unsere  Festsetzung  so  zu  verallgemeinern,  dass  jeder  Gegenstand 
als  Wertbverlauf  aufgefasst  wordo,  nämlich  als  Umfang  eines  Begriffes,  anler  den  er  als 
einziger  Gegenstand  fallt.  Ein  Begriff,  unter  den  der  Gegenstand  A  als  einziger  fällt, 
irt4»i  Wir  versuchen  die  Festsetzung :  es  sei  t(i  =  c)  dasselbe  wie  A.  Eine  solche 
ist  für  jeden  Gegenstand  möglich,  der  uns  unabhängig  von  Werthverläufen  gegeben  ist, 
aus  demselben  Grunde,  den  wir  bei  den  Wahrheitswerthen  gesehen  haben.  Aber  ebo 
wir  diese  Festsetzung  allgemein  machen  dürfen,  fragt  es  sich,  ob  sie  nicht  in  Widor-  • 
Spruch  mit  unserra  Wiodorerkennungszeichen  der  Werth  Verläufe  stehe,  wenn  wir  fflr  A 
einen  Gegenstand  nehmen,  der  uns  schon  als  Werthverlauf  gegeben  ist.  Es  gebt  nämlich 
nicht  an,  sie  nur  fflr  solche  Gogonständo  gelten  zu  lassen,  welche  uns  nicht  als  Werth- 
verläufe gegeben  sind,  weil  die  Weise  wie  ein  Gegenstand  gegeben  ist,  nicht  als  dessen 
unveränderliche  Eigenschaft  angesehen  werden  darf,  sinteraal  derselbe  Gegenstand  in 
verschiedener  Weise  gegeben  worden  kann.  Setzen  wir  also  fflr  ,A'  ,*<I»(at)'  ein,  so  er- 
halten wir 

,i(a«t>(a)  =  e)  =  «1>(a)' 
und  dies  wäre  gleichbedeutend  mit 

^(*4»ia)  =  a)  =  <l>(a)', 
was  aber  nur  dann  das  Wahre  bedeutet,  wenn  '!»(£)  ein  Begriff  ist,  unter  den  nur  ein 
einziger  Gegenstand,  nämlich  s*P(9)  fällt  Da  dies  nicht  nothwendig  ist  so  kann  unsere 
Festsetzung  in  ihrer  Allgemeinheit  nicht  aufrecht  erhalten  bleiben. 

Die  Gleichung  ,i(S  =-  t)-=A',  mit  der  wir  jeno  Festsetzung  versuchten,  ist  ein  be- 
sonderer Fall  von  A)  «■  A4,  und  man  kann  fragen,  wio  die  Function  C)  beschaffen 
sein  müsse,  damit  allgemein  bestimmt  werden  dflrfe,  es  solle  A  dasselbe  sein  wie  A). 
Dann  muss  auch 

tOfc  «$(«))— a$(a) 

das  Wahre  sein,  mithin  auch 

^Ü(a,a0>(«  0  =  ^(0). 
was  auch  <I»(c)  fflr  eine  Function  sei   Eine  Function  von  dieser  Eigenschaft  werden  wir 
später  in        kennen  lernen;  aber  wir  werden  sie  mit  Hilfe  des  Werthverlaufs  definiren, 
sodass  sie  uns  hier  nichts  nutzen  kann. 

2)  Vergl.  Anm.  1. 
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bestimmten  Artikel  der  Sprache.  Angenommen  nämlich,  es  wäre  </>(£)  ein 
Begriff,  unter  den  der  Gegenstand  J  und  nur  dieser  fiele,  so  wäre 
0(a)  =  {J=a)  das  Wahre  und  mithin  wäre  auch  i(J){£)  =  t(J  =  e)  das 
Wahre  und  zufolge  unserer  Gleichsetzung  von  ,f.(tJ  =  e)i  und  ,^/'  wäre  *0(e) 
dasselbe  wie  J\  d.  h.  in  dem  Falle,  dass  </>(£)  ein  Begriff  ist,  unter  den 
ein  und  nur  ein  Gegenstand  fällt,  bezeichnete  ,«*<#(«)'  diesen  Gegenstand. 
Dies  ist  nun  freilich  nicht  möglich >  weil  jene  Gleichsetzung  in  ihrer  All- 
gemeinheit fallen  gelassen  werden  musste;  aber  wir  können  uns  helfen, 
indem  wir  die  Function 

\£ 

mit  der  Bestimmung  einführen,  dass  zwei  Fälle  unterschieden  werden: 

1)  wenn  es  zu  dem  Argumente  einen  Gegenständ  J  der  Art  giebt, 
dass  i^J  =  e)  das  Argument  ist,  so  sei  der  Werth  der  Function 
\t  J  selbst; 

2)  wenn  es  zu  dem  Argumente  keinen  Gegenstand  J  der  Art  giebt, 
dass  i(J  =  e)  das  Argument  ist,  so  sei  das  Argument  selbst  der 
Werth  der  Function  \£. 

Danach  ist  \i{^J  =  e)  =  J  das  Wahre,  und  es  bedeutet  ,\eÖ>(f)'  dann 
den  unter  den  Begriff  </>(£)  fallenden  Gegenstand,  wenn  <f>v£)  ein  Begriff 
ist,  unter  den  ein  und  nur  ein  Gegenstand  fällt:  in  allen  andern  Fällen 
bedeutet  ,\«  dasselbe  wie  ,f</\«)'.  So  ist  z.  B.  2  =  \i(e  -f-  3  =  5)  das 
Wahre,  weil  2  der  einzige  Gegenstand  ist,  der  unter  den  Begriff 

was  um  3  vermehrt  5  ergiebt 
fällt  —  eine  geeignete  Definition  des  Pluszeichens  dabei  vorausgesetzt  — . 
Es  ist  eV  =  l)=\£(«*=l)  das  Wahre,  weil  unter  den  Begriff 
Quadrattvurgel  aus  1  nicht  nur  ein  einziger  Gegenstand  fällt.  Es  ist 
t(-r«  =  e)  =  \f(-r£  =  €)  das  Wahre,  weil  unter  den  Begriff  sich  selbst  un- 
gleich kein  Gegenstand  fällt.  Es  ist  i(e  +  3)  =  \i(e  +  3),  weil  die  Function 
£  +  3  kein  Begriff  ist. 

Hierin  haben  wir  einen  Ersatz  für  den  bestimmten  Artikel  der  Sprache, 
der  dazu  dient,  aus  Begriffs  Wörtern  Eigennamen  zu  bilden.  Wir  bilden 
z.  B.  aus  den  Worten 

,positive  Quadratwurzel  aus  2', 
die  einen  Bogriff  bedeuten,  den  Eigennamen 

,die  positive  Quadratwurzel  aus  2'. 
Hier  ist  eine  logische  Gefahr.  Denn  wenn  wir  aus  den  Worten  Quadrat- 
wurzel aus  2'  den  Eigennamen  ,die  Quadratwurzel  aus  2'  bilden  wollten, 
begingen  wir  einen  logischen  Fehler,  weil  dieser  Eigenname  ohne  weitere 
Festsetzung  zweideutig  *)  und  eben  darum  bedeutungslos  wäre.  Wenn  es 
keine  Irrationalzahlen  gäbe,  was  ja  behauptet  worden  ist,  so  wäre  auch 
der  Eigenname  ,die  positive  Quadratwurzel  aus  2'  bedeutungslos,  wenigstens 

1)  leb  nelimo  dabei  als  zugestanden  an,  dass  es  negative  und  irrationale  Zahlen  gebe. 

2* 
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dem  unmittelbaren  Wortsinne  nach,  ohne  besondere  Festsetzung.  Und 
gäben  wir  diesem  Eigennamen  eigens  eine  Bedeutung,  so  hätte  diese  keinen 
Zusammenhang  mit  seiner  Bildung,  und  es  dürfte  nicht  geschlossen  werden, 
dass  sie  eine  positive  Quadratwurzel  aus  2  wäre,  und  doch  wären  wir  nur 
zu  geneigt,  das  zu  folgern.  Diese  Gefahr  des  bestimmten  Artikels  ist  hier 
nun  ganz  vermieden,  da  ,\f  &(ey  immer  eine  Bedeutung  hat,  mag  nun  die 
Function  kein  Begriff  sein,  oder  ein  Begriff,  unter  den  mehr  als  ein 

oder  kein  Gegenstand  fällt,  oder  mag  sie  ein  Begriff  sein,  unter  den  ein 
und  nur  ein  Gegenstand  fällt. 

§  12.  Um  nun  die  Unterordnung  der  Begriffe  und  andere  wichtige 
Beziehungen  bezeichnen  zu  können,  führe  ich  die  Function  mit  zwei  Argu- 
menten 

I 

durch  die  Bestimmung  ein,  dass  ihr  Werth  das  Falsche  sein  soll,  wenn 
als  'C- Argument  das  Wahre  und  als  £- Argument  irgendein  Gegenstand  ge- 
nommen wird,  der  nicht  das  Wahre  ist ;  dass  in  allen  andern  Fällen  der 
Functionswerth  das  Wahre  sein  soll.  Nach  dieser  und  den  früheren  Fest- 
setzungen ist  der  Werth  dieser  Function  auch  für  Werth  Verläufe  als 
Argumente  bestimmt.    Es  folgt,  dass 

dasselbe  ist  wie 


und  wir  können  daher  in 


7r' 


den  wagerechten  Strich  vor  ,J'  sowie  die  beiden  Theile,  in  die  der  obere 
wagerechte  Strich  durch  den  senkrechten  zerlegt  wird,  als  Wagerechte 
in  unserm  besondern  Sinne  auffassen.  Wir  sprechen  hier  wie  früher  von 
der  Verschmelzung  der  Wagerechten.  Den  senkrechten  Strich 
nenne  ich  Bedingungstrich.  Er  kann  nach  Bedürfniss  verlängert 
werden. 

Es  gelten  die  Sätze 

L3»>2';         L2*>2i;  k-1^2'- 
,U  >2  ,L2  >2  ,Ll  >2 

Die  Function  _  $  oder  T_ü  hat  als  Werth  immer  das  Wahre,  wenn  die 
Function  _£  als  Werth  das  Wahre  hat  und  umgekehrt.    Also  ist 
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dann  und  nur  dann  das  Wahre,  wenn  J  das  Wahre  und  /  nicht  daa 
Wahre  ist.  Folglich 

2>3 

2  +  8  =  5, 

in  Worten:  2  ist  nicht  grösser  als  8  und  die  Summe  von  2  und  3  ist  5. 

M>2 
L-2-f  3  =  5, 

in  Worten :  3  ist  grösser  als  2  und  die  Summe  von  2  und  3  ist  5. 
_3>2         ist  nämlich  der  Werth  der  Function  _$  für  das  £-Argu- 

L2-f-3  =  5  L£ 
ment  -r3>2  und  das  ^-Argument  2-j-3  =  5. 

,2»  =  3* 
1*  =  21, 

in  Worten:  weder  ist  die  dritte  Potenz  von  2  die  zweite  Potenz  von  3, 
noch  ist  die  zweite  Potenz  von  1  die  erste  Potenz  von  2. 
Statt  der  Sätze 

L_3»>3«,  L_2*>3',  [r-!'^' 
,U  <3        ,lr2  <3        ,lrl  <3 

hat  man  die  folgenden 

L_3«>3«,      ftTr2»>3',  U-lf>3'. 
,    lr3   <3         ,    lr2   <8         ,    Irl  <3 

Da  nun  — -  1 "  >  3  der  Wahrheitsworth  davon  ist,  dass  weder  das  Quadrat 
lrK3 

von  1  grösser  als  3,  noch  1  kleiner  als  3  sei,  so  wird  durch  unsern  letzten 
Satz  die»  verneint,  also  behauptet,  mindestens  eins  von  beiden  sei  wahr, 
dass  das  Quadrat  von  1  grösser  als  3  oder  dass  1  kleiner  als  3  sei. 
Man  sieht  aus  diesen  Beispielen ,  wie  das  .und'  der  Sprache ,  wenn  os 
Sätze  verbindet,  das  , weder  —  noch'  und  das  , o d e r '  zwischen  Sätzen 
wiedergegeben  werden. 

In  _  %  1  kann  für        irgendein  Eigenname  eingesetzt  werden ,  also 

X'j 

auch  z.  B.  -r®'-    Wir  erhalten  so 


wo  wir  nun  dio  Wagerechton  verschmelzen  können: 

0'. 

J 
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Dies  bodeutet  das  Falsche,  wenn  J  das  Wahre  und     0  nicht  das  Wahre 

L/ 

ist;  d.  h.  in  diesem  Falle,  wenn  _0  das  Falscho  ist.    Das  ist  aber  dann 

und  nur  dann  der  Fall,  wenn  A  das  Wahro  und  0  nicht  das  Wahre  ist. 
Demnach  ist 

0 
A 
J 

das  Falsche,  wenn  J  und  A  das  Wahre  sind,  während  0  nicht  das  Wahre 
ist ;  in  allen  andern  Fällen  ist  es  das  Wahre.  Hieraus  folgt  die  Vertausch- 
barkeit  von  A  und  J:  es  ist 

0 
A 
J 


derselbe  Wahrheitsworth  wie 


l 


0 
J 
A. 


Es  mögen  in 


0' 
J 
A 

, — 0'  Oberglied,  , —  A  und  , —  Al  Unterglioder  heissen.  Wir 
können  aber  auch  _  01  als  Oberglied  und       A1,  allein  als  Unter- 

Xa 

glied  auffassen.  Die  Untcrgliodor  sind  demnach  vertauschbar.  Ebenso 
erkennt  man,  dass 

0 

A 


■ — 


dann  und  nur  dann  das  Falsche  ist,  wonn  sowohl  A-,  als  auch  J,  als  auch  Hz 
das  Wahre  ist,  während  0  nicht  das  Wahre  ist.  In  allen  andern  Fällen  ist 
es  das  Wahre.  Wir  haben  auch  hier  wieder  dieVertauschbarkeit  der 
Unterglieder  ,—  A,  ,—  A,  ,—  j?.  Diese  Vertauschbarkeit  rauss  eigent- 
lich für  jeden  vorkommenden  Fall  nachgewiesen  werden,  und  ich  habe  dies  in 
meinem  Büchlein  „Bogriffsschrift"  für  einige  Fälle  gethan,  sodass  es  leicht 
sein  wird,  danach  .jeden  Fall  zu  behandeln.  Um  nicht  in  zu  grosso  Weit- 
läufigkeiten verstrickt  zu  worden,  will  ich  hier  diese  Vertauschbarkeit  als 
allgemein  zugestanden  annehmen  und  in  Zukunft  ohne  weitere  Erinnerung 
davon  Gebrauch  machen. 
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ist  dann  und  nur  dann  das  Wahre,  wenn  sowohl  st,  als  auch  J,  als  auch  £ 
das  Wahre  ist,  während  ©  nicht  das  Wahre  ist.  Demnach 

3<2 
1<2 
3>2 
4>2, 

in  Worten:  3  ist  nicht  kleiner  als  2  und  1  ist  kleiner  als  2  und  3  ist 
grösser  als  2  und  4  ist  grösser  als  2 ; 

1<2 
3>2 
4>2, 

in  Worten :  1  ist  kleiner  als  2  und  3  ist  grösser  als  2  und  4  ist  grösser 
als  2.    Man  kann  sich  dies  so  zorlegt  denken 


,  L4>2 


TT: 


Die  Verneinungsstricho  zwischen  den  Bedingungsstrichen  hohen  sich  und 
die  Wagerechten  lassen  sich  verschmelzen.     Wir  haben  in 

1<2 
3>2 
I  4>2 

den   Werth  der  Function        |  für  das      Argument  __  1<  2  und  das 

#  U  L3>2 

t- Argument  4>2,  wo  nun  -r_l<2  der  Werth  derselben  Function  für 

t-3>2 

das  ^-Argument  1<2  und  das  £- Argument  3>2  ist. 

§  18.    Um  die  Benennung  ,Bedingungsstrich'  zu  rechtfertigen,  weise 
ich   darauf  hin,    dass   die  Namen      3*>2',   -2»>2<l      1»>2<  aus 

,1a  >2  ,U  >2  ,Li  >2 

T£*>2<  dadurch  hervorgehen,  dass  für  ,§*  .3',  ,2',  ,1'  gesetzt  werden. 
,l|  >2 

Gebrauchen  wir  nun  das  Zeichen  so,  dass  ,/  >^/'  das  Wahre  bedeutet, 
wenn  /*  und  J  reelle  Zahlen  sind  und  /'  grösser  als  J  ist,  und  dass  in 
allen  andern  Fällen  .!"!>  das  Falsche  bedeutet:  nehmen  wir  ferner  an, 
dass  dio  Bezeichnung  ,/'*'  so  erklärt  sei,  dass  sie  immer  eine  Bedoutung 
habe,  wenn  i'  ein  Gegenstand  ist,  so  ist  der  Werth  der  Function 

Tlf>2 
L|  >2 
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für  jedes  Argument  das  Wahre;  also 

.a«>2 
o  >2, 

in  Worten :  w  e  n  n  etwas  grösser  als  2  ist,  so  ist  auch  sein  Quadrat  grösser 
als  2.    So  auch 

o*  =  l 

o«  =  l, 

in  Worten:  wenn  das  Quadrat  von  etwas  1  ist,  so  ist  auch  dessen  vierte 
Potenz  1.  Man  kann  aber  auch  sagen:  jede  Quadratwurzel  aus  1  ist 
auch  vierte  Wurzel  aus  1;  oder:  alle  Quadratwurzeln  aus  1  sind  vierte 
Wurzeln  aus  1  1 ).  Hier  haben  wir  die  Unterordnung  eines  Begriffes 
unter  einen  Begriff,  einen  allgemein  bejahenden  Satz.  Wir  haben 
Begriff  eine  Function  mit  einem  Argumente  genannt,  deren  Werth  immer 
ein  Wahrheitsworth  ist.  Solche  Functionen  sind  hier  £4  =  1  und  if2  =  1 ; 
diese  ist  der  untergeordnete,  jene  der  übergeordnete  Begriff. 
Aus  diesen  Begriffen  als  Merkmalen  ist  _£4  =  1  zusammengesetzt.  Unter 

diesen  Begriff  fällt  z.  B.  die  Zahl  — 1: 

(— 1)4  =  1 
.(— 1)»  =  1, 

in  Worten:  — 1  ist  Quadratwurzel  aus  1  und  vierte  Wurzel  aus  1.  Wir 
haben  in  §  8  gesehen,  wie  das  ,es  giebt'  der  Wortspracho  wiedergegeben 
wird.  Wir  wenden  das  an,  um  auszudrücken,  dass  es  etwas  giebt,  was 
Quadratwurzel  aus  1  und  vierte  Wurzel  aus  1  ist:  L^_Ta4  =  l.  Offen- 

La*  =  l 

bar  heben  sich  hier  zwei  Verneinungsstriche  gegenseitig  auf:  L^_q4  =  1. 

La*  =  l 

Betrachten  wir  dies  noch  von  einer  andern  Seite!   ^».o*  =  l  i|t  der 

U»  =  i 

Wahrheitswerth  davon,  dass,  wenn  etwas  Quadratwurzel  aus  1  ist,  es  nicht 
vierte  Wurzel  aus  1  sei,  oder,  wie  wir  auch  sagen  können,  dass  keine 
Quadratwurzel  aus  1  vierte  Wurzel  aus  1  sei.  Dieser  Wahrheitswerth  ist 
das  Falsche  und  folglich  .  LjL-rr  a4  =  1 .     Wir  haben  hier  die  Verneinung 

La*  =  l 

eines  allgemein  verneinenden  Satzes,  d.  h.  einen  particulär  bejahen- 
den Satz  *),  für  den  wir  auch  sagen  können:  ,  ein  ige  Quadratwurzeln  aus  1 


1)  Man  verbindet  hiermit  leicht  den  Nebengedanken,  dass  es  etwas  gebe,  was  Quadrat- 
wurzel aas  1  sei.  Dieser  muss  hier  ganz  fern  gehalten  werden.  Ebenso  ist  hier  der 
Nebengedanke  abzuwehren,  dass  es  mehr  als  eine  Quadratwurzel  aus  1  gebe. 

2)  Der  particulär  bejahende  Satz  besagt  einerseits  zwar  weniger  als  der  allge- 
mein bejahende,  andererseits  aber  auch,  was  leicht  übersehen  wird,  mehr,  da  er  das 
Erfölltsein  der  Begriffe  behauptet  während  die  Unterordnung  auch  bei  leeren  Begriffen 
und  grade  bei  dingen  immer  stattfindet  Manche  Logiker  scheinen  die  Begriffe  ohne 
Weiteres  als  erfüllt  anzunehmen  und  den  sehr  wichtigen  Fall  des  leeren  Begriffes  Ranz 
zu  übersehen,  vielleicht  weil  sie  leere  Begriffe  sehr  mit  Unrecht  nicht  als  berechtigt 
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sind  vierte  Wurzeln  aus  1',  wobei  aber  die  Form  des  Plurals  nicht  so  ver- 
standen werden  muss,  dass  es  gerade  mehre  sein  müssen. 

a*  =  l 
•»=»1, 

in  Worten :  es  giebt  mindestens  eine  dritte  Wurzel  aus  1,  die  auch  vierte 
Wurzel  aus  1  ist;  oder:  einige  —  oder  mindestens  doch  eine  —  dritte 
Wurzel  aus  1  ist  vierte  Wurzel  aus  1. 

In  un8em  Zeichen  erscheint  das  Sätze  verbindende  ,undl  weniger  ein- 
fach als  der  Functionsname  wofür  ein  einfacher  Wortausdruck  fehlt. 

M 

Das  in  der  Wortsprache  vorliegende  Verhältniss  scheint  leicht  das  natür- 
lichere und  sachgemäßere  zu  sein ,  weil  es  das  gewohnte  ist.  Was  aber, 
vom  logischen  Standpunkte  aus  betrachtet,  einfacher  sei,  ist  nicht  leicht  zu 
sagen:  man  kann  mit  ,und'  und  der  Verneinung  unser  erklären,  aber 

M 

auch  umgekehrt  mit  dem  Functionsnamen  _  £'  und  dem  Verneinungsstriche 

M 

das  ,und«.    Offenbar  besagt  z.  B.  L2-r-3  =  5<  weniger  als  ^2  +  3  =  5' 

,L2-|-2  =  4  ,  1-2  +  3  =  4 

und  könnte  darum  für  einfacher  gelten.  Der  eigentliche  Grund  für  die 
Einführung  des  ist  die  Leichtigkeit  und  Uebersichtlichkeit,  mit  der 

M 

sich  damit  das  Schliessen  darstellt,  zu  dem  wir  jetzt  Übergehn. 

Schlüsse  und  Folgerungen. 
§  14.   Aus  den  Sätzen  L^i  '  und  ,\Jk  kann  geschlossen  werden:  ,|./''; 

denn,  wäre  F  nicht  das  Wahre,  so  wäre,  da  J  das  Wahre  ist,  —1'  das 

Falsche.  Ich  werde  nun  jedem  in  Begriffsschriftzeichen  aufgestellten  Satze, 
wenn  er  später  zu  einer  weitem  Beweisführung  gebraucht  werden  soll,  ein 
Abzeichen  geben,  um  ihn  heranziehen  zu  könueu.  Wenn  nun  so  der 
Satz  L/*'  das  Abzeichen  ,a'  und  das  Abzeichen       erhalten  hat,  so 

schreibe  ich  den  Schluss  entweder  so 

r 1              oder  so  [J' 

J  (a):  

<#::—  .  \r 

-  K 

mit  Doppelkolon  mit  einfachem  Kolon. 


Daher  kommt  es,  das«  ich  die  Ausdrucke  .Unterordnung',  .allgemein  be- 
l',  .particular  bejahend'  nicht  ganz  in  demselben  Sinne  gebrauche,  wie  jene  Logiker, 
and  zn  Aussprüchen  gelange,  die  jene  mit  Unrecht  für  falsch  zu  halten  geneigt  sein  werden. 
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Dies  ist  die  einzige  Sehl  uss  weise, 
die  ich  in  meiner  Begriffsschrift  an- 
gewendet habe,  und  man  kann  mit 
ihr  auch  auskommen.  Das  Gebot  der 
wissenschaftlichen  Sparsamkeit  würde 
nun  eigentlich  verlangen,  es  zu  thun ; 
aber  dem  treten  praktische  Gründe 
entgegen,  denen  ich  hier,  wo  ich 
lange  Schlussketten  bilden  will,  etwas 
nachgeben  muss.  Es  würde  sich  näm- 
lich eine  zu  grosse  Weitschweifig- 
keit ergeben,  wenn  ich  nicht  noch 
einige  andere  Schlussweisen  zulassen 
wollte,  was  ich  schon  in  dem  Vor- 
worte jenes  meines  Werkchens  in 
Aussicht  genommen  habe. 

Wenn  uns  die  Sätze 

gegeben  sind,  so  können  wir  nicht 
unmittelbar  wie  oben  schliossen,  son- 
dern erst,  nachdem  wir,  von  der  Ver- 
tauschbarkeit  der  Unterglieder  Ge- 
brauch machend,  (y)  umgewandelt 
haben  in 

A 
L/T 
-J 

Um  aber  übermässige  Weitläufigkeit 
zu  vermeiden,  schreibe  ich  das  nicht 
ausdrücklich  hin,  sondern  gleich 

r  1 


oder 


wo  im  Schlusssatze  die  Unterglieder 
auch  anders  geordnet  sein  könnten. 

Wenn  ein  Unterglied 
eines  Satzes  sich  von 
einem  zweiten  Satze  nur 
durch  den  fehlenden  Ur- 
theilstrich  unterscheidet, 
so  kann  man  auf  einen 
Satz  schliossen,  der  aus 
dem  ersten  durch  Unter- 
drückung jenes  Unter- 
gliedes hervorgeht. 

Wir  ziehen  auch  zwei  solche 
Schlüsse  zusammen,  wie  aus  Folgen- 
dem zu  ersehen  ist.  Es  sei  noch  ge- 
geben der  Satz  ,lA  (q1.  Dann  schrei- 
ben wir  den  doppelten  Schluss  so  : 


§  15.  Etwas  weniger  einfach 
ist  folgende  Schlussweisc.  Aus  den 
beiden  Sätzen 

LT     1  und   LJ  ' 
\j  (o  ,1©  (o* 

können    wir    auf    den    Satz  ^/"' 


schliessen. 


L/*  ist  nämlich 

Le 


e 

nur  dann 


das  Falsche,  wenn  0  das  Wahre  und 
/'nicht  das  Wahre  ist.  Wenn  aber  fi) 
das  Wahre  ist,  so  muss  auch  ./  das 
Wahre    sein ,    weil    sonst  _  J  das 

Falsche  wäre.  Wenn  aber  J  das 
Wahre  ist  und  7*  nicht  das  Wahre 
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wäre,  so  wäre  /  '  das  Falsche.  Der 
Fall,  wo  _  /'  das  Falsche  wäre,  findet 
also  nicht  statt  und  es  ist  _/'  das 

le 

Wahre. 

Diesen  Schluss  schreibe  ich  ent- 
weder so: 

fj/'  '    oder  so: 

(S)::   («):  

,    «  ,  « 

Wenn  wir  statt  des  Satzes  (a)  den 
in  §  14  mit  dem  Abzeichen  ,y*  ver- 
sehenen als  Praemisse  haben,  so 
müssen  wir  eigentlich  wie  dort  erst 
eine  Umwandlung  vor  dem  Schlüsse 
vornehmen.  Aber  wir  machen  dies 
der  Kürze  halber  wie  oben  im  Kopfe 
und  schreiben 

r  1 
j 

A 

n 

(*)::  


odor 


0 

Cy):  


0 
A 
1-/7. 

Es  ist //  das  Falsche,  wenn  -r/' 

Kr 

das  Wahre  und  -r  J  nicht  das  Wahre 
ist;  d.  h.  wenn  — /'  das  Falsche 
und  J  das  Wahre  ist.  In  allen 
andern  Fällen  ist  —.J  das  Wahre. 

Kr 

Dasselbe  gilt  aber  auch  von  /*, 

lj 

sodass  die  Functionen         und  _£ 

lr|  15 


immer  für  dieselben  Argumento  den- 
selben Werth  haben.  Ebenso  haben 
die  Functionen   —£  und  für 

dieselben  Argumente  immer  den- 
selben Werth.  Man  führt  diesen  auf 
den  vorigen  Fall  zurück,  indem  man 
für  ,-rt'  setzt  und  unmittelbar 
auf  einander  folgende  Verneinung- 
striche aufhebt.  Auch  die  Functionen 
_£  und  _C  haben  für  dieselben 

Argumente  immer  denselben  Werth. 
Wir  können  also  von  dem  Satze  Lf 


übergehen  und 


zu  dem  Satze 


umgekehrt  von  diesem  zu  jenem. 
Wir  schreiben  diese  Uebergänge  so : 


J^r'  und 

X 

X 

^r 

Ebenso  auch: 

[j_/'4  und 

X 

X 

tr 

?        *  7 

Fälle ,  die  auf  den  ersten  zurück- 
führbar sind  durch  Aufhebung  von 
Verneinungstrichen.  Wir  können 
dies  in  eine  Regel  so  fassen: 

Man  darf  ein  Unterglied  mit 
dem  Obergliede  vertauschen,  wenn 
man  gleichzeitig  die  Wahrheits- 
werthe  beider  umkehrt. 

Wir  nennen  diesen  Uebergang  Wen- 
dung. Es  können  aber  auch  mehre 
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Unterglieder  vorhanden  sein, 
haben  wir  den  Uebergang 

r  « 
j 
a 
n 

X 


So 


Indem  wir  von  der  Vertauschbarkeit 
der  Unterglieder  stillschweigend  Ge- 
brauch machen,  können  wir  aber 
auch  schreiben: 

Y<' 

KA 

Ljz 

X 

A 
J 

r 

Durch  zweimalige  Wendung  gelingt 
es,  alle  Unterglieder  in  eins  zu- 
sammenzufassen, wie  folgt: 

A 


X 


Wir  fassen  nämlich  bei  der  zweiten 
Wendung 

J 


als  Oborglied  und  )Tr  als  Unter- 
glied auf.  Nennen  wir  zur  Abkürzung 
den  Wahrheitswerth 
J 
A 

n 

,0<!  Der  vorletzte  Satz  geht  dann 
über  in  U- ©S  woraus  folgt 


"  Je? 


Setzen  wir  dann  für  den  aus- 
führlichen Ausdruck  wieder  ein,  so 
erhalten  wir  den  Schlusssatz.  Wie 
aus  dem  §  12  zu  ersehen  ist,  haben 
wir  in 

Ii 

den  Wahrheitswerth  davon,  dass  J 
das  Wahre,  A  nicht  das  Wahre  und 
71  das  Wahre  sei. 

Nehmen  wir  die  Sätze 
Lr     '  und  Ur^ 


y-A 

t  L-  TT  (y  ,  i-  2 :  (e 

als  gegeben  an,  so  können  wir  so 
folgern:    wir   fassen    zunächst  die 
Unterglieder  von  (£)  zusammen: 
A  ' 

s 

X 

4 
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—  J 

—  n 

Dies  können  wir  dadurch  vereinfachen, 
dass  wir  ,dk  nur  einmal  schreiben: 

/ 


J—l/ 


denn 


I 


r 
j 
j 


ist 
wie 


derselbe  Wahrheitswerth 


1)  Wir  können  jetzt  wie  im  Anfange 
«es  Paragraphen  schlieBsen.  da  dieser 

Satz  dieselbe  Form  bat  wie  dort  (&). 

2)  Wir  losen  jetzt  das  zusammengesetzte 
ünterglied  wieder  auf. 


Ein     zweimal  auftretendes 
Unterglied   braucht  nur  einmal 
geschrieben  zu  werden. 
Wir  nennen  dies  die  Verschmel- 
zung gleicher  Unterglieder. 

Ich  schreibe  nun  diesen  Ueber- 
gang  abgekürzt  so: 

oder  so :  y 


(/):  


-II 

(«)::  


V  |   V 

-J  \—J 
n  ,  I — n 

und  stelle  für  ihn  folgende  Regel  auf: 
Wenn  dieselbe  Zeichen- 
verbindung in  einem  Satze 
als  Oberglied  und  in  einem 
andern     als  Unterglied 
auftritt,  so  kann  man  auf 
einen  Satz  schliessen,  in 
welchem    das  Oberglied 
des  zweiten  als  Oberglied 
und  alle  Unterglieder  bei- 
der ohne  das  genannte  als 
Unterglieder  erscheinen. 
Doch     brauchen  Unter- 
glieder, dio  in  beiden  vor- 
kommen,  nur  einmal  ge- 
schrieben zu  werden. 
In  ähnlicher  Weise  wie  in  §  14 
können  wir  hior  zwei  Schlüsse  zu- 
sammenziehen.  Es  seien  z.  B.  ausser 
(e)  die  Sätze 
LP     '  und  in  (»/  und 


"im!;  ' 


gegeben,  ^o  können  wir  schreiben 
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§  16.  Nehmen  wir  an,  es  seien 
die  Sätze 

4    1  und 


»HI 


J 

KZ 


%\—J   (L  .L_v  (e 

gegeben,  so  können  wir  diesen  Fall 
auf  den  eben  behandelten  zurück- 
führen, und  zwar  so : 
e 


(?):■ 


-rA 
  v 

X 

w 

X 


Diese  beiden  Wendungen  liaben 
den  Zweck,  durch  Verschmelzung 
gleicher  Unterglieder  ,T^'  einmal 
wegzuschaffen.     Dass  -r-A  immer 

derselbe  Wahrheitewerth  ist  wie 
^A,  kann  auch  unmittelbar  ein- 
gesehen werden  ;  denn  es  ist  A 

IrA 

das  Falsche,  wenn  -rA  das  Wahre 
und  A  nicht  das  Wahre  ist,  sonst 
das  Wahre.  In  der  letzten  Beding- 
ung ist  die  erste  enthalten.  Es  ist 
aber  auch  — A  das  Falsche,  wenn 
A  nicht  das  Wahre  ist,  sonst  das 
Wahre.  Wir  schreiben  nun  diesen 
Uebergang  abgekürzt  so: 


und  sprechen  die  Regel  so  aus: 

Wenn  zwei  Sätze  in  den 
Obergliedern  überein- 
stimmen, während  ein  Un- 
terglied des  einen  sich 
von  einem  Untergliede 
des  andern  nur  durch  den 
davor  stehenden  Vernei- 
nungstrich unterscheidet, 
so  können  wir  auf  einen 
Satz  schliessen,  in  wel- 
chem   das  übereinstim- 
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mende  Oberglied  als  Obor- 
glied  und  alle  Unter- 
glieder  beider  mit  Aus- 
nahme der  beiden  genann- 
ten als  Unterglieder  er- 
scheinen. Dabei  brauchen 
Unterglieder,  die  in  bei- 
den vorkommen,  nur  ein- 
mal hingeschrieben  zu 
werden  ^Verschmelzung  gleicher 
Unterglieder). 

§  17.  Sehen  wir  nun  zu ,  wio 
der  in  der  Logik  .Barbara'  genannte 
Schluss  sich  hier  einreiht !  Aus  den 
beiden  Sätzen : 

,alle  Quadratwurzeln  aus  1  sind 
vierte  Wurzeln  aus  1' 

und 

,alle  vierte  Wurzeln  aus  1  sind 
achte  Wurzeln  aus  1 
können  wir  schliessen: 

,alle  Quadratwurzeln  aus  1  sind 
achte  Wurzeln  aus  1'. 
Wenn  wir  nun  die  Praemissen  so 
schreiben  : 

L°  a*  —  V  und  [«  u«  =  1* 
,     La»  =  l  L«  =  l, 

so  können  wir  unsere  Schlussweisen 
nicht  anwenden,  wohl  aber,  wenn  wir 
sie  so  schreiben: 

U«  =  l'    und    Lx»  =  l< 

Wir  haben  hier  den  Fall  des  §  15. 
Wir  versuchton  schon  früher,  die 
Allgemeinheit  mittels  eines  latei- 
nischen Buchstaben  in  dieser 
Weise  auszudrücken,  kamen  aber 
davon  wieder  ab,  weil  wir  bemerkten, 
dass  das  Gebiet  der  Allgemeinheit 
nicht  genügend  abgogreuzt  wäre. 
Wir  begegnen  diesem  Bedenken  nun 
durch    die   Festsetzung,    dass  bei 


einem  lateinischen  Buchsta- 
ben das  Gebiet  Alles  umfassen 
solle,  was  in  dem  Satze  ausser  dem 
Urtheilstriche  vorhanden  ist1).  Mit 
einem  lateinischen  Buchstabon  kann 
man  demnach  nie  die  Verneinung 
der  Allgemeinheit  ausdrücken,  wohl 
aber  die  Allgemeinheit  der  Ver- 
neinung. Eine  Zweideutigkeit  ist 
also  nun  nicht  mehr  vorhanden.  Man 
sioht  aber,  dass  der  Ausdruck  der 
Allgemeinheit  mit  deutschen  Buch- 
staben und  Höhlung  dadurch  nicht 
überflüssig  wird.  Unsere  Festsetzung 
über  das  Gebiet  eines  lateini- 
schen Buchstaben  soll  dieses 
nur  nach  unten,  nicht  nach  oben  ab- 
grenzen. Es  bleibt  also  erlaubt,  ein  sol- 
ches Gebiet  auf  mehrere  Sätze  auszu- 
dehnen, und  das  macht  die  lateinischen 
Buchstaben  geeignet,  beim  Schliessen 
Dienste  zu  leisten,  welche  die  deut- 
schen bei  der  strengen  Abgeschlos- 
!  senheit  ihres  Gebietes  nicht  leisten 
können.  Wenn  wir  die  Prämissen 
La:8  =  rund  La;*  =  1'  haben  und 
,U»  =  1  ,U*  =  1 

auf  den  Satz  Lx8=r  schliessen, 

,U<  =  1 
so  erweitern  wir  vorübergehend,  um 
zu  schliessen,  das  Gebiet  des  ,£*  auf 
beide  Praemissen  und  den  Schlusa- 
satz,  wobei  jedoch  jeder  dieser  Sätze 
auch  ohne  diese  Erweiterung  gilt. 

Wir  sagen  von  einem  lateinischen 
Buchstaben  nicht,  dass  er  einen 
Gegenstand  bedeute,  sondern  dass 
er    einen    Gegenstand  andeute. 

1)  Hiermit  i;-t  der  Gebrauch  der  latei- 
nischen Buchstaben  nur  für  deu  Fall  er- 
klärt, dass  ein  Urtheilstrich  vorhauden  ist 
Das  ist  aber  in  einer  reinen  Begriffsent- 
wickolung  immer  der  Fall;  denn  wir  schrei- 
i  ten  dabei  immer  von  Satz  zu  Sats  fort. 
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Ebenso  sagen  wir  auch,  ein  deutscher 
Buchstabe  deute  einen  Gegenstand 
an  da,  wo  er  nicht  über  einer  Höh- 
lung steht. 

Ein  Satz  mit  einem  lateinischen 
Buchstaben  kann  immer  umgewan- 
delt werden  in  einen  solchen  mit 
einem  deutschen  Buchstaben,  dessen 
Höhlung  von  dem  Urtheilstriclie  nur 
durch  einen  Wagorechten  getrennt 
ist.  Wir  schreiben  einen  solchen 
Uebergang  so: 

' 

*K*)  ■ 

Hierbei  ist  die  zweito  Regel  des  §  8 
zu  beachten,  wie  im  folgenden  Bei- 
spiele, wo  als  neu  einzurührender 
deutscher  Buchstabe  nicht  /  gewählt 
werden  darf. 

1>« 
a>0 
a>e3 
a>t 


r-r1>fl 


Bei  dem  Uebergange  von  einem  la- 
teinischen zu  einem  deutschen  Buch- 
staben muss  noch  folgender  Fall 
erwähnt  werden.  Betrachten  wir 
den  Satz  tfKa)',  worin  ,/"'  ein 


Eigenname  und  ,<Ö(£)4  ein  Functions- 
name  sei !  QXa)  ist  das  Falsche, 

wenn  die  Function  _  <?>(£)  für  irgend- 

Ir 

ein  Argument  das  Falsche  als  Werth 
hat.  Das  iHt  dann  der  Fall,  wenn 
l'  das  Wahre  ist  und  der  Werth 


der  Function  —  <7>'i^  für  irgendein 
Argument  das  Falsche  ist.  In  allen 
andern    Fällen    ist    .«.  0(a)  das 

lr 

Wahre.   Es  besagt  also  .»  0ya)', 

dass  /'nicht   das  Wrahro  sei,  oder 
dass  der  Werth  der  Function 
für  jedes  Argument  das  Wahre  sei. 
Vergleichen  wir  hiermit  •*(*)'  • 

,1—  1' 

Dies  bedeutet  das  Falsche,  wenu  i' 
das  Wahre  und  -^-<Z>(a)  das  Falsche 
ist.  Das  ist  aber  der  Fall,  wenn 
für  irgendein  Argument  der  WTerth 
der  Function  — (f>(|)  das  Falsche 
ist.  In  allen  andern  Fällen  ist 
—S-flCa)    das    Wahre.     Der  Satz 

I — r 

[p^-  0{aY  besagt  also  dasselbe  wie 
Wenn  für  ,i  '  und  ,<Z\£  ' 


Zeichenverbindungen  gesetzt  werden, 
welche  einen  Gegenstand  und  eine 
Function  nicht  bedeuten,  sondern 
nur  andeuten,  indem  sie  lateinische 
Buchstaben  enthalten,  so  gilt  das 
eben  Gesagte  doch,  wenn  für  jeden 
lateinischen  Buchstaben  ein  Name 
gesetzt  wird,  welcher  dies  auch  sei, 
also  allgemein. 

Um  mich  genauer  ausdrücken 
zu  können,  will  ich  folgende  Sprech- 
weise einführen.  Namen  nenne  ich 
nur  solche  Zeichen  und  Zeichenver- 
bindungen ,  welche  etwas  bedeuten 
sollen.  Lateinische  Buchstaben  und 
Zeichenverbindungen,  in  denen  solche 
vorkommen,  sind  also  keine  Namen, 
weil  sie  nur  andeuten.  Eine  Zoichen- 
verbindung,  welche  lateinische  Buch- 
staben enthält  und  welche  immer  in 
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einen  Eigennamen  übergeht,  wenn 
wir  jeden  lateinischen  Buchstaben 
durch  einen  Namen  ersetzen,  will 
ich  lateinische  Gegenstands- 
marke  nennen.  Und  eine  Zeichen- 
verbindung, welche  lateinische  Buch- 
staben enthält  und  welche  immer  in 
einen  Functionsnamen  übergeht,  wenn 
wir  jeden  lateinischen  Buchstaben 
durch  einen  Namen  ersetzen,  will 
ich  lateinische  Functions- 
marke  oder  lateinische  Marke 
einer  Function  nennen. 

Wir  können  nun  sagen :  der  Satz 
[p^-  <D(a)'  besagt  immer  dasselbe  wie 

,L-r 

der  Satz  Uir^  0)(a)'  nicht  nur,  wenn 


i^KD'  e>n  Functionsname  und  ,rl 
ein  Eigenname  ist,  sondern  auch 
wenn  eine  lateinische  Func- 

tionsmarke  und  ,/''  eine  lateinische 
Gegenstandsmarke  ist. 

Wenden  wir  dies  an  auf  folgen- 
den Fall! 


4  l) 
e>4 
>4 
>2 

Nach  dem  eben  Gesagten  können 
wir  für  den  letzten  Satz  auch 
schreiben 


1)  Die  zweite  Begel  des  S  8  verbietet 
hier  nicht  den  nochmaligen  Gebrauch  des 


Es  ist  klar,  dass  nur  solche  Unter- 
glieder aus  dem  Gebiete  des  neu 
einzuführenden  deutschen  Buchsta- 
ben entlassen  werden  können,  welche 
den  zu  ersetzenden  lateinischen  Buch- 
staben nicht  enthielten.  Ich  will 
solche  Uebergänge  so  schreiben: 

1-2. a>4 
>4 
>2 


Statt   mehre    deutsche  Buchstaben 
nach  einander  einzuführen,  schreiben 
wir  gleich  unter  das  Zeichen 
das  Endergebniss  hin. 

Wir  fassen  dies  in  folgende  Regel : 

Es  ist  erlaubt,  in  einem 
Satze  einen  lateinischen 
Buchstaben  überall,  wo 
er  vorkommt,  durch  einen 
und  denselben  deutschen 
Buchstaben  zu  ersetzen. 
Dieser  muss  dann  zugleich 
über  einer  Höhlung  vor 
einem  solchen  Obergliede 
angebracht  werden,  aus- 
serhalb dessen  der  latei- 
nische Buchstabe  nicht 
vorkommt1).  Wenn  in  die- 
sem Obergliede  das  Ge- 
biet eines  deutschen  Buch- 


weil  ,<r  in  dem  ersten  Satze  nicht  im 
Gebiete  des  ,c'  vorkommt 

1)  Wenn  also  der  lat  Buchstabe  in 
jedem  Untergliede  vorkommt,  so  muss  der 
ganze  Satz  ohne  den  ürtheilstrich  als  Ober- 
glied aufgefas8t  werden,  und  die  Höhlung 
mit  dem  deutschen  Buchstaben  darf  dann 
von  dem  Urtheilstriche  nur  durch  einen 
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staben  enthalten  ist  und 
in  diesem  Gebiete  der  la- 
teinische Buchstabe  vor- 
kommt, so  muss  der  für 
diesen  einzuführende  deut- 
sche Buchstabe  von  jenem 
verschieden  gewählt  wer- 
den (zweite  Regel  des  §  8). 

§  18.  Wir  wollen  nun  mit  latei- 
nischen Buchstaben  einige  allgemeine 
Gesetze  aufstellen,  von  denen  wir 
später  Gebrauch  machon  müssen. 
Nach  §  12  wäre 


I 


r 
j 
r 


nur  dann  das  Falsche,  wenn  /'und  J 
das  Wahre  wären,  während  /'  nicht 
das  Wahre  wäre.  Dies  ist  unmög- 
lich ;  also 

a 

■  a  (I 

Die  ,r  ist  diesem  Satze  als  Abzeichen 
(§  14)  gegeben,  und  so  worden  auch 
fernerhin  Abzeichen  den  Sätzen  bei- 
gelegt werden.  Wenn  wir  statt  ,£>' 
,a'  schreiben ,  können  wir  gleiche 
Unterglieder  verschmelzen ,  sodass 
wir   in    La'  einen    besondern  Fall 

,1-a 


von  (I)  haben,  der  auch  ohne  Er- 
innerung mit  unter  (I)  verstanden 
werden  soll. 

—  J  und  -rd  sind  immer  ver- 
schieden und  Wahrheitswerthe.  Da 
nun  — /'  ebenfalls  immer  ein  Wahr- 
heitswerth ist,  so  muss  er  ent- 
weder mit  — J  oder  mit  -rJ  zu- 
sammenfallen. Daraus  folgt,  dass 
(  !')  =  (  d)  immer  das  Wahre 

ist;  denn  es  würde  nur  dann  das 
Falsche  sein,  wenn  -r( — T)  =  (t  J) 
das  Wahre,  d.  h.  ( — V)  =  (^.J)  das 
Falsche,  und  ( — !')  =  ( — J)  nicht 
das  Wahre,  d.  h.  das  Falsche  wäre.  Mit 
andern  Worten:  __( — i')  =  ( — J) 

wäre  nur  dann  das  Falsche,  wenn 

sowohl   ( — /')  =  ( — J),    als  auch 

( — /')  =  (-r  d)   das   Falsche  wäre, 

was ,  wie  wir  eben  gesehen ,  nicht 
möglich  ist.  Also 

(_«)=(_  b) 
(_a)  =  (  t6)  (IV 

Auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens könnten  die  Klammern 
allenfalls  entbehrt  werden. 

Aus  der  Bedeutung  dos  Functions- 
namens  \£  (§  11)  folgt 

*|.a  =  \«(a  =  «)  (VI 


Erweiterung  der  Allgemeinheitsbezeichnung. 


§  19.  Bisher  ist  die  Allgemein- 
heit nur  in  Hinsicht  auf  Gegenstände 
ausgedrückt  worden.  Um  dasselbe 
für  Functionen  thun  zu  können,  son- 
dern wir  die  Buchstaben  ,gl,  ,hl, 
ji*'',  ,6r',  und  die  entsprechenden 
deutschen  als  Functionsbuch- 
staben   von  den  andern    ab,  die 


wir  Gegen  standsbuch  staben 
nennen1),  sodass  sie  nie  wie  diese 
Gegenstände,  sondern  nur  Func- 
tionen andeuten  sollen.  Zu  den 
Gegenstandsbuchstabeu  rech- 
neu wir  auch  die  kleinen  griechischen 

1)  mit  Ausnahme  von  das  einem 
besondern  Zwecke  yorbehalten  bleibt 
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Vokal buchstaben ,  da  sie  ohne  den 
Spiritus  lenis  nur  an  solchen  Stellen 
vorkommen,  wo  auch  Eigennamen 
stehen  können.  Auf  einen  Functions- 
buchstaben folgt  überall  in  seinem 
Gebiete  eine  Klammer,  deren 
Innenraum  eine  Stelle  oder  zwei 
durch  ein  Komma  getrennte  Stellen 
enthält,  jenachdem  der  Buchstabe 
eine  Function  mit  einem  oder  mit 
zwei  Argumenten  andeuten  soll.  Eine 
solche  Stelle  dient  zur  Aufnahme  des 
einfachen  oder  zusammengesetzten 
Zeichens,  das  ein  Argument  bedeutet 
oder  andeutet  oder,  wie  die  kleinen 
griechischen  Vokalbuchstaben ,  die 
Argumentstelle  einnimmt.  Es  ist 
klar,  dass  ein  Functionsbuchstabe  in 
seinem  Gebiete  überall  mit  einer 
oder  überall  mit  zwei  Argument- 
stellen vorkommen  muss.  Das  Ge- 
biet umfasst  bei  den  lateinischen 
Functionsbuchstaben  Alles,  was  ausser 
dem  Urtheilstriche  im  Satze  vorhan- 
den ist.  bei  den  deutschen  wird  es 
begrenzt  durch  eine  Höhlung  mit 
dem  alleinstehenden  deutschen  Buch- 
staben. Hierin  stimmt  der  Gebrauch 
der  Functionsbuchstaben  ganz  mit 
dem  der  Gegenstandsbuchstaben  über- 
ein. Zunächst  mag  dies  an  Beispielen 
erläutert  werden. 

§  20.  -si^tf>(a)  ist  nur  dann  das 
Wahre,  wenn  der  Werth  der  zuge- 
hörigen Function  <D(|)  für  jedes 
Argument  das  Wahre  ist.  Dann 
muss  also  &(!')  ebenfalls  das  Wahre 
sein.    Daraus  folgt,  dass  _  Wi  1 

immer  das  Wahre  ist,  was  auch  <*>(£) 
für  eine  Function  mit  einem  Argu- 
mente  sein  um*.     Hierbei  ist  die 


erste  Regel  des  §  8  zu  beachten, 
um    die  zugehörige  Function 

erkennen.     Schriebe  man   z.  B. 


zu 


1  ^(7  ;       A'(r,  q))',  so  hätte  man 

,L^f(a,  -^X(a,  Q)) 
nur  scheinbar  im  Ober-  und  Unter- 
gliede  den  Namen  derselben  Func- 
tion; in  Wahrheit  wäre  das  Unter- 
glied mit  dem  Functionsnamen 
Ml  ->^A'(o,  o))'  und  das  Ober- 
glied mit  dem  Functionsnamen 
-«UCK!,  «))'  gebildet.  Wir  ver- 
stehen nun  unter  .J-  f(i")'  den 

Wahrheitswerth  davon ,  dass  man 
stets  einen  Namen  des  Wahren  er- 
halte, welchen  Functionsnamen  man 
auch  an  die  Stelle  von  ,f  in   f(/')' 

einsetze.  Dieser  Wahrheitswerth  ist 
das  Wahre,  was  auch  ,/'  für  einen 
Gegenstand  bedeute:  Lin  f(«)-  Da 


hier  die  Höhlung  mit  dem  ,f  vom 
Urtheilstriche  nur  durch  einen  Wage- 
rechten getrennt  ist,  so  können  wir 
auch  unter  Wegfall  der  Höhlung 
statt  des  deutschen  einen  lateinischen 
Buchstaben  schreiben: 


\r-f\a) 


(Ha 


Man  könnte  dies  Gesetz  in  Worten 
etwa  so  wiedergeben :  Was  von  allen 
Gegenständen  gilt,  gilt  auch  von 
irgendeinem. 

Nach  §  7  hat  die  Function  mit 
zwei  Argumenten  |  =  £  als  Werth 
immer  einen  Wahrheitswerth ,  und 
zwar  das  Wahre  dann  und  nur  dann, 
wenn  das  C-  Argument  mit  dem 
^-Argumente  zusammenfällt.  Wenn 
I'=J  das  Wahre  ist,  so  ist  auch 
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^f_f(r)  das  Wahre;   d.  h.  wenn 

/'  dasselbe  ist  wie  J .  so  fällt  2' 
unter  jeden  Begriff,  unter  den  J 
fällt,  oder,  wie  man  auch  sagen 
kann,  so  gilt  jede  Aussage  von  r, 
die  von  J  gilt.  Aber  auch  umge- 
kehrt: wenn  l=J  das  Falsche  ist, 
so  gilt  nicht  jede  Aussage  von  /; 
die  von  J  gilt;  d.  h.  dann  ist 
t    f(/')    das    Falsche.     Es  fallt 

z.  B.  I'  nicht  unter  den  Begriff 
^■=Jy  unter  den  J  fällt.  Es  ist 
also  l'=/J  immer  derselbe  Wahr- 
heitswerth wie  _f.f(/').  Folglich 

fällt  -Jsj\(l')  unter  jeden  Begriff, 

unter  den  /'=  J  fällt;  also 


PMS) 


(in 

Wir  sahen  (§  3,  §  9),  dass  eine 
Werthverlaufsgleichheit  immer  in 
eine  Allgemeinheit  einer  Gleichheit 
umsetzbar  ist  und  umgekehrt: 

|.(f/{e)=a0(«))  =  (^fia)==0<a))  (V 

Hierbei  sind  die  ersten  Regeln  der 
§§  8  und  9  zu  beachten. 

§  21.  Um  nun  den  Gebrauch 
der  Functionsbuchstaben  allgemein 
erklären  zu  können,  bedürfen  wir 
noch  einer  Benennung,  die  jetzt  er- 
klärt werden  soll. 

Betrachten  wir  die  Namen 

Lfl  >o 

so  erkennen  wir  leicht,  dass  wir  sie 


aus  .-j^-d^a)'  *)  erhalten,  indem 
wir  den  Functionsnamen  der 
Reihe  nach  ersetzen  durch  die  Na- 
men der  Functionen  £*=4,  £>0, 
_£»  =  1.  Es  ist  klar,  dass  nur 
L|  >0 

Namen  von  Functionen  mit  einem 
Argumente,  nicht  Eigennamen  oder 
Namen  von  Functionen  mit  zwei 
Argumenten  eingesetzt  werden  kön- 
nen ;  denn  die  einzusetzende  Zeichen- 
verbindung muss  immer  offene  Argu- 
mentstellen haben  zur  Aufnahme  des 
Buchstaben  ,a' *)>  un(^  wenn  wir 
einen  Namen  einer  Function  mit  zwei 
Argximenten  einsetzen  wollten,  so 
würden  die  C-Argumentstellen  etwa 
unausgefullt  bleiben.  Um  z.  B.  den 
Namen  der  Function  tf^f,  t)  einzu- 
setzen, mochte  man  vielleicht  schrei- 
ben ,-,^^(0,  a)';  aber  dann  hätte 
man  in  Wahrheit  nicht  den  Namen  der 
Function  C)  eingesetzt,  sondern 
den  der  Function  mit  einem  Argu- 
mente £)  (1.  Regel  des  §  8). 
Wollte  man  schreiben  j-rw^^a,  2)', 
so  würde  man  auch  nur  den  Namen 
einer  Function  mit  einem  Argumente, 
2)  einsetzen.  Man  könnte  etwa 
das  ff  stehen  lassen:  ,.T%^,F(a,  £)' 
und  hätte  hier  eine  Function,  deren 
Argument  durch  angedeutet  wäre. 
Wir  fassen  dies  in  der  Betrachtung 
zusammen  mit  dem  Falle,  wo  das 
Argumentzeichen  in  ,A'(£)'  ersetzt 
wird  durch  ,(*>(£)':  ,X(0{^)y.  Man 
spricht  hier  gewöhnlich  von  einer 

~l)  VergL  §  13. 
2)  Dass  Functionen,  wie  £  =  £  oder 
5*  —  £ .  5,  die  für  jedes  Argument  denselben 
Werth  haben  man  konnte  sie  Constante 
nennen  — ,  doch  von  diesem  Werthe  (Gegen- 
stande) selbst  zu  unterscheiden  sind,  habe 
ich  in  meinem  Vortrage  Ober  Function 
und  Begriff  (S.  8)  gezeigt 
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Function  von  einer  Function,  aber 
ungenau ;  denn,  wenn  wir  uns  daran 
erinnern ,  dass  Functionen  von  den 
Gegenständen  grundverschieden  sind, 
und  dass  der  Werth  einer  Function  für 
ein  Argument  von  dieser  selbst  zu 
unterscheiden  ist,  so  erkennen  wir, 
dass  ein  Functionsname  niemals  die 
Stelle  eines  Eigennamens  einnehmen 
kann,  weil  er  leere  Stollen  ent- 
sprechend der  Ungesättigtheit  der 
Function  mit  sich  führt.  Wenn 
wir  sagen  ,die  Function  <Z>(£)S  s° 
dürfen  wir  nie  vergessen,  dass 
nur  in  der  Weise  zum  Functions- 
namen  gehört,  dass  es  die  Ungesät- 
tigtheit erkennbar  macht.  Als  Argu- 
ment der  Function  X(2f)  kann  also 
niemals  selbst  wieder  eine  Function 
auftreten,  wohl  aber  der  Werth  einer 
Function  für  ein  Argument,  etwa 
<D(2),  wobei  dann  der  Werth  ist 
X(<D<2)).  Wenn  wir  ,X(  ©(!))'  schrei- 
ben, so  deuten  wir  durch  ,<Z>(£)'  das 
Argument  nur  an ,  wie  wir  es  in 
,X(£y  durch  J*  andeuten.  Der  Func- 
tionsname ist  eigentlich  nur  ein  Theil 
von  ,<&(£)',  sodass  die  Function  hier 
nicht  als  Argument  von  X(£)  auf- 
tritt ,  weil  der  Functionsname  nur 
einen  Theil  der  Argumentstelle  aus- 
füllt.    So    kann   man    auch  nicht 


sagen. 


in 


^(a,  £)'  ^r 


Functionsname  £)'  die  Stelle  des 
Functionsnamens  ,<&(£)'  in  ,-T>!^r<D(a)' 
einnehme;  denn  er  füllt  nur  einen 
Theil  davon  aus,  während  ein  anderer 
Theü,  nämlich  die  Stelle  des 
noch  für  einen  Eigennamen  offen  ist. 
Functionen  mit  zwei  Argu- 
menten sind  von  Functionen 
mit  einem  Argumente  ebenso 
grundverschieden  wie  diese  von  den 


Function   <D(£)  durch 


Gegenständen.  Denn  während 
diese  ganz  gesättigt  sind,  sind 
die  Functionen  mit  zwei  Argumenten 
weniger  gesättigt,  als  die  mit  einem 
Argumente,  die  auch  schon  unge- 
sättigt sind. 

Wir  haben  also  in  1^y^rr<D(a)1 
einen  Ausdruck,  in  dem  wir  den 
Namen  der 

Namen  von  Functionen  mit 
Argumente  ersetzen  können ,  aber 
weder  durch  solche  von  Gegenstän- 
den, noch  durch  solche  von  Func- 
tionen mit  zwei  Argumenten.  Dies  ver- 
anlasst uns,  _rk^T.a'  =  4,  ^%^ra>0, 
-rJL-TTrr  a*  =  1  als  Werthe  derselben 
La  >0 

Function  -rvL-r<jp(a)  ^ur  verschiedene 
Argumente  aufzufassen.  Diese 
Argumente  sind  hier  aber  selbst 
wieder  Functionen,  nämlich  die  Func- 
tionen mit  einem  Argumente  £*=4, 
£>0,  _T^,  =  1;  und  nur  Func- 
L|  >0 

tionen  eines  Arguments  können  Ar- 
gumente unserer  Function  -rvf/-r  <y>(a) 
sein.  Wenn  wir  sagen  ,die  Function 
-r^rr  7>(a)',  so  vertritt  ,qp'  ebenso  das 
Argumentzeichen,  wie  in  dem 
Ausdrucke  ,die  Function  |2=4' 
einen  Eigennamen  vertritt,  der  als 
Argumentzoichen  erscheinen  könnte. 
Ebensowenig  wie  im  letzten  Falle 
gehört  ,q>1  in  unserm  mit  zur  Func- 
tion. Wir  nennen  nun  die  Functionen, 
deren  Argumente  Gegenstände  sind, 
Functionen  erster  Stufe;  die 
Functionen  dagegen,  deren  Argu- 
mente Functionen  erster  Stufe  sind, 
mögen  Functionen  zweiter 
Stufe  heissen.  Der  Werth  unserer 
Function  ^^.q^a)  ist  immer  ein 
Wahrheitswerth ,    welche  Function 
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erster  Stufe  wir  auch  als  Argument 
nehmen  mögen.  In  Uebereinstim- 
mung  mit  dem  Frühem  werden  wir 
sie  demnach  Begriff  nennen,  und 
zwar  Begriff  zweiter  Stufe 
zum  Unterschiede  von  den  Be- 
griffen erster  Stufe,  die  Func- 
tionen erster  Stufe  sind. 

Unsere  Function  .^^.^(a)  hatte 
für  die  vorhin  genommenen  Argu- 
mente als  Werth  das  Wahre.  Neh- 
men wir  nun  als  Argument  die  Func- 
tion _£'  =  —  1,  so  erhalten  wir 
L£  >0 

in   -r^-nir  a8  = — 1    das  Falsche, 
La  >0 

weil  es  keine  positive  Cubikwurzel 
aus  —  1  giebt.  Ebenso  ist  der 
Werth  unserer  Function  für  das  Ar- 
gument £  +  3  das  Falsche;  denn 
wir  können  _T>^^ra-f-3  immer  er- 
setzen  durch  -r£sr(  o-f"3),  und 

dies  ist  das  Falsche,  weil  der  Werth 
der  Function  — £  +  3  immer  das 
Falsche  ist,  wenn  wir  nämlich  das 
Pluszeichen  so  erklärt  voraussetzen, 
dass  für  kein  Argument  der  Werth 
der  Fnnction  £-+-3  das  Wahre  ist. 

§  28.  Eine  andere  Function 
zweiter  Stufe  haben  wir  in 


Dagegen : 


a  e 


a=e 
<p(a) 


wo  ,(jp*  wieder  das  Zeichen  des  Ar- 
guments vertritt.  Dir  Werth  ist  das 
Wahre  für  jeden  Begriff  erster  Stufe 
als  Argument,  unter  den  nicht  mehr 
als  ein  einziger  Gegenstand  fällt. 
Demnach 

•Yci-.  |ir!i::: 

I  «+1=3         I  rQ  =  a 


a  =e 
a*  =  l 


Eine  Function  zweiter  Stufe  haben 
wir  auch  in  <]p(2).  Die  Werthe  die- 
ser Function  sind  theils  Wahrheits- 
werthe,  wie  z.  B.  für  die  Argumente 
£+1  =  4,  denen  die 
Werthe  2  +  2  =  2.2  und  2  +  1  =  4 
entsprechen,  theils  andere  Gegen- 
stände, wie  z.  B.  die  Zahl  3  für  das 
Argument  £+1.  Diese  Function 
zweiter  Stufe  ist  von  der  blossen 
Zahl  2  verschieden,  da  sie  wie  alle 
Functionen  ungesättigt  ist. 

Die  Function  zweiter  8tufe  —  tp(2) 
unterscheidet  sich  von  der  vorigen 
dadurch,  dass  ihr  Werth  immer  ein 
Wahrheitswerth  ist  Sie  ist  also  ein 
Begriff  zweiter  Stufe,  den  wir  Eigen- 
schaft der  Zahl  2  nennen  können; 
denn  jeder  Begriff,  unter  den  die 
Zahl  2  fällt,  fällt  unter  diesen  Be- 
griff zweiter  Stufe,  und  alle  andern 
Functionen  erster  Stufe  mit  einem 
Argumente  fallen  nicht  unter  diesen 
Begriff  zweiter  Stufe1). 

Auch  in 

Lv=2 

haben  wir  einen  Begriff  zweiter  Stufe, 
den  wir  nennen  könnten :  Eigenschaft 
der  Zahl  2,  welche  dieser  ausschliess- 
lich zukommt. 

Ein  Begriff  zweiter  Stufe  ist  auch 
-si^^a).  Eine  Function  zweiter 
Stufe,  die  kein  Begriff  ist,  haben 
wir  in  £<p{e). 

Um  ein  Beispiel  aus  der  Analysis 


1)  VergL 


s.  a 
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zu  haben,  betrachten  wir  den  Diffe- 
rentialquotienton  einer  Function.  Wir 
sehen  diese  als  Argument  an.  Neh- 
men wir  eine  bestimmte  Function, 
z.  B.  !•*  als  Argument,  so  erhalten 
wir  zui. uchst  wieder  eine  Function 
erster  Stufe  2 .  £ ,  und  erst ,  wenn 
wir  als  Argument  dieser  einen  Gegen- 
stand, z.  B.  die  Zahl  3  nehmen,  er- 
halten wir  als  Werth  einen  Gegen- 
stand :  die  Zahl  6.  Der  Differential- 
quotient ist  demnach  als  Function 
mit  zwei  Argumenten  anzusehn,  von 
denen  das  eine  eine  Function  erster 
Stufe  mit  einem  Argumente,  das 
andere  ein  Gegenstand  sein  muss. 
Wir  können  ihn  deshalb  ungleich- 
stafige  Function  mit  zwei  Argu- 
menten nennen.  Aus  dieser  erhalten 
wir  eine  Function  zweiter  Stufe  mit 
einem  Argumente;  indem  wir  sie 
mit  einem  Gegenstandsargumonte  — 
z.  B.  der  Zahl  3  —  sättigen;  d.  h. 
indem  wir  bestimmen,  dass  der  Diffo- 
rentialquotient  für  das  Argument  3 
gebildet  werden  solle  1 ). 

Eine  ungleichstufige  Function  mit 
zwei  Argumenten  haben  wir  auch  in 
—  (f>{£),  wo  die  Stelle  des  Gegen- 
standsarguments und  ,{jp( )'  die  des 
Functionsarguments  einnimmt  und 
kenntlich  macht.  Da  der  Werth 
dieser  Function  stets  ein  Wahrheits- 
werth ist,  können  wir  sie  ungleich- 
stufige Beziehung   nennen.     Es  ist 

1)  Es  man  hierbei  wie  bei  allen  der 
Arithmetik  entnommenen  Beispielen  voraus- 
gesetzt werden,  dass  die  Zeichen  der  Addi- 
tion, Maltiplication  u.  s.  w.  sowie  das  des 
Differentialquotienten  so  definirt  seien,  dass 
ein  aas  ihnen  and  Eigennamen  rechtmässig 
gebildeter  Name  immer  eine  Bedeutung 
habe,  was  freilich  die  üblichen  Definitionen 
nicht  leisten,  weil  dabei  immer  nur  auf 
Zahlen  Bedacht  genommen  wird,  i 
ohne  dass  gesagt  würde,  was  Zahl  sei 


die  Beziehung  eines  Gegenstandes 
zu  einem  Begriffe,  unter  den  er  fallt, 

Gleichstufige  Beziehungen  zwei- 
ter Stufe  haben  wir  in         (jf\a)  und 

Li//(a) 

^»     <jp(a) ,  wo       und       die  Argu- 
L  (/>(a) 

mentstellen  kenntlich  machen.  In 
der  letzten  Beziehung  stehen  z.  B. 
die  Begriffe  £3  =  1  und  =  1  ; 
denn  wir   haben   LJLr«-a3  =  l,  in 


Worten:  mindestens  eine  Quadrat- 
wurzel aus  1  ist  auch  Cubikwurzol 
aus  1. 

§  23.  In  den  bisher  gegebenen 
Beispielen  hatten  wir  als  Argumente 
Functionen    mit  einem  Argumente; 

-r^r^Lrr  <T(a»  0  e*n  Begaff  zweiter 
Stufe,  dessen  Argument  eine  Func- 
tion mit  zwei  Argumenten  sein  muss. 
Unter  diesen  Begriff  fallen  alle  Be- 
ziehungen, für  welche  es  Gegenstände 
giebt,  die  in  ihr  stehn.  Man  kann 
nämlich  auch  Beziehungen  angeben 
—  man  könnte  sie  leere  nennen  — , 
in  denen  keine  Gegenstände  zu  ein- 
ander stehen  ,  z.  B.      2 .  § ss  2 .  £ ; 

denn  [TT>1^S^  2 .  a  =  2  e. 

Um  noch  ein  Beispiel  für  diesen 
Fall  zu  haben,  suchen  wir  die  Ein- 
deutigkeit einer  Beziehung  aus- 
zudrücken. Darunter  verstehen  wir, 
dass  es  für  jedes  ^-Argument  nicht 
mehr  als  ein  »-Argument  gebe  der 
Art,  dass  der  Werth  unserer  Func- 
tion (Beziehung)  X($,  V)  das  Wahre 
wird.  Wir  können  auch  sagen: 
wenn  daraus,  dass  a  zu  b  in  dieser 
Beziehung  steht  und  dass  a  zu  c  in 
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dieser  Beziehung  steht,  allgemein 
folgt,  dass  b  mit  c  zusammenfalle, 
so  sagen  wir,  diese  Beziehung  sei 
eindeutig.  Oder:  wenn  daraus,  dass 
X(a,  b)  das  Wahre  ist  und  dass 
\(a.  c)  das  Wahre  ist,  allgemein 
folgt,  dass  C  =  b  das  Wahre  ist,  so 
nennen  wir  die  Function  X(£,  C)  eine 
eindeutige  Beziehung,  sofern  sie  eine 
Beziehung  ist. 

b  =  a 
Xfc  o) 
Xfe  b) 

muss  das  Wahre  sein,  wenn  die  Be- 
ziehung —  X($,  £)  eindeutig  sein 
soll.  Setzen  wir  für  ,X'  das  Argu- 
mentstellen kenntlich  machende  ,<p', 
so  erhalten  wir  in 


wir  als  Argument  die  Function 
!  =  nehmen: 


1  »>) 


den  Namen  einer  Function  zweiter 
Stufe,  die  als  Argument  eine  Func- 
tion mit  zwei  Argumenten  verlangt. 
Diese  Function  zweiter  Stufe  ist  ein 
Begriff  zweiter  Stufe,  unter  den  alle 
eindeutigen  Beziehungen,  aber  auch 
solche  Functionen  AT(£,  £)  fallen,  Tür 
welche  — X(£,  £)  eine  eindeutige 
Beziehung  ist.  Die  Eindeutigkeit 
ist  hier  immer  in  der  Richtung  vom 
£-  zum  ^-Argumente  gemeint.  Neh- 
men wir  als  Argument  unserer 
Function  zweiter  Stufe  die  Function 
=  t,  so  erhalten  wir  als  Functions- 
werth 

b  =a 


— ri;.=; 

I  e*  =  b 


C     b  0 


b  =  a  ') 
e  =  a* 
e  =  b2 


d.  i.  das  Wahre,  während  das  Falsche 
als  Functionswerth  erscheint,  wenn 


Wir  erkennen  aus  diesen  Bei- 
spielen die  grosse  Mamüchfaltigkeit 
der  Functionen.  Wir  sehen  auch, 
dass  es  grundverschiedene  Functionen 
giebt,  da  die  Argumentstellen  grund- 
verschieden sind.  Diejenigen  näm- 
lich, welche  zur  Aufnahme  von  Eigen- 
namen geeignet  sind,  können  keine 
Namen  von  Functionen  aufnehmen 
und  umgekehrt.  Die  Argumentstellen 
ferner,  welche  Namen  von  Func- 
tionen erster  Stufe  mit  einem  Argu- 
mente aufnehmen  können,  sind  un- 
fähig, solche  von  Functionen  erster 
Stufe  mit  zwei  Argumenten  aufzu- 
nehmen. Wir  unterscheiden  demnach: 

Argumente     erster  Art: 

Gegenstände ; 
Argumente    zweiter  Art: 

Functionen   erster  Stufe  mit 

einem  Argumente; 
Argumente    dritter  Art: 

Functionen   erster   Stufe  mit 

zwei  Argumenten. 

Ebenso  unterscheiden  wir: 

Argumentstellen  erster 
Art,  die  zur  Aufnahme  von  Eigen- 
namen geeignet  sind; 

Argumentstellen  zweiter 
Art,  die  zur  Aufnahme  von  Namen 
von  Functionen  erster  Stufe  mit 
einem  Argumente  geeignet  sind; 

Argumentstellen  dritter 
Art,  die  zur  Aufnahme  von]Namen 


1)  bei  geeigneter  Definition  von  für 
Argumente,  welche  nicht  Zahlen  sind. 
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von  Functionen  erster  Stufe  mit  zwoi 
Argumenten  geeignet  sind. 

Eigennamen  und  Gegenstands- 
buchstaben sind  passend  für  die 
Argumentstellen  erster  Art;  Namen 
von  Functionen  erster  Stufe  mit  einem 
Argumente  sind  passend  für  die 
Argumentstellen  zweiter  Art ;  Namen 
von  Functionen  erster  Stufe  mit  zwei 
Argumenten  sind  passend  für  die 
Argumentstellen  dritter  Art.  Die 
Gegenstände  und  Functionen,  deren 
Namen  passend  sind  für  die  Argu- 
mentstellen  des  Namens  einer  Func- 
tion, sind  passende  Argumente 
für  diese  Function.  Functionen  mit 
einem  Argumente,  für  welche  Argu- 
mente zweiter  Art  passend  sind, 
nennen  wir  Functionen  zwei- 
ter Stufe  mit  einem  Argu- 
mente zweiter  Art;  Functionen 
mit  einem  Argumente,  für  welche 
Argumente  dritter  Art  passend  sind, 
nennen  wir  Functionen  zweiter 
Stufe  mit  einem  Argumente 
dritter  Art. 

Wie  wir  in  ^^o  =  a  den  Werth 
der  Function  zweiter  Stufe  _^.<jp(o) 
für  das  Argument  i;  =  £  haben ,  so 
können  wir  -J_f(l-|-1)  als  Werth 

einer  Function  dritter  Stufe  an- 
sehn für  das  Argument  _^p(l-f-l), 

L/>(2) 

das  selbst  eine  Function  zweiter 
Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter 
Art  ist. 

§  24.  Es  ist  nun  möglich,  den 
Gebrauch  der  Functionsbuchstaben 
allgemein  zu  erklären. 

Wenn  auf  eine  Höhlung  mit 
einem  deutschen  Functionsbuchstaben 


eine  Zeichen  Verbindung  folgt,  zu- 
sammengesetzt aus  dem  Namen  einer 
Function  zweiter  Stufe  mit  einem 
Argumente  und  diesem  Functions- 
buchstaben, der  die  Argumentstellen 
ausfüllt,  so  bedeutet  dies  Ganze  das 
Wahre,  wenn  der  Werth  jener  Func- 
tion zweiter  Stufe  für  jedes  passende 
Argument  das  Wahre  ist;  in  allen 
andern  Fällen  bedeutet  es  das 
Falsche.  Welche  Stellen  Argument- 
stellen der  zugehörigen  Function 
zweiter  Stufe  sind ,  ist  nach  der 
ersten  Regel  des  §  8  zu  beurtheilen. 
Auch  die  zweite  Regel  des  §  8  hat 
für  Functionsbuchstaben  ebenso  Gel- 
tung wie  für  Gegenstandsbuchstaben. 

Wir  haben  hiermit  zwei  Func- 
tionen dritter  Stufe  eingeführt,  deren 
Namen  so 

,^p(ft0)'  und  ,^L^y(\({i,  y))< 

aussehn  mögen ,  indem  wir  mit  ,ft£ 
und  ,/ißY'  die  Argumentstelle  hier 
ebenso  kenntlich  machen,  wie  wir 
die  Argumentstellen  zweiter  und 
dritter  Art  mit  ,<jp'  und  ,*/>'  und  die 
erster  Art  mit  und  kenntlich 
machen.  ,ft^  und  ,ft^  sollen  übri- 
gens ebenso  wenig  wie  jene  Buch- 
staben Zeichen  der  Begriffsschrift 
sein,  sondern  uns  nur  vorläufig  die- 
nen. Nehmen  wir  als  Argumente 
für  die  erste  dieser  Functionen  der 
Reihe  nach  die  Functionen  zweiter 
Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter 
Art  ^<p{a),  <jr<2),  ^p^-c^e,  so 

L  </>(*) 
I  <p(a) 

erhalten  wir  als  Werthe  -vi^w-f(a), 
1  Ka) 
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§  25.  Wir  bedürfen  noch  einer  Ausdrucks  weise  für  die  Allgemein- 
heit hinsichtlich  der  Functionen  zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter 
Art.  Man  könnte  meinen,  dass  dies  noch  längst  nicht  genügte ;  aber  wir 
worden  sehen,  dass  wir  mit  dieser  auskommen,  und  dass  auch  sie  nur  in 
einem  einzigou  Satze  vorkommt.  Es  mag  hier  zunächst  nur  kurz  bemerkt 
werden,  dass  diese  Sparsamkeit  dadurch  möglich  wird,  dass  die  Functionen 
zweiter  Stufe  in  gewisser  Weise  durch  Functionen  erster  Stufe  vertreten 
worden  können,  wobei  die  Functionen,  die  als  Argumente  jener  erscheinen, 
durch  ihre  Werthverläufe  vertreten  werden.  Doch  die  dazu  nöthige  Be- 
zeichnungsweiso  gehört  nicht  zu  den  ursprünglichen  der  Begriffsschrift; 
wir  werden  sie  später  mittels  unserer  Urbezoichungen  einführen.  Da  unsere 
Ausdrucksweise  nur  in  einem  einzigen  Satze  gebraucht  wird,  ist  es  un- 
nöthig,  sie  ganz  allgemein  zu  erklären. 

Wir  deuten  eine  Function  zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter 
Art  so  an: 

mittels  des  lateinischen  Functionsbuchstabon  wie  wir 

mit  eine  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  andeuten.    ,q\  )l 

macht  hier  die  Argumentteile  kenntlich ,  wie       es  in  thut.  Der 

Buchstabe  füllt  hier  in  der  Klammer  die  Stelle  des  Arguments  der  als 
Argument  auftretenden  Function  aus.  Der  Gebrauch  von  ,M^(<p(ß)y  ist 
für  Functionen  zweiter  Stufe  ganz  entsprechend  dem  von  ,/(£)'  für  Func- 
tionen erster  Stufe.  Wir  bedienen  uns  dieses  Allgcmeinheitsausdrucks  iu 
folgendem  Gesetze 

UL-MtfM)  (Hb 

in  Worten:  Was  von  allen  Functionen  erster  Stufe  mit  einem  Argumente 
gilt,  das  gilt  auch  von  irgendeiner.  Dies  Gesetz  ist  offenbar  das  für  unsere 
Functionen  zweiter  Stufe,  was  (IIa)  für  Functionen  erster  Stufe  ist.  Dem 
Buchstabon  /'  in  (IIa)  entspricht  hier  ,Mal,  dem  ,a4  in  (IIa)  entspricht 
hier  /*  und  dem  ,a'  ,f.  Es  sei  Q^tfiß))  eine  Function  zweiter  Stufe 
mit  einem  Argumente  zweiter  Art,  dessen  Stelle  durch  kenntlich  ge- 
macht ist.  Dann  ist  ßß(f(/?))  nur  dann  das  Wahre ,  wenn  für  jedes 
passende  Argument  der  Werth  unserer  Function  zweiter  Stufe  das  Wahre 
ist.    Dann  muss  auch  #ß(<D(/?))  das  Wahre  sein.    Mithin  ist 

ßßW)) 

immer  das  Wahre,  was  auch  für  eine  Function  erster  Stufe  mit  einem 

Argumente  sein  möge,  einerlei  ob  das  Wahre  oder  das  Falsche 

ist :  und  das  besagt  unser  Gesetz  (II  b)  allgemein  für  jede  Function  zweiter 
Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter  Art. 

1)  Dieter  Buchstabe  ist  ako  kein  GegenstandabuchBtabe. 
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2.  Definitionen. 

Allgemeines. 

§  26.  Ks  Hollen  nun  die  bisher  erklärten  Zeichen  benutzt  werden, 
um  neue  Namen  einzuführen.  Bevor  ich  jedoch  auf  die  Regeln  eingehe, 
die  dabei  zu  befolgen  sind,  wird  es  zur  Verständigung  dienlich  sein,  die 
Zeichen  und  Zeichonverbindungen  in  Arten  einzuteilen  und  diese  zu  be- 

Die  deutschen,  lateinischen  und  griechischen  Buchstaben  will  ich  in 
der  Begriffsschrift  nicht  Namen  nennen,  weil  sie  nichts  bedeuten  sollen. 
Dagegen  nenne  ich  z.  B.  ,_v^-a  =  a*  einen  Namen,  weil  es  das  Wahre 
bedeutet ;  es  ist  ein  E i g e n n a m e.  Ich  nenne  also  Eigennamen  oder 
Namen  eines  Gegenstandes  ein  Zeichen,  welches  einen  Gegenstand  be- 
deuten soll,  mag  es  einfach  oder  zusammengesetzt  sein,  aber  nicht  ein 
solches,  welches  einen  Gegenstand  nur  andeutet. 

Wenn  wir  von  einem  Eigennamen  einen  Eigennamen,  der  einen  Theil 
von  jenem  bildet  oder  mit  ihm  zusammenfällt,  an  einigen  oder  allen  Stellen, 
wo  er  vorkommt,  ausschliessen ,  so  jedoch,  dass  diese  Stellen  als  durch 
einen  und  denselben  beliebigen  Eigennamen  auszufüllen  (als  Argument- 
steilen  erster  Art)  kenntlich  bleiben,  so  nenne  ich  das,  was  wir  da- 
durch erhalten,  Namen  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente. 
Ein  solcher  Name  bildet  zusammen  mit  einem  Eigennamen,  der  die  Argu- 
mentstellen ausfüllt,  einen  Eigennamen.  Demnach  haben  wir  auch  in 
selbst  einen  Functionsnamen ,  wenn  der  Buchstabe  nur  die  Argument- 
stelle kenntlich  machen  soll.  Die  hierdurch  benannte  Function  hat  die 
Eigenschaft,  dass  ihr  Werth  für  jedes  Argument  mit  diesem  zusammenfällt. 

Wenn  wir  von  einem  Namen  einer  Function  orster  Stufe  mit  einem 
Argumente  einen  Eigennamen,  der  einen  Theil  von  jenem  bildet,  an  allen 
oder  einigen  Stellen,  wo  er  vorkommt,  ausschkessen,  so  jedoch,  dass  diese 
Stellen  als  durch  einen  und  denselben  beliebigen  Eigennamen  auszufüllen 
als  Argumentstollen  erster  Art)  kenntlich  bleiben,  so  nenne  ich  das,  was 
wir  dadurch  erhalten,  Namen  einer  Function  erster  Stufe  mit  zwei  Argu- 
menten. 

Wenn  wir  von  einem  Eigennamen  einen  Namen  einer  Function  erstor 
Stufe,  der  einen  Theil  von  jenem  bildet,  an  allen  oder  einigen  Stellen,  wo 
er  vorkommt,  ausschliessen,  so  jedoch,  dass  diese  Stellen  als  durch  einen 
und  denselben  beliebigen  Namen  einer  Function  erster  Stufe  auszufüllen 
(als  Argumentstellen  zweiter  oder  dritter  Art)  kenntlich  bleiben,  so  nenne 
ich  das,  was  wir  dadurch  erhalten,  Namen  einer  Function  zweiter  Stufo 

1)  VergL  §  17. 
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mit  einem  Argumente,  und  zwar  zweiter  oder  dritter  Art,  jenachdem  die 
Argumentstellen  zweiter  oder  dritter  Art  sind. 

Namen  von  Functionen  nenne  ich  kurz  Function sn amen. 

Es  ist  nicht  nöthig,  diese  Erklärungen  von  Namenarten  weiter  fort- 
zusetzen. 

Wenn  wir  in  einem  Eigennamen  Eigennamen,  die  einen  Thoil  von 
ihm  bilden  oder  mit  ihm  zusammenfallen,  durch  Gegonstandsbuchstaben, 
Fnnctionsnamen  durch  Functionsbuchstaben  ersetzen,  so  nenne  ich  das,  was 
wir  dadurch  erhalten,  Gegenstandsmarke  oder  Marke  eines  Gegen- 
standes. Geschieht  jene  Ersetzung  nur  durch  lateinische  Buchstaben,  so 
nenne  ich  die  erhaltene  Marke  lateinische  Gegenstandsmarke. 
Auch  die  Gegenstandsbuchstaben  sind  also  Gegenstandsmarken  und  die 
lateinischen  Gegenstandsbuchstaben  sind  lateinische  Gegenstandsmarken. 

Ein  Zeichen  (Eigennamen  oder  Gegenstandsmarke),  das  nur  aus  dem 
Functionsnamen  =  und  Eigennamen  oder  Gegenstandsmarken  besteht, 
die  an  den  beiden  Argumentstellen  stehen,  nenne  ich  Gleichung. 

Wenn  wir  in  einem  Functionsnamen  Eigennamen  durch  Gegenstands- 
buchstaben, Functionsnamen  durch  Functionsbuchstaben  ersetzen,  so  nenne 
ich  das.  was  wir  dadurch  erhalten,  Functionsmarke,  und  zwar  Marke 
einer  Function  derselben  Art  wie  die,  aus  deren  Namen  sie  hervorgegangen 
ist.  Geschieht  jene  Ersetzung  nur  durch  lateinische  Buchstabon,  so  nenne 
ich  die  erhaltene  Marke  lateinische  Marke  einer  Function.  Auch  die 
Functionsbuchstaben  sind  Functionsmarken  und  die  lateinischen  Functions- 
buchstaben sind  lateinische  Functionsmarken. 

Den  Urtheilstrich  rechne  ich  weder  zu  den  Namen  noch  zu  den 
Marken;  er  ist  ein  Zeichen  eigner  Art.  Ein  Zeichen,  welches  aus  einem 
Urtheilstricho  und  einem  mit  einem  Wagerechten  angefügten  Namen  eines 
Wahrheit« werthes  besteht,  nenne  ich  Begriffsschriftsatz  oder  Satz, 
wo  kein  Zweifel  sein  kann.  Ebenso  nenne  ich  Begriffsschriftsatz 
(oder  Satz)  ein  Zeichen,  das  aus  einem  Urtheilstriche  und  einer  mit  einem 
Wagerechten  angeführten  lateinischen  Marke  eines  Wahrheitswerthes  besteht. 

Zeichen  wie 

,(«):  /«,  #::=  =  =  =  =  =',    ,(«)::  '  ,XS 

die  zwischen  den  Sätzen  stehn,  um  anzudeuten,  wie  der  folgende  sich  aus 
dem  vorhergehenden  ergiebt,  nenne  ich  Zwischenzeichen. 

§  27.  Um  nun  neue  Zeichen  mit  den  schon  bekannten  einzuführen, 
bedürfen  wir  des  D  e  f  i n i  ti  o n  s d  o p  pe  ls tri c h  es ,  der  als  verdoppelter 
Urtheilstrich  mit  einem  Wagerechten  verbunden  in 

erscheint  und  statt  des  Urtheilstriches  gebraucht  wird,  wo  nicht  geurtheilt, 
sondern  definirt  werden  soll.    Wir  fuhren  durch  eine  Definition  einen 
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neuen  Namen  ein,  indem  wir  bestimmen,  dass  er  denselben  Sinn  und  die- 
selbe Bedeutung  haben  solle  wie  ein  aus  bekannten  Zeichen  zusammen- 
gesetzter. Dadurch  wird  nun  das  neue  Zeichen  gleichbedeutend  mit  dem 
erklärenden ;  die  Definition  geht  also  sofort  in  einen  Satz  über.  Wir  dürfen 
daher  eine  Definition  wie  einen  Satz  anziehen  und  dabei  den  Definitions- 
strich durch  den  Urtheilstrich  ersetzen. 

Eine  Definition  wird  hier  immer  in  der  Form  einer  Gleichung  mit 
davor  gesetztem  ,||.4  dargestellt.  Wir  wollen  immer  auf  die  linke  Seite 
des  Gleichheitszeichens  das  erklärende,  auf  die  rechte  das  erklärte  Zeichen 
schreiben.    Jenes  wird  aus  bekannten  Zeichen  zusammengesetzt  sein. 

§  28.  Für  die  Definitionen  stelle  ich  nun  folgenden  obersten  Grund- 
satz auf: 

Rechtmässig  gebildete  Namen  müssen  immer  etwas  bedeuten. 
Rechtmässig  gebildet  nenne  ich  einen  Namen ,  wenn  er  nur  aus 
solchen  Zeichen  besteht,  welche  ursprünglich  oder  durch  Definition  einge- 
führt sind,  und  wenn  diese  Zeichen  nur  als  das  verwendet  sind,  als  was 
sie  eingeführt  sind,  also  Eigennamen  als  Eigennamen,  Namen  von  Func- 
tionen erster  Stufe  mit  einem  Argumente  als  solche  u.  s.  w.,  sodass  die 
Argumentstellen  immer  durch  passende  Namen  oder  Marken  ausgefüllt 
sind.  Zur  rechtmässigen  Bildung  gehört  ferner,  dass  die  deutschen 
und  die  kleinen  griechischen  Buchstaben  immer  nur  so  verwendet  werden, 
wie  es  ihrem  Zwecke  gemäss  ist.  Ein  deutscher  Buchstabe  darf  also  über 
einer  Höhlung  nur  stehen,  wenn  auf  diese  Höhlung  unmittelbar  eine  Marke 
eines  Wahrheitswerthes  folgt,  zusammengesetzt  aus  dem  Namen  oder  der 
Marke  einer  Function  mit  einem  Argumente  und  demselben  deutschen 
Buchstaben  an  den  Argumentstellen.  Ein  Functionsbuchstabe  muss  in 
seinem  Gebiete  überall  entweder  mit  einer  oder  mit  zwei  Argumentstellen 
vorkommen.  Ein  deutscher  Buchstabe  darf  an  einer  Argumentstelle  nur 
stehen ,  wenn  eine  Höhlung  mit  demselben  Buohstaben  links  davor  steht, 
die  sein  Gebiet  abgrenzt.  Ueber  einer  Höhlung  darf  nur  ein  deutscher 
Buchstabe  stehen.  Ein  kleiner  griechischer  Vokalbuchstabe  darf  unter 
dem  Spiritus  lenis  nur  dann  stehen,  wenn  sich  daran  unmittelbar  folgend 
eine  Gegenstandsmarke  schliesst,  zusammengesetzt  aus  einem  Namen  oder 
einer  Marke  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  und  aus 
demselben  griechischen  Buchstaben,  der  die  Argumentstellen  ausfüllt.  Ein 
kleiner  griechischer  Vokalbuchstabe  darf  an  einer  Argumentstelle  nur 
stehen,  wenn  derselbe  mit  dem  Spiritus  lenis  sein  Gebiet  abgrenzend  vor- 
hergeht. Mit  dem  Spiritus  lenis  darf  nur  ein  kleiner  griechischer  Vokal- 
buchstabe vorkommen. 

§  29.  Wir  beantworten  nun  die  Frage:  wann  bedeutet  ein  Name 
etwas?  und  beschränken  uns  auf  folgende  Fälle. 

Ein  Name  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  hat  dann 
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eine  Bedeutung  (bedeutet  etwas,  ist  bedeutungsvoll),  wenn  der 
Eigenname ,  der  aus  diesem  Functionsnamen  dadurch  entsteht ,  dass  die 
Argumentstellen  mit  einem  Eigennamen  ausgefüllt  werden,  immer  dann 
oine  Bedeutung  hat,  wenn  dieser  eingesetzte  Name  etwas  bedeutet. 

Ein  Eigenname  hat  eine  Bedeutung,  wenn  der  Eigenname  immer 
eine  Bedeutung  hat,  der  dadurch  entsteht,  dass  jener  die  Argumentstellen 
eines  bedeutungsvollen  Namens  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem 
Argumente  ausfüllt,  und  wenn  der  Name  einer  Function  erster  Stufe  mit 
einem  Argumente  immer  eine  Bedeutung  hat,  der  dadurch  entsteht,  dass 
der  zu  prüfende  Eigenname  die  if-Argumentstellen  eines  bedeutungsvollen 
Namens  einer  Function  erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten  ausfüllt,  und 
wenn  dasselbe  auch  für  die  t-Argumentstellen  gilt. 

Ein  Name  einer  Function  erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten  hat  dann 
eine  Bedeutung,  wenn  der  Eigenname  immer  eine  Bedeutung  hat,  der 
aus  diesem  Functionsnamen  dadurch  entsteht,  dass  die  Argumentstellen 
mit  einem  bedeutungsvollen  Eigennamen  und  dass  auch  die  C-Argument- 
stfllen  mit  einem  bedeutungsvollen  Eigennamen  ausgefüllt  werden. 

Ein  Name  einer  Function  zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter 
Art  hat  eine  Bedeutung,  wenn  allgemein  daraus,  dass  der  Name  einer 
Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  etwas  bedeute,  folgt,  dass  der 
durch  seine  Einsetzung  in  die  Argumentstellen  unserer  Function  zweiter 
Stufe  entstehende  Eigenname  eine  Bedeutung  habe. 

Folglich  bildet  jeder  Name  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem 
Argumente,  welcher  mit  jedem  bedeutungsvollen  Eigennamen  einen  be- 
deutungsvollen Eigennamen  bHdet,  auch  mit  jedem  bedeutungsvollen  Namen 
einer  Function  zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter  Art  einen 
bedeutungsvollen  Namen. 

Der  Name  ^1,-/*  a(f (/?))'  einer  Function  dritter  Stufe  ist  bedeutungsvoll, 
wenn  allgemein  daraus,  dass  ein  Name  einer  Function  zweiter  Stufe  mit 
einem  Argumente  zweiter  Art  etwas  bedeute,  folgt,  dass  auch  der  durch 
dessen  Einsetzung  in  die  Argumentstelle  von  ,Srft$(Mß)y  entstehende 
Eigenname  eine  Bedeutung  habe. 

§  30.  Diese  Sätze  sind  nicht  als  Erklärungen  der  Worte  ,eine  Be- 
deutung haben'  oder  .etwas  bedeuten'  aufzufassen ,  weil  ihre  Auwendung 
immer  voraussetzt,  dass  man  einige  Namen  schon  als  bedeutungsvolle  er- 
kannt habe;  sie  können  aber  dazu  dienen,  den  Kreis  solcher  Namen 
allmählich  zu  erweitern.  Es  folgt  aus  ihnen,  dass  jeder  aus  bedeutungs- 
vollen Namen  gebildete  Name  etwas  bedeutet.  Diese  Bildung  geschieht 
so,  dass  ein  Name  Argumentstellen  eines  andern  ausfüllt,  die  für  ihn 
passend  sind.  So  entsteht  ein  Eigenname  aus  einem  Eigennamen  und  einem 
Namen  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  oder  aus  einem 
Namen  einer  Function   erster  Stufe    und    einem   Namen   einer  Function 
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zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente  oder  aus  dem  Namen  einer  Function 
zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente  zweiter  Art  und  dem  Namen  ,-w-//3(f(/f))' 
einer  Function  dritter  Stufe.  So  entsteht  der  Name  einer  Function  erster 
Stufe  mit  einem  Argumente  aus  einem  Eigennamen  und  einem  Namen  einer 
Function  erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten.  Die  so  gebildeten  Namen 
können  in  derselben  Weise  weiter  zur  Bildung  von  Namen  verwendet 
werden,  und  alle  so  entstehenden  Namen  sind  bedeutungsvoll,  wenn  die 
ursprünglichen  einfachen  es  sind. 

Ein  Eigenname  kann  nur  dadurch  bei  dieser  Bildung  zur  Verwendung 
kommen,  dass  er  die  Argumentstellen  einer  der  einfachen  oder  zusammen- 
gesetzten Functionen  erster  Stufe  ausfüllt.  Zusammengesetzte  Namen  von 
Functionen  erster  Stufe  entstehen  in  der  angegebenen  Weise  nur  aus 
einfachen  Namen  von  Functionen  erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten  da- 
durch,  dass  ein  Eigenname  die  !•-  oder  die  £-Argumentstellen  ausfüllt.  Die 
übrigbleibenden  Argumentstellen  des  zusammengesetzten  Functionsnamens 
sind  also  immer  auch  solche  eines  einfachen  Namens  einer  Function  mit 
zwei  Argumenten.  Daraus  folgt,  dass  ein  Eigenname,  welcher  Theil  eines 
so  gebildeten  Namens  ist,  wo  er  auch  vorkommt,  immer  an  einer  Argument- 
steile  eines  der  einfachen  Namen  von  Functionen  erster  Stufe  steht.  Wenn 
wir  nun  diesen  Eigennamen  an  einigen  oder  allen  Stellen  durch  einen 
andern  ersetzen ,  so  ist  der  so  entstandene  Eigenname  ebenfalls  in  der 
oben  angegebenen  Weise  gebildet,  hat  also  auch  eine  Bedeutung,  wenn 
alle  dabei  verwendeten  einfachen  Namen  bedeutungsvoll  sind.  Voraus- 
gesetzt ist  hierbei  freilich,  dass  die  einfachen  Namen  von  Functionen  erster 
Stufe  mit  einem  Argumente  nur  eine  Argumentstelle  haben ,  und  dass  die 
einfachen  Namen  von  Functionen  erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten  nur 
eine  £-  und  eine  t-Argumentstelle  haben.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre, 
so  könnte  es  ja  bei  der  angegebenen  Ersetzung  vorkommen,  dass  ver- 
wandte Argumentstellen  einfacher  Functionsnamen  mit  verschiedenen  Namen 
ausgefüllt  würden,  und  es  fehlte  für  diesen  Fall  eine  Erklärung  der  Be- 
deutung. Aber  das  kann  immer  vermieden  werden  und  muss  vermieden 
werden,  um  das  Auftreten  bedeutungsloser  Namen  zu  verhindern.  Es  hätte 
ja  auch  gar  keinen  Zweck,  bei  den  einfachen  Functionsnamen  mehre 
£-Argumentstellen  und  mehre  £-Argumentstellen  anzubringen.  Setzen  wir 
dies  voraus,  so  erkennen  wir  die  Möglichkeit  einer  zweiten  Bildung  von 
Namen  von  Functionen  erster  Stufe.  Wir  bilden  nämlich  zunächst  in  der 
ersten  Weise  einen  Namen  und  schliessen  dann  von  ihm  einen  Eigen- 
namen ,  der  ein  Theil  von  ihm  ist  (oder  ganz  mit  ihm  zusammenfällt),  an 
allen  oder  einigen  Stellen  aus,  so  jedoch,  dass  diese  als  Argumentstellen 
erster  Art  kenntlich  bleiben.  Der  so  entstehende  Functionsname  hat  eben- 
falls immer  eine  Bedeutung,  wenn  die  einfachen  Namen,  aus  denen  er  ge- 
bildet ist,  etwas  bedeuten,  und  kann  weiter  zur  Bildung  von  bedeutungs- 
vollen Namen  in  der  ersten  oder  zweiten  Weise  verwendet  werden. 
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So  können  wir  z.  B.  in  der  ersten  Weise  aus  dem  Eigennamen  tJl 
und -dem  Functionsnamen  den  Functionsnamen  ,J=V  bilden  und 

weiter  aus  diesem  und  den  Eigennamen  }J=JK  In  der  zweiten 
Weise  bilden  wir  aus  diesem  den  Functionsnamen  =  und  aus  diesem 
und  dem  Functionsnamen  in  der  ersten  Weise  den  Eigennamen 

,_^a  =  a'. 

Alle  rechtmassig  gebildeten  Namen  sind  so  gebildet. 

§  81.  Wir  wenden  dies  an,  um  zu  zeigen,  dass  die  Eigennamen  und 
Namen  von  Functionen  erster  Stufe,  die  wir  so  aus  unsern  bisher  ein- 
geführten einfachen  Namen  bilden  können,  immer  eine  Bedeutung  haben. 
Nach  dem  Gesagton  ist  dazu  nur  nöthig,  von  unsern  ursprünglichen  Namen 
nachzuweisen,  dass  sie  etwas  bedeuten.    Es  sind 

1.  Namen  von  Functionen  erster  Stufe  mit  einem  Argumente: 

2.  Namen  von  Functionen  erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten: 

M,  ,{=?'; 

3.  Namen    von   Functionen   zweiter  Stufe   mit   einem  Argumente 
zweiter  Art: 

,^<jP(a)<, 

4.  Namen  von  Functionen  dritter  Stufe: 

von  denen  der  letzte  ausser  Betracht  bleiben  mag,  weil  er  nicht 
gebraucht  werden  wird. 

Zunächst  sei  bemerkt,  dass  immer  nur  eine  £-  und  nur  eine  £-Argu- 
mentstelle  vorkommt.  Wir  gehen  davon  aus,  dass  die  Namen  von  Wahr- 
hoitswerthen  etwas  bedeuten,  nämlich  entweder  das  Wahre  oder  das 
Falsche.  Wir  erweitern  dann  allmählich  den  Kreis  der  als  bedeutungsvoll 
anzuerkennenden  Namen,  indem  wir  nachweisen,  dass  die  aufzunehmenden 
mit  den  schon  aufgenommenen  bedeutungsvolle  Namen  bilden ,  indem  die 
einen  an  passende  Argumentstellen  der  andern  treten. 

Um  nun  zunächst  zu  zeigen,  dass  die  Functionsnamen  , —  £'  und  ,-r£' 
etwas  bedeuten,  haben  wir  nur  nachzuweisen,  dass  die  Namen  bedeutungs- 
voll sind,  die  entstehen,  wenn  wir  für  einen  Namen  eines  Wahrheits- 
werthes  setzen  (andere  Gegenstände  kennen  wir  hier  noch  nicht).  Dies 
folgt  unmittelbar  aus  unsern  Erklärungen.  Die  erhaltenen  Namen  sind 
wieder  solche  der  Wahrheitswerthe. 

Wenn  wir  in  den  Functionsnamen  _     und  ,|  =  £'  für       und  für 

M 

Namon  von  Wahrheitswerthen  einsetzen ,  so  erhalten  wir  Namen .  die 
Wahrheitswerthe  bedeuten.  Folglich  haben  unsere  Nnmen  von  Functionen 
erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten  Bedeutungen. 


Digitized  by  Google 


-   49  - 


Um  zu  untersuchen,  ob  der  Name  einer  Function  zweiter  Stufe  ,-£r<p(a)1 
etwas  bedeute,  fragen  wir,  ob  allgemein  daraus,  dass  der  Functionsnamc 
,<^|)'  etwas  bedeute,  folge,  dass  ,-w-<P(a)'  bedeutungsvoll  sei  Nun  hat 
,©(£)'  eine  Bedeutung,  wenn  für  jeden  bedeutungsvollen  Eigennamen 
,0(Jil  etwas  bedeutet.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  diese  Bedeutung  entweder 
immer  (was  auch  ,^/'  bedeute)  das  Wahre  oder  nicht  immer.  Im  ersten 
Falle  bedeutet  0(ay  das  Wahre ,  im  andern  das  Falsche.  Es  folgt 
also  allgemein  daraus,  dass  der  eingesetzte  Functionsname  ,<&(£)'  etwas 
bedeute,  dass  ,-^-<f>(a)'  etwas  bedeute.  Folglich  ist  der  Functionsname 
,-£s-(p(ay  in  den  Kreis  der  bedeutungsvollen  Namen  aufzunehmen.  In 
ähnlicher  Weise  folgt  dies  für  ,^i^-UaQ(ß)Y. 

Weniger  einfach  ist  die  Sache  bei  ,i(p(ey;  denn  wir  führen  hiermit, 
nicht  blos  einen  neuen  Functionsnamen,  sondern  zugleich  zu  jedem  Namen 
einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  einen  neuen  Eigennamen 
(Werthverlaufsnamen)  ein,  und  zwar  nicht  nur  zu  den  schon  bekannten, 
sondern  im  voraus  zu  allen,  die  etwa  noch  eingeführt  werden  mögen.  Der 
Untersuchung,  ob  ein  Werthverlaufsname  etwas  bedeute,  brauchen  wir  nur 
solche  zu  unterwerfen,  welche  aus  bedeutungsvollen  Namen  von  Functionen 
erster  Stufe  mit  einem  Argumente  gebildet  sind.  Wir  wollen  dies  kurz 
rechte  Werthverlaufsnamen  nennen.  Wir  müssen  prüfen,  ob  ein  rechter 
Werth verlaufsname ,  an  die  Argumentstellen  von  ,— —  und  ,-r£'  gesetzt, 
einen  bedeutungsvollen  Eigennamen  ergebe,  und  ferner,  ob  er,  an  die  £- 
oder  an  die  C- Argumentstellen  von         und  ,£?  =  £'  gesetzt,  je  einen  be- 

M 

deutungsvollen  Namen  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente 
bilde.  Setzen  wir  den  Werthverlaufsnamen  ,«<Z>(«)1  für  in  =  ein, 
so  ist  also  die  Frage,  ob  ,£  =  ein   bedeutungsvoller  Name  einer 

Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  sei,  und  dazu  ist  wieder  zu 
fragen,  ob  alle  Eigennamen  etwas  bedeuten,  die  hieraus  dadurch  hervor- 
gehen, dass  wir  in  die  Argumentstelle  entweder  einen  Namen  eines  Wahr- 
heitswertbes  oder  einen  rechten  Werth verlaufsnamen  setzen.  Durch  unsere 
Festsetzungen,  dass  ,*¥'(£)  =  e(D(e)'  immer  gleichbedeutend  sein  solle  mit 
*F\a)  =  dass  ,«(— e)'  das  Wahre  und  dass  J{e  =  ^*s-a  =  a)1  das 

Falsche  bedeuten  solle,  ist  in  jedem  Falle  einem  Eigennamen  von  der 
Form  ,/'=  z/'  eine  Bedeutung  gesichert,  wenn  ,iM  und  rechte  Werth- 
verlaufsnamen oder  Namen  von  Wahrheitswerthen  sind.  Damit  ist  auch 
bekannt,  dass  wir  aus  dem  Functionsnamen  ,|  =  =  immer  einen  be- 
deutungsvollen Eigennamen  erhalten,  wenn  wir  in  die  Argumentstellen 
einen  rechten  Werthverlaufsnamen  setzen.  Da  nun  gemäss  unsern  Be- 
stimmungen die  Function  — £  für  dasselbe  Argument  immer  denselben 
Werth  hat  wie^die  Function  £  =  (£  =  |),  so  ist  auch  von  dem  Functions- 
namen ,—  bekannt,  dass  aus  ihm  durch  Einsetzung  eines  rechten  Werth- 
verlaufsnamens immer  ein  Eigenname  eines  Wahrheitswerthes  hervorgeht. 

Kr«*;«.  Onind««Mlu<  I.  4 
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Nach  unsern  Bestimmungen  haben  die  Namen  )TJ'  und  _/ immer  dann 

Bedeutungen,  wenn  die  Namon  , —  Jk  und  , — etwas  bedeuten.  Da 
dies  nun  der  Fall  ist,  wenn  ,/  '  und  ,J*  rechte  Werthverlaufsnamen  sind, 
so  erhalten  wir  aus  den  Functionsnamen  r-r|?  und         immer  dadurch 

M 

bedeutungsvolle  Eigennamen,  dass  wir  in  die  Argumentstellen  rechte  Werth- 
verlaufsnamen oder  Namen  von  Wahrheitswerthen  setzen.  Wir  haben 
gesehen,  dass  jeder  unserer  bisher  als  bedeutungsvoll  anerkannten  einfachen 
Namen  von  Functionen  erster  Stufe  , —      ,-r|',  =     durch  Auf- 

nähme  von  rechten  Werth verlaufsnamen  an  die  Argumontstollen  bedeutungs- 
volle Namen  liefert.  Die  rechten  Werthverlaufsnamen  dürfen  also  in  unsern 
Kreis  von  bedeutungsvollen  Namen  aufgenommen  werden.  Damit  ist  aber 
dasselbe  für  unsern  Functionsnamen  ,«</>(«)'  entschieden,  da  nun  allgemein 
daraus,  dass  ein  Name  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente 
etwas  bedeute,  folgt,  dass  der  durch  dessen  Einsetzung  in  tiq>{eY  entstehende 
Eigenname  etwas  bedeute. 

Es  fehlt  von  unsern  ursprünglichen  Namen  jetzt  nur  noch  Wir 
haben  nun  bestimmt,  dass  /'  bedeuten  soll,  wenn  .7'  ein  Name  des 

Werthverlaufs  e(€=l')  ist,  dass  dagegen  .7  bedeuten  soll,  wenn  es 

keinen  Gegenstand  V  der  Art  giebt,  dass  ein  Name  dos  Werth  Verlaufs 
*(«=/")  ist.  Hierdurch  ist  für  alle  Fälle  einem  Eigennamen  von  der 
Form  ,\./'  und  damit  dem  Functionsnamen         eine  Bedeutung  gesichert. 

§  32.  So  ist  gezeigt,  dass  unsere  acht  ursprünglichen  Namen  eine 
Bedeutung  haben,  und  damit,  dass  auch  von  allen  rechtmassig  aus  ihnen 
zusammengesetzten  Namen  dasselbe  gilt.  Aber  nicht  nur  eine  Bedeutung, 
sondern  auch  ein  Sinn  kommt  alleu  rechtmassig  aus  unsern  Zeichen  ge- 
bildeten Namen  zu.  Jeder  solche  Name  eines  Wahrheitswerthes  drückt 
einen  Sinn,  einen  Gedanken  aus.  Durch  unsere  Festsetzungen  ist  näm- 
lich bestimmt,  unter  welchen  Bedingungen  er  das  Wahre  bedeute.  Der 
Sinn  dieses  Namens,  der  Gedanke  ist  der.  dass  diese  Bedingungen  erfüllt 
sind.  Ein  Begrifisschriftsatz  besteht  nun  aus  dem  Urtheilstriche  und  aus 
einem  Namen  oder  einer  lateinischen  Marke  eines  Wahrheitswerthes.  Eine 
solche  Marke  verwandelt  sich  aber  in  den  Namen  eines  Wahrheitswerthes 
durch  Einführung  deutscher  Buchstaben  statt  der  lateinischen  mit  Vor- 
setzung von  Höhlungen  nach  §  17.  Denken  wir  dies  ausgeführt,  so  haben 
wir  nur  den  Fall,  dass  der  Satz  aus  dem  Urtheilstriche  und  einem  Namen 
eines  Wahrheitswerthes  zusammengesetzt  ist.  Durch  einen  solchen  Satz 
wird  nun  behauptet,  dass  dieser  Name  das  Wahre  bedeute.  Da  er  nun 
zugleich  einen  Gedanken  ausdrückt,  so  haben  wir  in  jedem  rechtmässig 
gebildeten  Begriffsaehriftsatzo  ein  Urtheil,  dass  ein  Gedanke  wahr  sei;  und 
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ein  Gedanke  kann  nun  gar  nicht  fehlen.  Es  wird  die  Aufgabe  des  Lesers 
sein,  sich  den  Qedanken  jedes  vorkommenden  Begriffsschriftsatzes  klar  zu 
machen,  und  ich  werde  mich  bemühen,  dies  im  Anfange  möglichst  zu  er- 
leichtern. 

Die  einfachen  oder  selbst  schon  zusammengesetzten  Namen  nun ,  aus 
denen  der  Name  eines  Wahrheitswerthes  besteht ,  tragen  dazu  bei ,  den 
Gedanken  auszudrücken ,  und  dieser  Beitrag  des  einzelnen  ist  sein  Sinn. 
Wenn  ein  Name  Theil  des  Namens  eines  Wahrheitswerthes  ist,  so  ist  der 
Sinn  jenes  Namens  Theil  des  Gedankens,  den  dieser  ausdrückt. 

§  33.    Für  die  Definitionen  sind  folgende  Grundsätze  maassgebend. 

1.  Jeder  aus  den  definirten  Namen  rechtmässig  gebildete  Name  muss 
eine  Bedeutung  haben.  Es  muss  sich  also  immer  ein  aus  unsern  acht  Ur- 
namen  zusammengesetzter  Name  angeben  lassen,  der  gleichbedeutend  mit 
ihm  ist,  und  dieser  muss  bis  auf  die  unwesentliche  Wahl  deutscher  und 
griechischer  Buchstaben  durch  die  Definitionen  unzweideutig  bestimmt  sein. 

2.  Daraus  folgt,  dass  nie  dasselbe  doppelt  definirt  werden  darf,  weil 
dann  zweifelhaft  bliebe,  ob  diese  Definitionen  im  Einklänge  mit  einander 
wären. 

3.  Der  definirte  Name  muss  einfach  sein;  d.  h.  er  darf  nicht  aus 
bekannten  oder  noch  zu  erklärenden  Namen  zusammengesetzt  sein ;  denn 
sonst  bliebe  zweifelhaft,  ob  die  Erklärungen  der  Namen  mit  einander  im 
Einklänge  wären. 

4.  Wenn  wir  in  der  Definitionsgleichung  links  einen  Eigennamen 
haben,  der  aus  unsern  Urnamen  oder  definirten  Namen  rechtmässig  gebildet 
ist,  so  hat  dieser  immer  eine  Bedeutung,  und  wir  werden  rechts  ein  ein- 
faches noch  nicht  verwendetes  Zeichen  setzen  können,  das  nun  durch  die 
Definition  als  gleichbedeutender  Eigenname  eingeführt  wird,  sodass  wir  in 
Zukunft  dieses  Zeichen  überall,  wo  es  vorkommt,  durch  den  links  stehenden 
Namen  ersetzen  dürfen.  Selbstverständlich  darf  es  nie  als  Functionsname 
verwendet  werden,  weil  damit  der  Rückgang  auf  die  Urnamen  abge- 
schnitten wäre. 

5.  Ein  Name,  der  für  eine  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argu- 
mente eingeführt  wird ,  darf  nur  eine  einzige  Argumentstelle  enthalten. 
Bei  mehren  Argumentstellen  wäre  es  möglich,  diese  mit  verschiedenen 
Namen  auszufüllen,  und  dann  würde  der  definirte  Name  als  der  einer 
Function  mit  mehren  Argumenten  gebraucht,  während  er  nicht  als  solcher 
definirt  wäre.  Wenn  ein  Name  einer  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente 
definirt  wird,  müssen  die  Argumentstellen  auf  der  linken  Seite  der  Definitions- 
gleichung mit  einem  lateinischen  Gegenstandsbuchstaben  ausgefüllt  werden, 
der  auch  rechts  die  Argumentstelle  des  neuen  Functionsnamens  kenntlich 
macht.    Die  Definition  besagt  dann,  dass  der  Eigenname,  der  rechts  durch 
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Einsetzung  eines  bedeutungsvollen  Eigennamens  in  die  Argumentstelle  ent- 
steht, immer  gleichbedeutend  sein  solle  mit  dem  links  durch  Einsetzung 
desselben  Eigennamens  in  alle  Argumentstellen  entstehenden.  Die  eine 
Argumentstelle  des  erklärten  Namens  vertritt  also  alle  des  erklärenden. 
Wo  nun  auch  der  definirte  Functionsname  weiterhin  vorkommen  mag, 
immer  muss  seine  Argumentstelle  mit  einem  Eigennamen  oder  einer  Gegen- 
standsmarke ausgefüllt  sein. 

6.  Ein  Name,  der  für  eine  Function  erster  Stufe  mit  zwei  Argu- 
menten eingeführt  wird,  muss  zwei  und  darf  nicht  mehr  Argumentstellen 
enthalten.  Die  unter  einander  verwandten  Argumentstellen  links  müssen 
mit  einem  und  demselben  lateinischen  Gegenstandsbuchstaben  besetzt  sein, 
der  auch  rechts  eine  der  beiden  Argumentstellen  kenntlich  macht;  die 
nicht  verwandten  Argumentstellen  müssen  verschiedene  lateinische  Buch- 
staben enthalten.  Die  Definition  besagt  dann ,  dass  der  Eigenname ,  der 
rechts  durch  Einsetzung  von  bedeutungsvollen  Eigennamen  in  die  Argu- 
mentstellen entsteht,  immer  gleichbedeutend  sein  solle  mit  dem  links  durch 
Einsetzung  derselben  Eigennamen  in  die  entsprechenden  Argumentstellen 
entstehenden.  Die  eine  Argumentstelle  rechts  vertritt  also  alle  £- Argument- 
steilen  links,  die  andere  alle  C-Argumentstellen. 

7.  Es  darf  also  nie  auf  der  einen  Seite  einer  Definitionsgleichung 
ein  lateinischer  Buchstabe  vorkommen,  der  nicht  auch  auf  der  andern  steht. 
Wenn  die  Gegenstandsmarke  auf  der  linken  Seite  sich  in  einen  recht- 
mässig gebildeten  Eigennamen  verwandelt,  falls  die  lateinischen  Buch- 
staben durch  Eigennamen  ersetzt  werden,  so  hat  nach  unsern  Festsetzungen 
der  erklärte  Functionsname  stets  eine  Bedeutung. 

Andere  als  die  eben  besprochenen  Fälle  werden  weiterhin  nicht  vor- 
kommen. 

Besondere  Definitionen. 

§  34.  Es  ist  schon  im  §  25  darauf  hingewiesen  worden,  dass  man 
statt  der^Functionen  zweiter  Stufe  im  weitern  Fortgange  Functionen  erster 
Stufe  verwenden  kann.  Dies  soll  nun  gezeigt  werden.  Wie  dort  ange- 
deutet worden,  wird  dies  dadurch  möglich,  dass  die  Functionen,  die  als 
Argumente  der  Function  zweiter  Stufe  erscheinen,  durch  ihre  Werthver- 
läufe vertreten  werden,  natürlich  nicht  so,  dass  sie  diesen  einfach  ihre 
Stelle  einräumen;  denn  das  ist  unmöglich.  Es  handelt  sich  zunächst 
nur  darum,  den  Werth  der  Function  (t>(|)  für  das  Argument  J,  also  0(J) 
mittels  ,Jl  und  und  ,i0(eY  zu  bezeichnen.    Ich  mache  dies  so: 

was  gleichbedeutend  mit  sein  soll.   Der  Gegenstand  ®{J)  erscheint 

also  als  Werth    der  Function  mit    zwei  Argumenten   für  J  als 

£- Argument  und  t<l>\t)  als  C-Argument.    Es  muss  nun  aber  für  alle 
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möglichen  Gegenstände  als  Argumente  erklärt  werden.  Dies  kann  so 
geschehn : 

1 1-  \<*  f-nLy-  8(0)  =  «  \=  a  «  u 

Da  hier  eine  Function  mit  zwei  Argumenten  definirt  wird ,  kommen  zwei 
lateinische  Buchstaben  links  und  rechts  vor.  Obwohl  der  erklärende  Aas- 
druck nur  bekannte  Bezeichnungen  enthält,  mögen  einige  Erläuterungen 
nicht  überflüssig  sein.  Wir  haben  links  eine  lateinische  Marke,  die  aus 
dem  Eigennamen  \af^l—  %(&)  =  a\l  dadurch  hervorgeht,  dass  ,0'  durch 

,a*  und  ./''  durch  u  ersetzt  werden.  Dieser  Eigenname  hat  die  Form  von 
\<><1>  a  Es  sind  dabei  nach  §  11  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem 
sich  ein  Gegenstand  J  angeben  lässt,  der  als  einziger  unter  den  Begriff 
—  CHB)  fällt ,  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  ist  /  selbst  \a0(a).  Auf 
unsern  Fall  angewendet,  heisst  dies,  wenn  es  einen  Gegenstand  .  /  giebt,  so 
dass  -r**sjr%(@)  =  J  das  Wahre  ist,  während  die  Function  -pnLftt8(®)  =  £ 

für  alle  von  J  verschiedenen  Argumente  das  Falsche  als  Werth  hat,  so 
ist  J  selbst  \o/-r>L7Tfl(0)  =  oY    Nun  ist  -nlnr*(G)  =  J  das  Wahre, 


wenn  es  eine  Function  erster  Stufe  eines  Arguments  giebt,  deren  Werth 
für  das  Argument  0  J  ist  und  deren  Werthverlauf  /*  ist.  Sonst  ist 
-r£rrr<b{Q)  =  J  das  Falsche.    Nehmen  wir  an,  /'  sei  ein  Werth  verlauf,  so 

Lr=i9(«) 

ist  durch  /"bestimmt,  welchen  Werth  eine  Function,  deren  Werth  verlauf  /' 
ist,  für  das  Argument  0  hat.  Es  giebt  dann  immer  einen  solchen  Werth 
und  nur  einen  einzigen  und  dieser  Werth  ist  \aY-rxL-rr  fl(0)  =  «\  0(*er  0°f  • 


Wenn  aber  i'gar  kein  Werth  verlauf  ist,  so  hat  die  Function  -t>LT.fl(0)  =  | 

für  jedes  Argument  das  Falsche  als  Werth,  und  dann  ist  unsere  Fest- 
setzung heranzuziehn ,  dass  \Al  A  selbst  bedeuten  soll,  wenn  es  keinen 
Gegenstand  J  der  Art  giebt,  dass  A  der  Werth  verlauf  i(J=e)  ist.  Dem- 
nach bedeutet  ,0<>J  4,  wenn  /'  kein  Werthverlauf  ist,  den  Werth  verlauf 
einer  Function,  deren  Werth  für  jedes  Argument  das  Falsche  ist,  also 

*(-r€  =  €). 

Fassen  wir  Alles  zusammen,  so  müssen  zwei  Fälle  unterschieden  werden, 
wenn  der  Werth  der  Function  £  ~  C  bestimmt  werden  soll.  Wenn  das  ^-Argu- 
ment ein  Werthverlauf  ist,  so  ist  der  Werth  der  Function  der  Werth 
der  Function,  deren  Werthverlauf  das  t-Argument  ist,  für  das  ^-Argument 
als  Argument.  Wenn  dagegen  das  ^-Argument  kein  Werthverlauf  ist, 
so  ist  der  Werth  der  Function  l^t  für  jedes  £- Argument  i(-7-e  =  e). 
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§  35.  Wir  sehen  hier  bestätigt,  was  wir  den  vorausgeschickten 
Ueberlegungen  entnehmen  können,  dass  der  Functionsname  eine  Be- 

deutung hat.  Dies  allein  ist  für  die  spätem  Beweisführungen  grundlegend ; 
im  Uebrigen  könnte  unsere  Erläuterung  falsch  sein,  ohne  die  Richtigkeit 
jener  Beweise  in  Frage  zu  stellen;  denn  nur  die  Definition  selbst  ist  die 
Grundlage  für  diesen  Aufbau.  Sie  sollte,  wie  anfangs  gesagt,  dazu  dienen, 
eine  Function  erster  Stufe  statt  einer  zweiter  Stufe  verwenden  zu  können. 
Sehen  wir  nun  an  Beispielen,  wie  dieser  Zweck  erreicht  wird !  Wir  haben 
in  §  22  die  Function  zweiter  Stufe  q>(2)  angeführt.  Jetzt  können  wir  für 
,qp(2V  schreiben  ,2^«<jp(ey.  Dies  ist  noch  immer  der  Name  einer  Function 
zweiter  Stufe ;  schreiben  wir  aber  für  ,eqp(«)'  so  haben  wir  in  ,2^^'  den 
Namen  einer  Function  erster  Stufe.  Die  Function  (jp(2)  hat  für  die  Function 
<D(£)  als  Argument  denselben  Werth  0(2)  wie  die  Function  2^£  für  s0(e) 
als  Argument.  Wenn  als  Argument  der  Function  2^£  ein  Gegenstand 
genommen  wird,  der  kein  Werth  verlauf  ist,  so  haben  wir  kein  entsprechen- 
des Argumont  der  Function  zweiter  Stufe  <p(2)  und  die  gegenseitige  Ver- 
tretbarkeit der  beiden  Functionen  erster  und  zweiter  Stufe  hört  auf. 

Den  Functionen  zweiter  Stufe 

-r£*r?(<0   ™d    ^^0  =  0 

|  L¥«) 
I  <p(a) 

entsprechen  in  derselben  Weise  die  Functionen  erster  Stufe 


I  a  -  £ 


t 

g 

§  36.  Um  andere  Beispiele  zu  finden,  suchen  wir  Functionen  mit 
zwei  Argumenten  in  ähnlicher  Weise  durch  Gegenstände  vertreten  zu 
lassen,  wie  wir  es  bei  Functionen  mit  einem  Argumente  gethan  haben. 
Ein  einfacher  Werthverlauf  kann  hierzu  freilich  nicht  gebraucht  werden, 
sondern  nur  ein  Doppel werth verlauf ,  der  das  für  eine  Function  mit  zwei 
Argumenten  ist,  was  jener  für  eine  Function  mit  einem  Argumente  ist. 

Wir  gehn  beispielsweise  aus  von  der  Function  mit  zwei  Argumenten 
Nehmen  wir  als  t- Argument  z.  B.  die  Zahl  3,  so  haben  wir  in 
$-f-3  nur  noch  eine  Function  mit  einem  Argumente,  deren  Werth  verlauf 
i(e  -|-  3)  ist.  Das  Entsprechende  gilt  für  jedes  t- Argument,  und  wir  haben 
in  i(e  -f-  L)  eine  Function  eines  Arguments,  deren  Werth  immer  ein  Werth- 
verlauf ist.  Denken  wir  uns  das  £f-  und  das  L'-Argument  sowie  den  Werth 
der  Function  |  -\-  l  als  rechtwinklige  Coordinaten  im  Räume  dargestellt, 
so  können  wir  uns  den  Werthverlauf  e(c-|-3)  durch  eine  Gerade  veran- 
schaulichen. Lassen  wir  das  C-Argument  sich  stetig  ändern,  so  verschiebt 
sich  diese  Gerade  und  beschreibt  dabei  eine  Ebene.  In  jeder  ihrer  Lagen 
veranschaulicht  sie  einen  Werthverlauf,  den  Werth  der  Function  +  für 
ein  gewisses  C-Argument.    Der  Werthverlauf  der  Function  e(c  -f-  £)  ist  nun 
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at (e  a) ,  und  dies  nenne  ich  einen 
Doppelworthverlauf.  Et*  ist  nun 

J  ~  at  (e  -h  a)  =  e(e  ^/) 
das  Wahro  und  ebenso 

l-(J~  de(e  +  a))  =  r~  «(e  -f-  J), 
und  da 

das  Wahre  ist,  so  ist  auch 

r~(J"aiie  +  a))=r+J 
das  Wahre.  Hier  sehen  wir  links 
einen  Doppelwerthverlauf  die  Func- 
tion mit  zwei  Argumenten  rechts 
vertreten,  freilich  nicht  so.  dass  das 
Vertretende  die  Stelle  des  Vertrete- 
nen einfach  einnimmt,  was  unmöglich 
ist,  sondern  nur  so,  dass  links  im 
Doppelwerthverlaufe  das  Besondere 
der  Function  rechts  steckt,  wodurch 
sie  sich  von  andern  Functionen  erster 
Stufe  mit  zwei  Argumenten  unter- 
scheidet. Wenn  die  Function  mit 
zwei  Argamenten  eine  Beziehung  ist, 
sagen  wir  für  ,DoppelwerthverlauP 
auch  ,Umfang  der  Beziehung*. 

Man  kann  noch  fragen ,  was 
l'rs(4 r\Q\  861,  wenn  0  kein  Doppel- 
werthverlauf, sondern  entweder  nur 
ein  einfacher  oder  gar  kein  Werth- 
verlauf sei.  Im  ersten  Falle  ist  J^Q 
kein  Werthverlauf,  und  folglich 
ist  dann  r~(^0)  dasselbe  wie 
f(-r«  =  £).  Im  andern  Falle  fällt 
J^Q  mit  «(-p e  =  e)  zusammen,  und 

ist   das    Wahre;    mithin    ist  auch 
(J  f>  0)  ==  (-r  /*=  [-)  das  Wahre ; 
d.  h.  V^i  jrs  ©)  ist  dann  das  Falsche. 

§  37.  Statt  der  Function  zweiter 
Stufe 

L<jP(e,  a) 
I  (jKe,  b) 


(§  23 )  können  wir  nun  nun  dio  Func- 
tion erster  Stufe 


betrachten.  Wii 


führen  dafür  eine 


einfache  Bezeichnungsweiso  ein,  in- 
dem wir  definiren: 


Lc  «"»  (a^p) 
I  c  ^  (b"j>) 

Es  ist  nach  §  23 


(r 


I  c  «  (b^J) 

der  Wahrheitswerth  davon,  dass  die 
Beziehung  —  £  r>  (c  **  J)  eindeutig 
ist;  d.  h.  dass  es  für  jedes  £-Argu- 
ment  kein  oder  nur  ein  c-Argument 
giebt,  für  das  der  Werth  unserer 
Function  das  Wahre  ist,  oder,  wie 
wir  auch  sagen  können ,  dass  es  zu 
jedem  Gegenstande  höchstens  einen 
giebt,  zu  dem  er  in  der  Beziehung 
— —  ij^U^  J)  steht.  Wenn  J  kein 
Doppelwerthverlauf  ist ,  so  ist  nach 
§  36  der  Werth  der  Function  £~(S^J) 
entweder  das  Falsche  oder  f(-re  =  «). 
Da  dieses  nicht  das  Wahre  ist,  so  ist 
der  Werth  der  Function  — $^(l^J) 
immer  das  Falsche,  wenn  J  kein 
Doppelwerthverlauf  ist;  d.  h.  es  ist 
dann  —  ^(u^^/)  eine  Beziehung,  in 
der  kein  Gegenstand  zu  einem  Gegen- 
stande steht.  Dann  ist  I  /  das  Wahre. 
Den  Functionsnamen  ,I£l  führen  wir 
besonders  in  Hinblick  auf  die  Fälle 
ein,  wo  als  Argument  der  Umfang 
einer  Beziehung  auftritt.  Ist  diese 
Beziehung  X(f,  t\  so  ist  IaiX(e,  a) 
das  Wahre,  wenn  die  Beziehung 
£)  eindeutig  ist  (im  Fortgange 
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vom  ij-  zum  C-Argumente).  Also 
z.  B.  |.Ia«(£*  =  a).  Nach  unserer 
Definition  darf  ,1'  immer  nur  als 
Functionszeichen  gebraucht  werden, 
dass  dem  Argumentzeichen  oder 
dessen  Vertreter  vorhergeht 

§  38.  Wir  können  nun  unserm 
Ziele,  der  Definition  der  Zahl  näher 
rücken.  Ich  habe  sie  in  meinen 
Grundlagen  der  Arithmetik  auf  die 
Beziehung  gegründet,  die  ich  Gleich- 
zahligkeit  genannt  habe.  Im  §  72 
(S.  85)  meiner  Grundlagen  definire  ich : 

Der  Ausdruck  ,der  Begriff  F  ist 
gleichzahlig  dem  Begriffe  Gr'  sei 
gleichbedeutend  mit  dem  Ausdrucke 
,es  giebt  eine  Beziehung  g>,  welche  die 
unter  den  Begriff  F  fallenden  Gegen- 
stände den  unter  G  fallenden  Gegen- 


Die  Beziehung  muss  eindeutig  sein. 
Fügen  wir  dies  noch  hinzu,  so 
haben  wir 

■  b  ^  (a  ^  T) 
•  IT 


(Ueber  ,und4  vergleiche  man  §  12.) 
Wir  betrachten  dies  als  Werth  der 
Function  mit  zwei  Argumenten 

b^(a^r) 

17 

für  die  Argumente  /'  und  J.  Diese 
Function  ist  eine  Beziehung.  Ihr 
Doppelwerthverlauf  ist 


»  » 

Cff 


Was 


es  nun,  dass  die 


Beziehung  <jp  die  unter  den  Begriff  F 
fallenden  Gegenstände  den  unter  den 
Begriff  G  fallenden  zuordne?  Es 
heisst  (§  71  der  Grundlagen),  dass 
jeder  Gegenstand,  der  unter  F  fällt, 
in  der  Beziehung  <p  zu  einem  unter 
G  fallenden  Gegenstande  stehe,  oder 


Wir  sehen 
Function 


ihn  an 


» •» 


b^e 

b  f*  (a  ~  T) 
IT 

als  Werth 


b^£ 


der 


L  b  <•»  (a  f>  £) 


genauer , 


die 


,a  fällt  unter  Fi  und  ,a  steht  zu 
keinem  unter  G  fallenden  Gegen- 
stande in  der  Beziehung  ^  für  kein  a 
mit  einander  bestehen  können. 

Wir  nehmen  nun  als  Begriff  F 
—  £~r,  als  Begriff  G  — §~J,  als 
Beziehung  (p  —  f^(u^T).  Dann 
können  wir  das  Gesagte  in  Begriffs- 
schriftzeichen so  ausdrücken: 


 1£ 

für  das  Argument  T.  Für  diese 
Fuuction  führen  wir  durch  folgende 
Definition  einen  kurzen  Namen  ein: 


II 


>  * 
cu 


=  )P 


9   


b~r 

b^(a^  T) 


1)  Dem  ,al  im  Wortausdrucke  entspricht 


\4 

Der  Werth  dieser  Function  ist  immer 
der  Umfang  einer  Beziehung.  Was 
ist  nun  I'^{J^)  T)?  Nach  der 
Definition  ist  hierfür  zu  setzen 


7  - 


J  n  at  r. 


b~(a~T) 
IT 
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oder 


b~/' 

IT 


Dies  ist  der  Wahrheitswerth  davon, 
dass  die  Beziehung  — ^(l^T)  die 
unter  den  Begriff  — |^/*  fallenden 
Gegenstande  solchen,  die  unter  den 
Begriff  —  g^J  fallen,  eindeutig  zu- 
ordne. Wir  wollen  dafür  den  kür- 
zern Ausdruck  einführen  ,die  T*-Be- 
ziehung  bildet  den  /-Begriff  in 
den  ^-Begriff  ab',  indem  wir  allge- 
mein einen  Begriff,  dessen  Umfang 
/'  ist,  /'-Begriff  und  eine  Be- 
ziehung, deren  Umfang  T  ist,  T-Be- 
ziehung  nennen. 

§  39.  Wenn  nun  Gleichzahlig- 
keit  zwischen  den  Begriffen  bestehen 
soll,  so  muss  es  eine  Beziehung  geben, 
von  der  nicht  nur  das  gilt,  was  wir 
eben  von  der  /-Beziehung  sagten, 
sondern  von  deren  Umkehrung  auch 
das  Entsprechende  gilt  mit  Ver- 
tauschung der  Rollen  von  /'  und  J, 
sodass  sie  den  ^/-Begriff  in  den 
/"-Begriff  abbildet.  Zu  diesem  Zwecke 
ist  es  wünschenswerth,  einen  Func- 
tionsnamen  einzuführen  der  Art, 
dass,  wenn  T  der  Umfang  einer  Be- 
ziehung ist,  der  Umfang  von 
deren  Umkehrung  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  definiren  wir 

\[Ü(a~(e~p))  =  lp  (£ 
Es  ist  dann  die  Beziehung 
— £"<£<*¥r)  oder 

—  £~(:~ot(a-(€~r))) 
dieselbe  wie  — 

§  40.  Um  also  dasselbe  von 
der  Umkehrung  der  Beziehung 
—  |^(C^T)  zusagen,  was  wir  von 


ihr  selbst  gesagt  haben,  brauchen 
wir  nur  ,7'  durch  ,^.7*  zu  ersetzen. 
Demnach  ist  _.r~(^~)r)  der 

L^~(/'~)#r) 
Wahrheitswerth  davon,  dass  die 
7-Beziehung  den  /-Begriff  in  den 
J- Begriff,  und  dass  deren  Umkeh- 
rung diesen  in  jenen  abbilde,  natür- 
lich in  der  Voraussetzung,  dass  / 
und  J  Begriffsumfänge  seien  und  T 
ein  Beziehungsunifang.  Damit  nun 
diese  Begriffe  gleichzahlig  seien, 
muss  es  eine  solche  Beziehung  geben. 
Es  ist  — ^(t^T1)  immer  eine  Be- 
ziehung, was  auch  tT*  für  einen 
Gegenstand  bedeuten  möge,  und  jede 
Beziehung  lässt  sich  in  der  Form 
, —  £  ^  (C  ^  7)'  bezeichnen,  indem  man 
für  r  ihren  Umfang  nimmt.  Danach 
ist   -rJUr'^C^)^     der  Wahr- 

L^(r-)^q) 
heitswerth  davon,  dass  die  Begriffe 
—  t^l    und  — i-^d  gleichzahlig 
seien.    Wir  können  dies  als  Werth 

)a)  für 

das  Argument  JT  ansehen.  Diese 
Function  ist  ein  Begriff,  dessen  Um- 
fang «Y-'^t  c  A  ^ n )  ^  \ ist" Und 

nach  meiner  Definition  (Grundlagen 
§  68)  ist  dieser  Begriffsumfang  die 
Anzahl,  die  dem  Begriffe  — B^J 
zukommt.  Statt  .Anzahl ,  die  dem 
c/-Begriffe  zukommt'  sage  ich  auch 
kurz  .Anzahl  des  ^/-Begriffes'.  Ich 
definire  nun: 


der  Function  -r^lrn-^  ^{J- 


>q)  \=m 


§  41.  Danach  ist  fte(-re  =  e) 
die  Anzahl  des  f\-r  e  =  e)-Begriffes 
oder  die  Anzahl,  die  dem  Begriffe 
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-rf  =  ^  zukommt,  und  dies  ist  die  An- 
zahl Null  (Grundlagen  §  74).  Später 
wird  es  sich  als  nothwendig  erweisen, 
die  Anzahl  Null  von  der  Zahl  Null  zu 
unterscheiden,  und  ich  will  darum 
jene  durch  einen  schräg  durchgehen- 
den Strich  auszeichnen.  Ich  definire 
||.0ÄM  =  «)  =  B  (© 

§  42.  So  definire  ich  auch 
(Grundlagen  §  77) 

\\nt(e  =  V)  =  \  (I 
Der  schräge  Strich  in  ,1'  soll  die  An- 
zahl Eins  von  der  Zahl  Eins  unter- 
scheiden, i  ist  danach  die  Anzahl, 
die  dem  Begriffe  £  =  Q  zukommt. 

-t^st  fpl—r  ist  der  Wahrheits- 
werth davon,  dass  es  einen  Begriff 
giebt,  dem  die  Anzahl  /*  zukommt, 
oder,  wie  wir  auch  sagen  können, 
dass  /'  eine  Anzahl  ist.  Demnach 
nennen  wir  die  Function  -^Orr  Wu=$ 
den  Begriff  der  Anzahl. 

§  43.  Es  ist  nun  noch  die  Be- 
ziehung zu  erklären,  in  der  ein  Glied 
der  Anzahlenreihe  zum  nächstfolgen- 
den steht.  Ich  führe  hier  meine 
Definition  (Grundlagen  §  76)  in  etwas 
veränderter  Fassung  wieder  an: 

Wenn  es  einen  Begriff  — 
und  einen  unter  ihn  fallenden  Gegen- 
stand J  der  Art  giebt,  dass  die  An- 
zahl, die  dem  Begriffe  — s^-T  zu- 
kommt, A  ist,  und  dass  die  Anzahl, 
die  dem  Begriffe        =  zukommt, 

0  ist,  so  sage  ich:  A  folgt  in  der 
Anzahlenreihe  unmittelbar  auf  0. 
Wir  haben  nun  in 


den  Wahrheits werth  davon,  dass  A 
die  Anzahl  sei ,  die  dem  Begriffe 
—  $  r  zukomme ,  dass  ^/  unter 
diesen  Bogriff  falle  und  dass  O  die 
Anzahl  des  fY-rPe  =  ^\ -Begriffes  sei. 


Danach  haben  wir  in 


u  a 


=  A 


=0 


den  Wahrheitswerth  davon,  dass  A 
in  der  Anzahlenreihe  unmittel- 
bar auf  0  folge.  Wir  betrachten 
dies  als  Werth  der  Function 


u  a 


pti=£ 

Ltti{xrrs 

für  die  Argumente  0  und  A. 
Umfang  dieser  Beziehung  ist 


Der 


> » 

Off 


L  nl 


u 

»4 


CCT' 


und  dafür  werde  ein  einfacher  Name 
eingeführt : 


>  >  r 

Ctf 


?/u  =  cr 
u 


=( 


(« 


Danach  drückt  ,0^(1^ f)'  aus,  dass 
1  in  der  Anzahlenreihe  unmittelbar 
auf  G  folge. 

§  44.  Es  mögen  die  sechs  im 
§  78  meiner  Grundlagen  aufgeführten 
Sätze  in  unsern  Zeichen  folgen: 

La  =  \      '     [«    a~«  « 
,Lf3 -(a^f)     ,1  m=\ 
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— i  7/1*  =  !' 

siT^]-a  =  b 

,      I  b  n  u 

Ich  überlasse  es  dem  Leser,  sich 
den  Sinn  selbst  klar  zu  machen. 
,If  drückt  aus,  dass  die  f-Beziehung 
eindeutig  sei,  mit  andern  Worten: 
dass  es  zu  jeder  Anzahl  nicht  mehr 
als  eine  einzige  gebe,  die  auf  sie 
anmittelbar  in  der  Anzahlenreihe 
folge.  ,I^F  drückt  aus,  dass  es  zu 
jeder  Anzahl  nicht  mehr  als  eine 
einzige  gebe,  auf  die  sie  unmittelbar 
in  der  Anzahlenreihe  folge.  Durch 
L,.  If   1  wird  der  fünfto  jener  Sätze 

■  L£P 
wiedergegeben. 


besagt,  dass  es  zu  jeder  Anzahl  mit 
Ausnahme  der  Q  eine  ihr  in  der 
Anzahlenreihe  unmittelbar  vorher- 
gehende gebe. 

§  45.  Die  f-Beziehung  ordnet 
die  Anzahlen,  sodass  eine  Reihe  ent- 
steht. Wir  haben  nun  allgemein  zu 
erklären,  was  das  heisst  ,ein  Gegen- 
stand folgt  auf  einen  G-egenstand  in 
einer  Reihe',  wobei  die  Art  dieser 
Reihe  durch  die  Beziehung  bestimmt 
ist,  in  der  stets  ein  Glied  der  Reihe 
zum  nächstfolgenden  steht.  Ich 
wiederhole  die  im  §  79  meiner 
Grandlagen  und  in  der  Begriffs- 
schrift gegebene  Erklärung  in  etwas 
andern  Worten. 
Wenn  der  Satz 

,wenn  jeder  Gegenstand,  zu 
dem  J  in  der  T-  Beziehung 
steht,  unter  den  Begriff  — 


fällt,  und  wenn  daraus,  dass 
ein  Gegenstand  unter  diesen 
Begriff  fällt,  allgemein  folgt, 
dass  jeder  Gegenstand,  zu  dem 
jener  in  der  T-Beziehung  steht, 
gleichfalls   unter  den  Begriff 
—  Fg)  falle,  so  fällt  0  unter 
diesen  Begriff' 
allgemein  für  jeden  Begriff  — 
gilt,  so  sagen  wir:  ,0  folgt  in  der 
T-  Reihe  auf  Jl.    Danach  ist 

m 
m 

I — SO» 

der  Wahrheitswerth  davon,  dass  0  in 
der  r-Reihe  auf  J  folge.  Wir  können 
dies  ansehn  als  Werth  der  Function 

■wo 

b  ~(a~  r) 
r5(b) 

für  die  Argumente  J  und  0.  Der 
Umfang  dieser  Beziehung  ist 


b  a 


b      Q  i 

I1' 


>  » 

Ctf 


i  a 


U^(a~T) 

B(a) 
Lb^(a-r) 

' — m 

Wir  können  ihn  als  Werth 
Function 


>  •» 

as 


ß 


U  ^  (a  ^ 

i — m 


der 
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für  das  Argument  T  ansehen.  Für 
diese  Function  führe  ich  einen  ein- 
fachen Namen  ein,  indem  ich  definire : 


e 


0  B(a 


3(b 


a^q) 


=  sq 


Danach  drückt  ^^(G^z  T)'  aus, 
dass  0  auf  /i  in  der  T-Reihe  folge. 
Und  ^ ^{Q^ ±ff  drückt  aus,  dass 
0  auf  J  in  der  Anzahlenreihe  folge. 

Statt  ,0  folgt  auf  J  in  der  T- 
Reihe'  sage  ich  auch  ,  7  geht  dem 
0  in  der  T-Reihe  vorher*. 

§  46.   TQ  =  J  ist  der 

irJ  -  (0^  jl  T) 
Wahrheitswerth  davon,  dass  0  auf 
J  in  der  T-Reihe  folge  oder  mit  /j 
zusammenfalle.  Dafür  sage  ich  kür- 
zer, dass  0  der  mit  J  anfangen- 
den T-Reihe  angehöre,  oder 
dass  J  der  mit  0  endenden  T- 
Reihe  angehöre.  Ich  betrachte 
dies  als  Werth  der  Function 
__  t  =  |  für  die  Argumente  J 

und  0.     Der  Umfang  dieser  Be- 


ziehung  ist  «e/'-r- «  =  «  V  Die- 

sen  fasse  ich  auf  als  Werth  der 
Function  oe/'-p  a  =  e         \  für  das 

VU  ~(a~.i£)J 
Argument  T  und  führe  einen  ein- 
fachen Namen  ein,  indem  ich  definire: 

Danach  ist  ^(0^si,T)  der  Wahr- 
heitswerth davon,  dass  0  der  mit  J 
anfangenden  T-Reihe  angehöre.  Dem 
zufolge  ist  8^(0^.1  #)  der  Wahr- 
heitswerth davon,  dass  0  der  mit  ö 
anfangenden  Anzahlenreihe  angehöre, 
wofür  ich  auch  sage ,  dass  0  eine 
endliche  Anzahl  sei. 

Im  §  82  meiner  Grundlagen  er- 
wähne ich  den  Satz,  dass  die  An- 
zahl, die  dem  Begriffe 

der  mit  n  endenden  Anzahlen- 
reihe angehörend 
zukommt,  auf  n  in  der  Anzahlenreihe 
unmittelbar  folgt,  wenn  n  eine  end- 
liche Anzahl  ist.  Wir  können  dies  nun 
so  wiedergeben:  Ln^(»(n^6f)^f)'; 

denn  (0^^f)  ist  der  Umfang  des 
Begriffes  der  mit  0  endenden  An- 
gahlenreihe angehörend. 


3.  Abgeleitete  Gesetze. 


§  47.  Wir  haben  eben  gesehen,  I 
wie  sich  mit  unsern  Zeichen  Begriffe 
und  Gegenstände  bezeichnen  lassen, 
mit  denen  wir  uns  später  beschäf- 
tigen werden.  Aber  dies  würde 
noch  wenig  zu  bedeuten  haben, 
wenn  sich  nicht  auch  mit  ihnen 
rechnen    liesse,    wenn    sich  nicht 


Schlussreihen  ohne  Beimischung  von 
Worten  darstellen,  Beweise  führen 
Hessen.  Wir  haben  nun  schon  die 
Grundgesetze  und  die  Schlussweisen 
kennen  gelernt,  die  dabei  zur  An- 
wendung kommen.  Es  sollen  nun 
Gesetze  aus  ihnen  abgeleitet  werden, 
die  wir  später  gebrauchen  werden, 
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am   dabei   zugleich    die   Art  des    sammengenstellt  und  einige  Ergän- 
Rechaens  zu  zeigen.  Zunächst  mögen     zungen  hinzugefügt  werden, 
die  Grundgesetze   und  Regeln  zu-  j 


Zusammenstellung  der  Grundgesetze. 


\r-M 

ki^A«)    !"»  (8  20) 
lg{a  =  b)       (III  (§20) 


(I  (§  1«) 


UÄpOtf»))    (Hb  (§25) 

L_(_«r=(_!ft) 
l(-«)=(wft)  (iv  (§ 


18) 


}(4M = = = ffll  (v  (§  20) 
 •  

|.a=U\«=e)    (VI  (§  18) 


§  48.    Zusammenstellung  der  Regeln. 


1.  Versrhmeleung    der  Wage- 
rechten. 

Wenn  als  Argument  der  Function 
—  £  der  Werth  dieser  selben  Func- 
tion für  ein  Argument  erscheint,  so 
können  die  Wagerechten  verschmol- 
sen  werden. 

Wagerechte  in  unserm  Sinne  sind 
die  beiden  durch  den  Verneinungs- 
strich getrennten  Theile  des  wage- 
rechten Striches  in  ,-rff1. 

Wagerechte  in  unserm  Sinne  sind 
auch  der  untere  und  die  ooiden  Theile 
des  obern  wagerechten  Striches  in 

Wagerecht©  in  unserm  Sinne  sind 
endlich   die    beiden   an   die  Höh- 


lung  gefügten   geraden  Striche  in 

2.  Vertauschung     der  ünter- 
glieder. 

Die  Unterglieder  desselben  Satzes 
können  beliebig  mit  einander  ver- 
tauscht werden. 

3.  Wendung. 

Man  darf  in  einem  Satze  ein 
Unterglied  mit  einem  Obergliedo 
vertauschen,  wenn  man  zugleich  die 
Wahrheitswerthe  beider  umkehrt. 

Zwischenzeichen:  X- 

4.  Verschmelzung  gleicher  Unter  - 
glieder. 

Ein  mehrmals  in  demselben  Satze 
auftretendes  Unterglied  braucht  nur 
einmal  geschrieben  zu  werdmi. 
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5.  Verwandlung  eines  lateini- 
schen Buchstaben  in  einen 
ds\i  tscJi  0N  • 

Es  ist  erlaubt,  in  einem  Satze 
einen  lateinischen  Buchstaben  über- 
all, wo  er  vorkommt,  durch  einen 
und  denselben  deutschen  Buchstaben 
zu  ersetzen,  und  zwar  einen  Gegen- 
standsbuchstaben durch  einen  Gegen- 
standsbuchstaben und  einen  Func- 
tionsbuchstaben  durch  einen  Func- 
tionsbuchstaben.  Dieser  muss  dann 
zugleich  über  einer  Höhlung  ange- 
bracht werden  vor  einem  Obergliede, 
ausserhalb  dessen  der  lateinische 
Buchstabe  nicht  vorkam.  Wenn  in 
diesem  Obergliede  das  Gebiet  eines 
deutschon  Buchstaben  ganz  enthalten 
ist,  in  welchem  Gebiete  der  latei- 
nische Buchstabe  vorkam,  so  muss 
der  für  diesen  zu  setzende  deutsche 
Buchstabe  von  jenem  verschieden 
gewählt  werden. 

Zwischenzeichen :  . 
Dies  Zeichen  wird  auch  angewendet, 
wenn  mehre  deutsche  Buchstaben  in 
dieser  Weise  eingeführt  werden  sollen. 
Wiewohl  man  gleich  das  Endergeb- 
niss  hinschreibt,  muss  man  doch  einen 
nach  dem  andern  eingeführt  denken. 

6.  Schliessen  (a). 

Wenn  ein  Unterglied  eines  Satzes 
sich  von  einem  andern  Satze  nur 
durch  den  fehlenden  Urtheilstrich 
unterscheidet,  so  kann  man  auf  einen 
Satz  schliessen,  der  aus  dem  ersten 
durch  Unterdrückung  jenes  Unter- 
gliedes hervorgeht. 

Zwischenzeichen :  (  ) :  

und  (  )::  ; 

zusammengezogene  Schlüsse  mit 


7.  Schliessen  (b). 

Wenn  dieselbe  Zeichenverbindung 
(Eigenname  oder  lateinische  Gegen- 
standsmarke) in  einem  Satze  als 
Oberglied  und  in  einem  andern  als 
Unterglied  erscheint,  so  kann  man 
auf  einen  Satz  schliessen ,  in  dem 
das  Oberglied  des  zweiten  Satzes  als 
'  Oberglied  und  alle  Unterglieder  bei- 
j  der  ohne  das  genannte  als  Unter- 
glieder erscheinen.  Dabei  können 
gleiche  Unterglieder  nach  Regel  (4) 
verschmolzen  werden. 

Zwischenzeichen :  (  ) :  —  —  — 
und  (  )::  ; 

zusammengezogene  Schlüsse  mit 

8.  Schliessen  (c). 
Wenn  zwei  Sätze  in  den  Ober- 
gliedern übereinstimmen,  während  ein 
Unterglied  des  einen  sich  von  einem 
Untergliede  des  andern  nur  durch 
den   davor  stehenden  Verneinungs- 
strich unterscheidet,  so  können  wir 
auf  einen  Satz  schliessen,   in  dem 
das  gleiche  Oberglied  als  Oberglied 
und    alle  Unterglieder   beider  mit 
Ausnahme  der  beiden  genannten  als 
Unterglieder  erscheinen. 
Zwischenzeichen:  (  ):.  —  .  —  .  —  .  —  .. 

9.  Anziehen  von  Sätzen.  Ersate 
der  lateinischen  Buchstaben. 

Wenn  wir  einen  Satz  mittels 
seines  Abzeichens  anziehen,  können 
wir  damit  einen  einfachen  Schluss  ver- 
binden, indem  wir  jeden  lateinischen 
Gegenstandsbuchstaben  überall,  wo 
er  in  dem  Satze  vorkommt,  durch 
denselben  Eigennamen  oder  dieselbe 
lateinische  Gegenstandsmarke  er- 
setzen. 
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Desgleichen  können  wir  dabei 
jeden  der  lateinischen  Functionsbuch- 
staben  f ,  ,g\  ,hl,  ,Fl,  ,G ,  ,Hl  über- 
all, wo  er  in  dem  Satze  vorkommt, 
darcb  denselben  Namen  oder  dieselbe 
lateinische  Marke  einer  Function  , 
erster  Stufe  mit  einem  oder  mit  zwei 
Argumenten  ersetzen,  je  nachdem  der 
lateinische  Buchstabe  eine  Function 
mit  einem  oder  mit  zwei  Argumenten 
andeutet. 

Wenn  wir  das  Gesetz  (IIb)  an- 
ziehen, können  wir  das  darin  vor- 
kommende an  beiden  Stellen 
durch  denselben  Namen  oder  dieselbe 
lateinische  Marke  einer  Function 
zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente 
zweiter  Art  ersetzen. 

In  Betretf  der  Wörter  ,denselben' 
und  ,dieselbe(  im  zweiten  und  dritten 
Absätze  dieser  Regel  ist  zu  beachten, 
dass  das  Argument  nicht  mit  zur 
Function  gehört,  dass  also  ein  Wech- 
sel des  Argumentzeichens  keine  Aen- 
derung  des  Functionsnameus  ist. 
Damit  hier  und  da  derselbe  Func- 
tionsname  vorkomme,  ist  erforder- 
lich, dass  die  verwandton  Argument- 
steilen  sich  entsprochen.  Für  die 
Frage,  was  als  verwandte  Argument- 
stellen anzusehn  seien ,  sind  die 
Regeln  zu  beachten : 

Alle  Stellen,  an  denen  ein  deut- 
scher Buchstabe  in  seinem  Gebiete, 
jedoch  weder  in  einem  eingeschlosse- 
nen Gebiete  desselben  Buchstaben, 
noch  über  einer  Höhlung  vorkommt, 
sind  verwandte  Argumentstellen  der 
zugehörigen  Function  ; 

alle  Stellen,  an  denen  ein  kleiner 
griechischer  Vokalbuchstabe  in  sei- 
nem Gebiete,  jedoch  weder  in  einem 
eingeschlossenen   Gebiete    desselben  j 


Buchstaben,  noch  mit  dem  Spiritus 
lenis  vorkommt,  sind  verwandte 
Argumentstellen  der  zugehörigen 
Function. 

10.  Anziehen  von  Sätzen.  Er- 
setzung deutscher  Buch- 
staben. 

Wenn  wir  einen  Satz  mittels 
seines  Abzeichens  anziehen,  dürfen 
wir  einen  deutschon  Buchstaben  über 
der  Höhlung  und  zugleich  an  allen 
Arguments  teilen  der  zugehörigen 
Function  durch  einen  und  denselben 
andern,  und  zwar  einen  Gegenstands- 
buchstaben durch  einen  solchen  und 
einen  Functionsbuchstabeu  durch 
einen  solchen  ersetzen,  wenn  dadurch 
nicht  ein  deutscher  Buchstabe,  der 
in  einem  dem  eignen  eingeschlosse- 
nen Gebiete  vorkommt,  dem  Buch- 
staben gleich  wird ,  dessen  Gebiet 
das  eingeschlossene  ist. 

11.  Anziehen  von  Sätzen.  Er- 
setzung der  griechischen 
Vokalbuchstaben. 

Wenn  wir  einen  Satz  mittels 
seines  Abzeichens  anziehen,  dürfen 
wir  einen  griechischen  Vokalbuch- 
staben unter  dem  Spiritus  lenis  und 
zugleich  an  allen  Argumentstellen 
der  zugehörigen  Function  durch  einen 
und  denselben  andern  ersetzen,  wenn 
dadurch  nicht  ein  griechischer  Buch- 
stabe, der  in  einem  dem  eignen  ein- 
geschlossenen Gebiete  vorkommt, 
dem  Buchstaben  gleich  wird,  dessen 
Gebiet  das  eingeschlossene  ist. 

12.  Anziehen  von  Definitionen. 
Wenn  wir  eine  Definition  mittels 

ihres  Abzeichens  anziehen ,  dürfen 
wir  den  Dehnitionsstrich  durch  den 
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UrtheÜ8trich  ersetzen  und  die  Aende- 
rungen  vornehmen,  die  nach  (9),  (10), 
(11)  bei  der  Anziehung  eines  Satzes 
erlaubt  sind. 

Festsetzungen  über  den  Gebrauch 

13.  Alles,  was  rechts  von  einem 
Wagerechten  im  Zusammenhange 
steht,  ist  als  Ganzes  aufzufassen, 
das  an  der  Stelle  des  in  , —  £' 
steht,  sofern  nicht  Klammern  das 
verbieten. 

14.  Alles,  was  links  vom  Gleich- 
heitszeichen bis  zum  nächsten  Wage- 
rechten —  diesen  ausgeschlossen  — 
im  Zusammenhange  steht,  ist  als  j 
Ganzes  aufzufassen,  das  an  der  Stelle 
des  in  =  steht,  sofern  nicht 
Klammern  das  verbieten. 

Danach  ist  z.  B.  1a  =  b  =  Ci  auf- 
zufassen wie  ,(a  =  6)  =  c'.  Da  je- 
doch }a  =  b  =  cl  in  anderm  Sinne 
gebräuchlich  ist,  werde  ich  in  solchem 
Falle  die  Klammern  hinschreiben. 

15.  Alles  was  rechts  von  einem 
Gleichheitszeichen  steht  bis  zum 
nächsten  Gleichheitszeichen  —  die- 
ses ausgeschlossen  — ,  ist  als  Ganzes 
aufzufassen,  das  an  der  Stelle  des 

in  ,$=C  steht,  sofern  nicht  Klam- 
mern das  verbieten. 

16.  Wir  haben  Namen  von  Func- 
tionen mit  zwei  Argumenten  wie 
z.  B.  welche  ihre 
Argumentstellen  links  und  rechts 
haben.  Ich  will  solche  Functions- 
zeichen  zweiseitige  nennen.  Für 
zweiseitige  Functionszeichen  mit  Aus- 
nahme des  Gleichheitszeichens  sei 
Folgendes  bestimmt. 

Alles,  was  links  von  einem  sol- 


chen Zeichen  bis  zum  nächsten 
Gleichheitszeichen  oder  Wagerechten 
im  Zusammenhange  steht,  ist  als 
Ganzes  aufzufassen,  das  an  der  linken 
Argumentstelle  steht,  sofern  nicht 
Klammern  das  verbieten,  und  Alles, 
was  rechts  von  einem  solchen  Zeichen 
bis  zum  nächsten  zweiseitigen  Func- 
tionszeichen im  Zusammenhange 
steht,  ist  als  Ganzes  aufzufassen,  das 
an  der  rechten  Argumentstelle  steht, 
sofern  nicht  Klammern  es  verbieten. 

17.  Wir  haben  einfache  Namen 
von  Functionen  erster  Stufe  mit 
einem  Argumente  bisher  so  gebildet 
und  werden  es  auch  in  Zukunft 
thun,  dass  die  Argumentstelle  rechts 
vom  eigentlichen  Functionszeichen 
steht  wie  bei  ,I|<,  ,)*  ^ 

,sL£4.  Für  solche  einseitige 
Functionszeichen  mit  Ausnahme  des 
Wagerechten  bestimme  ich  Folgendes. 

Alles,  was  rechts  von  einem  ein- 
seitigen Functionszeichen  im  Zusam- 
menhange steht  bis  zum  nächsten 
zweiseitigen  Functionszeichen,  ist  als 
Ganzes  aufzufassen,  das  an  der 
Argumentstelle  steht. 

18.  Wenn  ein  Wagerechter  links 
frei  endet,  so  schliessen  wir  ihn 
sammt  seinem  Arguraentzeichen  in 
Klammern  ein. 

§  49.  Leiten  wir  zunächst 
einige  Sätze  aus  (I)  ab! 

Ich  werde  nun  (T)  so  anziehen, 
I  dass  ich  dabei  nach  Regel  (9)  des 
j  §  48  für      ,-r  b'  schreibe  und  nach 
Regel    (1)   die    Wagerechten  ver- 
schmelze.   Aus  dem  Folgenden  ist 
zu  ersehen,  wie  ich  einen  Satz  an- 
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'iE! 

X 


x 
b 

■  a 

■o  (Ia 
(Ia  ist  hiermit  zum  Abzeichen  des 
neuen  Satzes  gemacht.  Zu  dem  Ueber- 
gange  vergleiche  man  Regel  (3). 
Hierbei  ist  auch  von  der  Vertausch- 
barkeit  der  Unterglieder  Gebrauch 
gemacht  nach  Regel  (2). 

In  der  folgenden  Ableitung  ziehe 
ich  (I)  in  der  Weise  an,  dass  ich 
für  ,a*  ,-rOl  schreibe. 


X 


a 
a 


(Ib 

i  der  Anwendung  der  Regel  (3) 
ist  hier  ._a'  als  Oberglied  anzusehen. 


a 
b 
a 

X 


Ia 


b 

a 
a 

X 


U       (Ic  La  (Id 

In  der  folgenden  Ableitung  ist  (I) 
in  der  Form  La'  gedacht  und  nun 


Wenn 


statt  ,o'  _o'  geschrieben. 

Xb 

man  (I)  in  der  ursprünglichen  Form 
annimmt  und  statt  ,a(  -p.  a'  schreibt, 

so  erhält  man  zunächst 

>'!•»«,  UruDd(ewtt«  I. 


a' 
b 

!zl 

wo  man  nun  die  gleichen  Unterglie- 
der nach  Regel  (4)  verschmelzen 
kann.  Auch  so  kann  man  da«  Fol- 
gende auffassen. 


de 


(If 


Man  vergleiche  hierzu  das  im  §  12 
über  ,und*  Gesagte. 

Im  Folgenden  wird  (Ie)  so  ange- 
zogen, dass  für  ,6'  ,a'  geschrieben 
wird  und  die  gleichen  Unterglieder 
verschmolzen  werden. 


I — a 


X 


(Ig 

§  50.  Es  sollen  nun  die  Haupt- 
gesetze der  Function  £  =  £  abgeleitet 
werden.  Wir  ersetzen  zunächst  nach 
Regel  (9)  §  48  den  Functionsbuch- 
staben  ,gl  in  (III)  durch  den  Namen 
der  Function  —  £  und  verschmelzen 
die  Wagerechten. 

m 

a  =  b 


(Hb):- 
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i 


M 
fLb) 
a  =  b 


(lila 

Der  Uebergang  geschieht  hierbei 
mich  Regel  (7)  und  (IIb)  ist  in  der 
Form 

,  MW 

herangezogen,  indem  nacli  Regel  {Ii) 
,M^,((fß}y  durch  die  lateinische 
Marke  einer  Function  zweiter  Stufe 
_</<<*)'  ersetzt  ist. 


IITa 


Hb) 

i 


(inb 


a 

X 

a  =  & 

r/t«) 

In  der  folgenden  Ableitung  ist  der 
Fnnctionsbuchstabe  ,fl  in  (Hla) 
durch  die  lateinische  Functionsmarke 
,-r/tl)1  ersetzt,  und  dann  sind  die 
Wagorechtcn  verschmolzen. 

lila 


a 

X 
/•<&) 

A«) 

a  =  b 

X 


(IIIc 


von  6  gilt.  Aehnlich  (IIIc).  (Illd) 
können  wir  so  aussprechen :  Wenn 
eine  Aussago  von  o  gilt,  die  von  b 
nicht  gilt,  so  fällt  a  mit  b  nicht  zu- 
sammen. 

In  der  folgenden  Ableitung  ist 
der  Functionsbuchstabe  ,g'  in  (ITT) 
durch  den  Functionsnamen  ,-r£*  nnd 
,V  durch  ,a'  ersetzt. 


in 


a 

X 

a  =  a 

K«) 
M 


(« 


LA«; 


f(a) 


(«): 


a=  6 

Wir  können  (Iüa)  in  Worten  etwa 
so  wiedergeben :  Wenn  a  mit  &  zu- 
sammenfallt, so  gilt  Alles  von  o,  was 


0* 

\a  =  a  (Hie 

Dieser  Satz  ist  zwar  nach  unserer 
Erklärung  des  Gleichheitszeichens 
selbstverständlich,  aber  es  ist  der 
Mühe  werth  zu  sehen,  wie  er  aus  (III) 
entwickelt  werden  kann.  Dabei  bie- 
tet sich  überdies  Gelegenheit,  einiges 
zu  bemerken,  was  auch  für  spätere 
Ableitungen  gelten  soll.  Der  zweite 
Satz  hat  das  Abzeichen  ,«'  erhalten. 
Ein  kleiner  griechischer  Buchstabe, 
so  verwendet,  soll  nur  innerhalb  der- 
selben Ableitung  als  Abzeichen  un- 
verändert gelten,  sodass  er  in  einer 
andern  Ableitung  als  Abzeichen  für 
einen  andern  Satz  gebraucht  werden 
kann.  Eine  Ableitung  endet  mit 
einem  Satze,  der  zuerst  ein  von 
einem   kleinen   griechischen  Buch- 
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staben  verschiedenes  Abzeichen  er-  I 
hält.     Iu    unserer  Ableitung  folgt 
unter  dem  Satze  (a)  das  Zeichen 

um  anzuzeigen ,  dass  wir  hier  die 
Schlussreihe  abbrechen  und  eine  neue 
anfangen,  die  erst  da,  wo  wir  (er) 
anziehen,  mit  jener  verknüpft  wird. 
Der  Uebergang  zu  (ß)  erfolgt  nach 
Regel  (5),  der  von  (ß)  zu  (Tlle) 
nach  Regel  (6).  Ersetzen  wir  nun 
in  (lila)  den  Functionsbuchstabon  ,f' 
durch  die  lateinische  Functionsmarke 


Bei  den  Uebergängen  zu  (a)  und  (ß) 
sind  die  gleichen  Unterglieder  nach 
Regel  (4)  verschmolzen.  Der  letzte 
Schiusa  geschieht  nach  Regel  (8). 

In  der  folgenden  Ableitung  er- 
setzen wir  den  Functionsbuchstaben 
tf*  in  (IIIc)  durch  die  lateinische 
Functionsmarke  7f^a)=f[B)i. 
IIIc    U/l«)  =  fi&) 
A«) 


La  =  b 


(Ille):: 


IHa 


\h  =  b 

La=b 


(III  e)::- 


V 


b=a 

a  =  b  (Ulf 

DtT  Schluss  erfolgt  nach  Regel  (6). 

In  der  folgenden  Ableitung  sind 
in  (IIIc)  und  (Ula)  durch  , —  a\ 
,i'  durch  ,  -r  a'  und  der  Functions- 
buchstabe  ,/"'  durch  den  Functions- 

i 

namen  , —  |'  ersetzt,  und  die  Wage- 
rechten sind,  wo  es  möglich  ist,  ver- 
schmolzen 
IIIc 


a=b  (Illh 
In  der  folgenden  Ableitung  ist 
in  (III)  der  Functionsbuchstabe  ,g' 
ersetzt  durch  ,-rF( — £)'  und  es  sind 
die  Wagerechten  verschmolzen. 

in 


[rF{—a  =  b) 


(III)::- 


X 

F( — a  =  b) 
\  hb)) 
a  =  6) 


LF(_«  = 
lF(a  =  b) 


Li_f( — a=b) 


L  n 


«)  =  (t«) 


(« 


nia 


\a): 


L(_a)  =  (-ra) 

X 


fr(_*)  =  Ua) 


(« 


iß 


Cr 


ni 


  w   

tUf(_a  =  fe) 
M(a  =  6) 
_,.(_ a  =  6)  =  (a  =  6) 


(_«  =  &)  =  («  =  &) 
LTf(_o  =  6) 

f(a=6)  (d 


|.(_a  =  6)  =  (a  =  6)  (Uli 
Bei  der  zweiten  Anziehung  von  (III) 
ist        durch  ,F*  ersetzt.    Bei  der 

5* 
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letzton  Anziehung  von  (HI)  ist 
durch  fr!*,  ,ö'  durch  , —  a  =  6\  ,6' 
durch  ,a=fc'  ersetzt. 

§  51.  Es  sollen  nun  einige  Sätze 
aus  (IV)  abgeleitet  werden. 

TTIa 


Lf_a)  =  M) 


nie 


X 

a 


X 

(_a)  =  U&) 

& 

a 


(!)::• 


r 

«■a 
—  a 

(I)::  

[_(_*)=(.,.&) 

r 

La 
a 


-r6 


ß 




((J)  :•  —  •  —  •  —  •  —  • 


(a 


0« 


(« 


(_«)  =  (,&) 
a 
b 
b 
a 


(a) 


(—  a)  =  W6) 

a 

& 

a 


(IV). 


L_(_a)  =  (_&) 

r 


U  (IV  a 

(I)  ist  hier  bei  seiner  ersten  An- 
wendung in  der  Form 


t 


bei  seiner  zweiten  in  der  Form 


bei  seiner  dritten  in  der  Form 
6 


zu  denken.  Man  bemerke  an  den 
LTebergängen  zu  (y),  (<J)  und  (e)  die 
Wirkung  dieser  Anwendung  von  (I). 
So  wird  (I)  noch  oft  gebraucht 
werden.  Man  vergleiche  hierzu  die 
Ableitung  von  (Ie)  in  §  49.  Der 
Satz  (IV a)  wird  oft  gebraucht,  um 


Digitized  by  Google 


-   69  - 


die  Gleichheit  von  Wahrhoitsworthon 
zu  beweisen. 

IV    L(__  a)  = 


Cin*)::« 
(UU): 


U( — a)=(,a) 
X 


|.(—  a=Ua)       (IV  b 


(IVe 


IV  b  U_a)=(^.ö) 

(HI  c):  


fr/l-n-a) 


LA—  a)  (IVd 
Ein  Beispiel  für  die  Anwendung 
von  (IV  a)  haben  wir  im  Folgenden. 
HIf   La  =  b 
U  =a 

(IV  a) 


,IH0:: 
;IUc): 


—  a=b)=(—b  =  a) 
a  =  6  (a 


|-(—  a=ft)  =  (_6=a)  (0 


(Uli):: 
(IIIc): 


L{a  =  b)  =  (—b  =  a) 

|.(a  =  6)  =  (_6  =  a) 
L(a  =  6)  =  (fc=a) 


(e 


(Uli):: 

|.(a  =  6)  =  (6=a)  (IVe 

Beim   Uebergange   zu  (y)   ist  hier 

(IIIc)  in  der  Form 

LT(a  =  6)  =  (__i=a)  ' 
|L — a  =  b)  =  ( — b=a 


zu  denken,  indem  ,/(£)'  durch 

,£  =  (_  6  =«)', 
,a'  durch  ,( — a  =  6)',  ,6'  durch 
,(a  =  6)'  ersetzt  ist.  Für  den  Uebor- 
gang  zu  (e)  haben  wir  in  (IIIc) 
durch  ,(a =&)  =  £',  ,a*  durch 
f( — &  =  <*)',  durch  ,(&  =  <*)'  ersetzt 
zu  denken. 

§  52.  Es  mögen  endlich  noch 
einige  Sätze  aus  (V)  und  (VT)  abge- 
leitet werden. 

V  [(lfte)  =  <i9(a))  =  {^rf\a)=g(a)) 
(lila):  :  


(IHh): 


Ä«0  =9(U 


f\a)  =  9W  (Va 


V  ^^e)  =  4j(o))  =  (^/la)  =  p(a)) 
(III  c) :  


tL-A«)  =  0(a) 
-f/-(e)  =  ä!7(a) 


Ca 


(Ha) 

WM  =9(a) 

l!f[e)  =  c'9(a)  (Vb 
In  (IIa)  ist  hier  ,/(|)'  durch 
A*)=9(£y  ersetzt  zu  denken. 

Bei  der  folgenden  Ableitung  ist 
iD  (Va)  *9&'  durch  ,a  =  |'  ersetzt 
und  zugleich  für  ,a'  geschrieben 
nach  Regel  (11)  §  48. 

Va   L—if{e)  s|(as|) 
L^/la)  =(a  =a) 
(Dia):  


=  \t(a  =  «) 


VI: 


t—a=\ef[e) 
^f(a)  =  (a  =  ü) 


(« 


(Via 
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II.  Beweise  der  Grundgesetze  der  Anzahl. 

Vorbemerkungen. 


§  53.  In  Beziehung  auf  die 
nun  folgenden  Beweise  hebe  ich 
hervor,  daas  die  Ausführungen,  die 
ich  regelmässig  unter  der  Ueber- 
schrift  Verlegung4  vorausschicke,  nur 
der  Bequemlichkeit  des  Lesers  die- 
nen sollen;  sie  könnten  fehlen,  ohne 
dem  Beweise  etwas  von  seiner  Kraft 
zu  nehmen,  der  allein  unter  der 
Ueberschrift  , Aufbau'  zu  suchen  ist. 

Die  Hegeln,  auf  die  ich  mich  in 
den  Zerlegungen  beziehe,  sind  oben 
in  §  48  unter  den  entsprochenden 
Nummern  aufgeführt  worden.  Die 
zuletzt  abgeleiteten  Gesetze  findet 


man  am  Schlüsse  des  Buches  mit 
den  im  §  47  zusammengestellten 
Grundgesetzen  auf  einer  bosondern 
Tafel  vereinigt.  Auch  die  Definitionen 
des  Abschnittes  I,  2  und  andere  sind 
am  Schlüsse  des  Buches  zusammen- 
gestellt. 

Zunächst  beweisen  wir  den  Satz  : 
Die  Anzahl  eines  Begriffes  ist 
gleich  der  Anzahl  eines  zweiten  Be- 
griffes, wenn  eine  Beziehung  den 
ersten  in  den  zweiten  und  wenn  die 
Umkehrung  dieser  Beziehung  den 
zweiten  in  den  ersten  abbildet. 


A.  Beweis  des  Satzes 

y-u^(v^)q) 

a)  Beweis  des  Satzes 
,L«~(t;-)g) 

§  54.  Zerlegung. 

Nach  der  Definition  (Z)  ist  der  Satz 

u^(v  ^)q) 

v  ~{u~)¥.q)  (a 
eine  Folge  von 

\lu^(v^)q) 

Xv~(u")#q  (ß 
Dieser  Satz  ist  mit  (Va)  und  nach  Regel  (5)  abzuleiten  aus  dem  Satze 
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L/r-nJLT-wr~(u'->)q)  V 

lu^{v  ~)q) 
Xv~(u^)$q) 


w^(v  q) 


)' 


(y 


<ler  mit  (IVa)  zu  beweisen  ist.  Wir 
bedürfen  dazu  der  Sätze 

L_<     M>~(«~)q)  ' 
L«  * (w*)%.<\) 

Lt?  ~(«?^)$q) 
 u  ^(p 


der  nach  Regol  (5)  folgt  aus 


und 


Lv!qr»A(»A)q)  4 

,^l~rM>~(tt~)q) 
Ltt~(«j~)£q) 


Wenn  wir  in  (e)  ,«'  mit  ,v4  vertau- 
schen und  für  schreiben,  so 
erhalten  wir 

w  r>  («  ")  q) 
L  u  «"» (tt?  « )  ^.q) 
'  —  w^(t>  ^)q) 
(U7^)^q) 
v  ~(« 


"TT 


Dieser  Satz  stimmt  nahezu  mit  (d) 
uberein.  Um  (d)  aus  (£)  nach  Regel 
(7)  abzuleiten,  bedürfen  wir  des  Satzes 

Wir  suchen  also  zunächst  den  Satz  (e) 
zu  beweisen.  Er  geht  durch  Wendung 
(Regel  3)  hervor  aus  dem  Satze 

q  —  to^(tt^)q)  4 
•tt^(«?^)£q) 
-v^-p- «^(v  ~)q) 

Lv  ~(tt?~)$q) 
 U*(9  r  )q) 


„-«>-(«  -)p) 


.vi_rtt>~(t>  ~)q) 
-(w^)^q) 
 u^(v  ^)q) 


iß 

Um  den  Sinn  hiervon  besser  zu  or- 
konnen,  verwandeln  wir  es  durch 
Wondung  in 

f™<     u?~(v  -)q)  1 
Lt;  -(tt>~)#q) 
«^(«>-)#p) 

'~(«~)p) 
•«  ^(v 

•  v  -(u^)^q) 


». 


Des  bequemern  Ausdrucks  halber 
sage  ich  nun  statt  ,Begriff,  dessen 
Umfang  durch  u  angedeutet  wird 
.«-Begriff4,  statt  .Beziehung,  deren 
Umfang  durch  (p  angedeutet  wird* 
.p-Beziekung4,  statt  , durch  die  p-Be- 
ziehung  werden  die  unter  den  to- 
Begriff  fallenden  Gegenstände  den 
unter  den  u-Begriff  fallenden  ein- 
deutig zugeordnet'  ,die  p-Beziehung 
bildet  den  «7-Begriff  in  den  u-Begriff 
ab4.  Wir  können  nun  (x)  so  in  Worten 
wiedergeben : 

,Weuu  die  Umkehrung  der  p-Be- 
ziehung  den  «- Begriff  in  den  w- Be- 
griff abbildet  und  die  p-Beziehung 
den  t0-Begriff  in  den  «-Begriff  ab- 
bildet, wenn  ferner  die  q- Beziehung 
den  «-Begriff  in  den  ü-Begriff  und 
die  ^.j-Beziehung  den  v-Begriff  in 
den  «-Begriff  abbildet,  so  giebt  es 
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eine  Beziehung,  die  den  mj- Begriff  in 
den  v-Begriff  und  deren  Unikehrung 
den  »-Begriff  in  den  w-Begriff  ab- 
bildet«. 

Eine  solche  Beziehung  ist  offen- 
bar eine  aus  der  j>-Beziehung  und 
aus  der  ^-Beziehung  zusammenge- 
setzte1), wie  folgendes  Bild  anschau- 
lich macht 

w—w—v 

F  f 

Ich  führe  nun  für  den  Umfang  einer 
aus  der  p-Beziehung  und  aus  der 
^-Beziehung  zusammengesetzten  Be- 
ziehung die  abgekürzt«  Bezeichnung 
jj._-.gr*  ein,  indem  ich  definire 

Es  wird  nun  auf  den  Satz  ankommen 


zu  beweisen.  Aus  der  Definition  {.J) 
ist  zu  entnehmen,  dass  zweierlei  be- 
wiesen werden  muss,  nämlich  erstens 


hr-- 


Lb  ~(a~{p^q)) 


■  w  n 


P> 


(I 


und  zweiteus 


(o 


($)  geht  hervor  aus 


,  r"  ^t* 

L».a 


2)) 


L_  «;~(t>-)(;>. 


■u~{v  ~)q) 


in  Worten: 

,Wenn  die  p-Beziehung  den  w- 
Bogriff  in  den  u-Begriff  abbildet 
und  wenn  die  g-Bezichung  den  u- Be- 
griff in  den  v- Begriff  abbildet,  so 
bildet  die  aus  beiden  zusammenge- 
setzte ( p  g)-Beziehung  den  t0-Be- 
griff  in  den  t?-Begriff  ab'. 

Ferner  bedürfen  wir  des  Satzes 
v  -  {wr p--  q)? 

der  auf  {l>  zurückgeführt  werden 
kann  mit  dem  Satze 

Wir  versuchen  zunächst  den  Satz  (X) 


nach  Regel  (5).  Um  (71)  in  Worten 
auszusprechen,  ist  es  bequemer,  ibn 
zuvor  durch  Wendung  in 


Q 


I  d  M7 

u  ^(v^)q) 


1)  Vergl.  Grundlagen  S.  86. 


zu  verwandeln.  Sagen  wir  nun  statt 
,Gegenstand ,  der  durch  d  ange- 
deutet wird'  kurz  so  lautet  unser 
Satz  in  Worten  so: 

,Wenn  d  unter  den  w-  Begriff 
fällt  und  wenn  der  u?-Begriff  durch 
die  p-Beziohung  in  den  u-Begriff 
abgebildet  wird  und  wenn  der  u-Be- 
griff durch  die  g-Beziohung  in  den 
©-Begriff  abgebildet  wird,  so  giebt 
es  einen  Gegenstand,  der  unter  den 
ü-Bcgriff  fällt  und  zu  dem  d  in  der 
(j?__g)-Beziehung  steht'. 
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sich  stützen 


■e  ^(m^q) 

■d~{e  ~p)  (a 
in  Worten: 

.Wenn  d  zu  e  in  der  p-Beziehung 
steht  und  wenn  e  zu  m  in  der  g-Be- 
ziehung  steht,  so  steht  d  zu  tn  in 
der  i  p^,  g)-Beziehung'. 

Dies  wird  abzuleiten  sein  aus 
dem  Satze 


=d^(m~(p^q)y 


(t 

der  aus  der  Definition  (B)  folgt 
Um  ihn  zu  beweisen,  bedürfen  wir 
des  Satzes 

denn  die  linke  Seite  der  Definitions- 
gleichung {B)  ist  ein  Doppel  werth  - 
verlauf,  (r)  ist  auf  den  Satz 

,[fta)  =  a~if{ey  (v 

zurückzuführen,  der  aus  der  Defini- 
tion (^4)  abzuleiten  ist.  Nach  dieser 
ist  zu  beweisen 

^A«)=W^LT.  9(«)=«  v 

V      Lifte)  =  h(s))  (X 

Das  muss  mit  (Via)  geschehen  und 
mit  dem  Satze 


indem  man  in  (Via)  für  ,/(£)*  nimmt 

■^Lrrr  fl(a)  =  £  « 

?      L€/le)  =  e'fl(e) 

und  durch  ,/fa)'  ersetzt,  (i//)  geht 
nach  Regel  (5)  hervor  aus 

i=(fta)  =  bY 


,1  ^if[i)=h(e)) 


was  mit  (IVa)  zu  beweisen  ist.  Dazu 
bedürfen  wir  der  Sätze 


und 


LvL-rr9(a)  =b  1 


8(o)  =6 

*/"(«)  =  «fl(e)  (/*' 

von  denen  der  erste  durch  Wendung 
nach  Regel  (3)  folgt  aus 


h — r^a) 


Schreiben  wir  nun  (II  b)  in  der  Form 

m 

iLrrrtia)  =b 

L^)=i9(«) 

so  sehen  wir,  dass  hieraus  mit  (III  e) 
(/)  folgt.  Der  Satz  (ß')  folgt  durch 
Wendung  aus 

,1  rfta)=b  «T 

und  dies  nach  Regel  (5)  aus 


\rF9(a)=b  < 


Dieser  Satz  geht  nach  Regel  (7)  mit 
(Vb)  hervor  aus 

\nr9W  =  b  ' 

\Lfta)=g(a) 
,Kfta)  =  b 

das  mit  Vertauschung  der  Unter- 
glieder nur  ein  besonderer  Fall  von 
(HIc)  ist.  Wir  bauen  nun  hiernach 
den  Beweis  auf.  Zu  der  Ableitung 
von  (2)  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
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bei  der  ersten  Anziehung  von  (1) 
nach  Regel  (9)  tfffl  durch  die  Fuuc- 
tionsmarke  r/(|,  6/  ersetzt  ist  (IIIc) 
ist  darauf  in  der  Form 

L-/lo,6)  =a-(6-af/te,  «))' 
\lf\a,b)  =  a~!f(e,b) 

zu  denken.  Bei  der  zweiten  An- 
ziehung von  (1)  ist  dieses  in  der 
Form 

{e,b)  =  b~aifcay 


§  55. 

Vb 

(nie) 


Außau. 

fta)  =  <f(a) 


g{a)=b 
/la)  =b 


zu  denken,  indem  statt  gesetzt 
ist  £V  und  statt  ,o*  ,6'  und  statt 
,e'  ,a'  nach  den  Regeln  (9)  und  (11). 


aVa): 


I  r/Ia)  =6 

X 

h  /W=* 


U-r^C«)  =  &  \=(. 

•  

ine  |.^)==^«) 

(Hb):  

(i  rtf«)  =  *> 

X 

USTr8(«)=t 

I  A«)  =*> 


_Aa)=&) 


(HI  a): 


(Uli)::' 


.  g(a)=6  \=(/ta)=&) 
(— Aa)  =  6)  =  (Ao)=&) 


n    S(a)=6     \=(A«)  =  &) 


(« 


(y 


(e 


(5 
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(^Sjr  fl(«)  =  o     \=(f(a)  =  o) 

iVIa):  

|.  fia)  =  V«  C-rvl^r  8(a)  =  a  \ 

V     L^e)=i8(Ä)J  (A 

(III  a) :  


{A)::  ■  — 


iaif[e1a)=q 

(3):  

(III  o) :  


^f(a)  —  a^sf[e)  .  (i 
 •  ■ 

1  [f[a,b)  =  a~ef{e1b) 
(IHc):  

(1)::  

|.  ^a,  6)  =  a  «  (6  -  af/fo  a))  (2 

an  C) :  — 


(» 


(4 


d^(w«(j>w-g)) 

X 

r    (m  «  g) 


(IIa):-  ■ 

X 

d^(m^(pw2)) 
e^(m^q) 
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§  56.  Zerlegung. 
Um  nun  don  Satz 

Li  rd 


d~(a  ^{p^q)) 
u  ^{v^)q) 


(a 

{§  54,  ;i)  zu  boweiseu ,  müssen  wir 
auf  (J)  zurückgehen.  Daraus  loiton 
wir  den  Satz 

T  rd 

!  \-d~(a^p) 

,  ^"(u~)p)  (ß 

ab.  Um  von  diesem  aus  (er)  zu  er- 
reichen, müssen  wir  den  Satz 

0    .a  1 
d^(a^p) 


a  ^  v 

d~(a^(p^q))  (y 
haben,  der  nach  Regel  (5)  hervor- 
geht aus 


E 


1  u 


d^{e  ^p^ 
—  u^(v^)  q) 

Ld~{a  (p^q))  yd 
Wir  können  nun  den  Satz  (ß)  auch 
so  schreiben: 


\ 


Um  hieraus  (d)  zu  gewinnen,  be- 
dürfen wir  des  Satzes 

I  ^"(«"jp) 

d^{a^{p^q))  (« 


der  nach  Regel  (6)  folgt  aus 
f 


Lc  n (m « q) 
L-d 

Dieser  Satz  ist  leicht  mit  (IIa)  und 
(5)  zu  beweisen.  Es  kommt  also 
darauf  an,  den  Satz  (ß)  aus  (J)  ab- 
zuleiten.   Das  geschieht  mit 

[rr  *Ufo  6»  * 

L  F(a^(6^g)) 

was  aus  (3)  folgt. 

§  57.  Außau. 

S   L/Ta,  6)  =tt~(fc~g) 
Lof/(«,  a)  =  g 

III  a) :  


G): 


I      i  v  c 

Lb^fc 


L  b  ^  (a  ^  ^ 


 Ig 

 u~(t>-)tf) 

(Ib):  

|» ,     ,  b  * u 


Lb  ^(a°5) 
 u^(v^)q) 


!  Lc^(a^g) 
I  «  ^  (v  ^ ) 


(8 
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(IIa; 


y-d^^e  ^p) 


L<J  ^(g  ^p) 


(8): 


a  ^» 

(/  ^(a  ^ip^q)) 
a  ^t? 

d^{e^p) 
a  ^» 


(8): 


*-d^{fi^p) 
*-d^(a*(p^q)) 


h 


|  rd~U> 

Uly«*  ~V 

l-d~(a~(p^.q)) 

 u~{v~)q) 

*>"(u~)p) 


"ihr: 


(a 


(y 


tß 


b 

a  ^t? 

b  ^(a^(p^q)) 
u  ^(v^)q) 
w^iu^)p) 

III  c):  


0 


t 


Fia^(b^q)) 

FW*  *)) 
aife,  a)  =  q 


(10 


(10):- 


1   >  1 

La* 

=>« 

['  1«  j 

de):- 


.Iq 


(?) 


(11 


11  fc 


(9):: 


W"(v~){p*-q)) 


Lr«"(V")(j»wg)) 
L|| 

L«;^(u^)|j) 


(12 


§  58.  Zerlegung. 

Wir  müssen  jetzt  den  Satz 
(§  54,  o) 


beweisen;  d.  h.:  ,die  aus  der  p-Be- 
ziehung  und  der  ^-Beziehung  zu- 
sammengesetzte Beziehung  ist  ein- 
deutig, wenn  sowohl  die  p-Beziehung, 
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als  auch  die  ^-Beziehung  eindeutig 
ist'.  Nach  der  Definition  (/")  ist  zu 
beweisen 


i  t   b  « 


b  =  a 

e  f>  (a^(p^q)) 
c  f>  (\>^(p^q)) 


iß 


was  nach  Regel  (6)  hervorgeht  aus 
d=a 

e  "  (a^(p^q)) 
e  *  (d^(p^q)) 
\-lq 

L-lp  (y 

Aus  der  Definition  (B)  ist  nun  leicht 
zu  folgern 

 e^(a^  (p~^ 

oder 

L  re~(a~(p^q)y 

KLrrre~(x  -  p) 

Mit  diesem  Satze  gelangt  man  von 

\mLTe-(x^p)  ' 
Lr  ~(a^q) 

I  rd  =  a 

I  e  *  (d^(p  - 

Iq 
•lp 


•ff))  {* 


(« 


ff)) 


Lft  n  (a^q 

—  e  *>  {d~(p-q)) 
l—  Iq 

lp  (» 
Dieser  Satz  ist  in  ähnlicher  Weise  mit 


leicht  zu  dem  Satze 

e  «  (a^(p^q)Y 
d  =  a 

■Iff 

aus  dem  (y)  durch  Wendung  folgt. 
Der  Satz  (0  geht  nun  nach  Regel  (5) 
hervor  aus 


L  re-(d~(j> 


e  *  (e^pY 
e  (d^q) 
b  *  (a^q) 

d  =  a 

e  r%  (b^p) 

lp  (I 

abzuleiten  wie  (17)  aus  (#).  Es  wird 
dabei  das  ,&  durch  das  ,t'  zu  er- 
setzen sein.  Deshalb  ist  die  Ver- 
schiedenheit der  Buchstaben  ,6'  und 
,c'  nothwendig ;  sonst  würde  nach 
Regel  (5)  das  ,rl  nicht  nur  an  den 
Stellen  einzuführen  sein,  wo  jetzt  ,cc 
steht,  sondern  auch  da,  wo  ,i>'  steht. 
Nun  folgt  aus  unserer  Definition  (/') 


(x 

und  hieraus  mit  (IIIc) 
d  =  o 
6  *>  {a^q) 
-c  «  (d^q) 

Wendet  man  hierauf  den  Satz  (x) 
an  in  der  Form 

b=c 
e  r>  {e^p) 
e  «  (6  ■  p) 
L-ty  (x 
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so  beweist  man  den  Satz  (i ) ,  von 
dem  ausgehend  wir  zu  unserm  Satze 
[a)  gelangen  können,  wie  wir  sahen. 


§  59.  Aufbau. 


=  a  \=I<y 


rllla):  


(IIa): 


b  =  a 

c  «  (a^q) 

e  n  (b^g) 


|     I  b  *  (b~q) 

Ha):  

L  &  <->  (a  ^g) 

I  b  «  (d^g) 

I  1? 

(IIa):  

hrrf =ö 

'  n  (a^g) 

Li? 

L  «<!(_,.      a))  =  tf 


(13 


«)) 

x 

a^ijb^q) 

C^-r/U,  «)) 


=  5 


(14 


ß  l«ef-T>L^e"{x^p)y=p^q 
(14):—  .  


^(«^(p-.g)) 
•  


ri5 


\         I  e  r>  (\>^q)J 

[  c) :  

fr—  * 

I  e  ^  Cb 


13   L_d  =  a 

Li? 

(HIc):  

Lo  «  (a^g) 


L_lg 
1— 6  =  c 


(13)::  

|.....d  a 


6  «  (a^q) 

• — c  ^  (c  ~p) 
—  e  -  (&^\p) 
Ip 

X 

c  n  (c^p) 
c  «  {drq) 
1—6  ^  (a^j) 

e  n  (b^p) 


(15): 


(t  ~p) 
(d^q) 

—  b  *>  (a^q) 
-Iq 
-rd=a 

—  e  ^  b^p) 
-Ip 


(10 


(a 


iß 
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(« 


l  rd  =  o 

 Ip 


(16):- 


-«)) 


X 

d  =  a 

e  «  (d~{p~q)) 
l-Iq 


|  i  Lc  rs  (a^(p-q)) 
\        I  c  «  (b'Mp  — q)) 

 1/)  (x 


(16):- 


10»— ff) 

Ip 


7    L>  Pb"«) 

L  b  «  (a  g) 


u^(v^)q) 


L«A(t 


{V")q) 
(17):  

1p 

'  ::  

,I(p  —  q) 

■  u>^(u^)p) 

(12):  

Lu>~(u~)j>) 


07 


(18 


(a 


0» 


(19 


b)  Beweis  des  Satzes 

IQ.«,-^  ~)q)  ' 
Lt7  ~(tü~)#q) 

 u  ^  (t>  ^ )  g) 

 1>  ^)^-gr) 


und  Endo  des  Abschnittes  A. 
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§  60.  Zerlegung. 

Wir  haben  nun  den  Satz  (§  54,  v) 

zu  beweisen.   Nach  den  Definitionen  (E)  und  (ff)  kommt  dies  darauf  hinaus, 


den  Satz 


abzuleiten.    Wir  können  uns  dazu  des  Satzes 


L  dif(e,  a)  =  aig(e,  cr)< 

,k^-M  b)  =  0(o,  b) 


(Y 

bedienen,  den  wir  auch  sonst  noch  brauchen  werden  und  der  durch  zwei- 
malige Anwendung  des  Satzes  (Va)  bewiesen  werden  kann.  Um  diesen 
Satz  hier  anzuwenden,  müssen  wir  den  Satz 

\ b n (a~ (p  -  q))  =(^1^ a ~ (r  -  $q)\< 
haben,  der  mit  (4)  aus 


(d 


Lt~(a~g)J 


|  Lr~(6 


folgt,  (e)  ist  mit  (IVa)  zu  beweisen. 
Wir  bedürfen  dazu  der  Sätze 

Lt  ^(a^q) 

und 

WTir  leiten  sie  aus  dem  Satze 

,[r^^a^q)  =  a^(r^^q)i  (# 

ab,  der  leicht  aus  {E)  folgt.  Den  so 
bewiesenen  Satz  («)  benutzen  wir, 
wie  in  §  54  angedeutet  wurde,  zum 
Beweise  des  Satzes  (§  54, 

•>¥«)  (« 

und  leiten  aus  diesem  und  den 
Satz  (§  54,  e)  ab. 


§  61.  Aufbau. 

Va 


tifie,  d)=tg{e,  d) 
Ao»  <*)  =  </(<«,  <*) 
(Ha)::  

L  Zfe,d)  =  ig{e,d) 


(Va):. 


L  ^Zfo,a)  =  ig,e,  a) 

LU^Ao,  b)  =.<7(a,b) 


0» 


L  aifa  a)  =  dig(e,  a) 

Li^/to,  b)  =  <tfa,  b)  (20 

 •  

£  läi(a~(t~q))  =  $q 


(III  c): 


21  [ 

inia) 


|.r^(a^j)  =  a^^^^)  (21 

*-F(r"(a~q))  (22 
j)  =  a~(r^^) 


(23 
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(IIa): 


La 


(23): 
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22 


p) 


1     Ca~(r  ^£ 

Lr  -  (a^tf) 
X 


(IIa):- 


X 

a  -  (r- 

r»j>) 
r>p) 


(« 


r-  (r 


6  n  (T  *p) 


t> 


L.r^(&~$j)) 
L — „.a~(r-£?) 

Lx^b^p) 

X 

L — „b^(r  p) 
*-a^(r^¥-q) 

L  r  r*  (b  r>  %.p) 


(22)::  

L —  b~(r  ~p) 
L  r  n  ^a  « 

LT -(ft-^p) 


L  r  ^  (o  -  g) 

X 

|        L  r  r>  (a  n 

Lr-(6  ^p) 


(IVa):- 


6  (r-p) 
^  (a  ^  <?) 

Lr  "(6~4L/>) 
X 

Lr  (b-lp) 
Lr  ^(a^g) 


b  ^(t  ^p) 


.IIIc): 


6^(T  np)\—b^(a^{p~^q)) 


\  Lr^(o^<?)y 


t4):;- 


CS 


0 


(x 


a 


Digitized  by  Google 


(20) : 


|,  ai  (o  ^  (e  ^  (p  —  2)))  =  «* 


IIIc): 


(III  c): 


L  «e  (er  ~  («  ~  ( p    g)))  =  £g  -  £p 

V  Lr^(o^4^i>)/ 


(E):: 


ai(a  -  («  -  ( p  -  0) )  =  ^(p  _  g) 


(ITTa): 


|-¥u>-^=4h/~¥p  (24 


■  t>~(H>~)$.(p^g)) 
■t>~(H>~)(£g-.$p)) 

(19)::  

L.ü-(w-)^(p^^)) 

(Ha):  

L — jp-tc^C©  ^)(.p  —  q)) 


(« 


Fw^(u  ~)p) 


0» 


0  ~(u~)^) 
v  ~(u;<->)$q) 


 w 

LM  ^ (t? ^ ) 

L«7^(tt-) 


19     l  tt7^fü^)(p_y)) 

>«) 

X 

Lr«;^(a-)p) 
Lm       '  )q) 
Kw"(v")(p^q)) 

(■/)■■■  


L_  u  « (v  r ) 

~)q) 

Ltt  ^(u>^)^.q) 
u  ^  (t>  « )  g) 
t>  ~(u^)$?) 
tt>^(v  ^)q) 

X 

\—*w"(v  ~)q) 
L«  ^(tü~)$q) 

LM  ^(u>^)^.q) 


(I 


(o 


(<? 


(25 


Um  nun  den  Satz  <§  54,  d)  aus 
(26)  abzuleiten,  bedürfen  wir  des 
Satzes  ß  54,  tj) 

6* 
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bei  der  ersten  Anziehung  von  (1) 
nach  Regol  (9)  ,flf)'  durch  dio  Func- 
tiousmarke  b)1  ersetzt  ist.  (III  c) 
ist  darauf  in  der  Form 


6  ~  ae/fo  a) 


zu  denken.  Bei  der  zweiton  An- 
ziehung von  (1)  ist  dieses  in  der 
Form 

zu  denken,  indem  statt  ,/T£)1  gesetzt 
ist  fV  und  statt  ,a'  ,6'  und  statt 
,«4  ,a'  nach  den  Regeln  (9)  und  (11). 


§  55.  Aufbau. 


Vb  LA«)=jruo 

(nie): 


lf{e)=ig{*) 


I  r/I«)  =  6 

X 

L  fta)=6 


^1  Vb)  :  • 


—/Ha)  =  6) 


lUo  = 

(Hb):  

L—rf{a)=b 

X 

U^rr8(a)  =  *> 
I  A«) 


g(a)=6      \  =  (_fla)  =  &) 


(III  a): 


(Uli):.- 


^("^W  =  *»(«)) 
l(-.f[a)  =  b)  =  (fla)=b) 

[(^L~rM*=*     \=(f\a)  =  b) 


(a 


08 


(9 
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\      Ufc)  =  *fl(*)/  (x 
iVIa):  .  

\    Li/r«)=ig(e);  a 

(III  a) :  

\rf[a)==a*if(e) 

L  V«  (  -tvStt-  9(a)  =  «     \= a~  #(«) 
(■-*)::  

 •  

1    |./ta,  6)  =  a-^c,6) 

(ine):  

L/fa,  6)  =a~(fc^af/U,  a)) 
\.tfle,b)  =  b"dif{e1  a) 
(1)::  


(3) :  —  

(III  o) :  


(« 


(Dl  c) :  

L/Ia,  6)  =a^(&~g) 

laif[e,a)  =  q  (3 


(4 


InLyd^iX  rsp) 

X 

(Ha):  

X 

Lrd-im^ip-q)) 
V-e  ^(m^q) 

i-d^le^p)  (5 
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§  56.  Zerlegung. 
Um  nun  don  Satz 
Un  rd 


i  r  »  «v 

L  d  ^  (a  ^  (  ^ 


(« 

(§  54,  7r)  zu  beweisen,  müssen  wir 
aul'  (.7)  zurückgehen.  Daraus  leiten 
wir  den  Satz 

-rd  ^  w 


Ed-u, 
Q  -U 


ab.  Um  von  diesem  aus  (a)  zu  er- 
reichen, müssen  wir  den  Satz 

'irr0/* 

I  u^(v^)q) 

haben,  der  nach  Regel  (5)  hervor- 
geht aus 

e 

Wir  können  nun  den  Satz  (ß)  auch 
so  schreiben: 

u 


Um  hieraus  (b*)  zu  gewinnen,  be- 
dürfen wir  des  Satzes 


a  ■ 

a  rsV 


(« 


der  nach  Regel  (5)  folgt  aus 
b 


\nvmv 


Lrf -(a-(p^g))  (C 
Dieser  Satz  ist  leicht  mit  (Dia)  und 
(5)  zu  beweisen.  Es  kommt  also 
darauf  an,  den  Satz  (ß)  aus  (J)  ab- 
zuleiten.   Das  geschieht  mit 


y-F(a~(b*q)) 
,  Lae/fc,  a)  =  q 


was  aus  (3)  folgt. 

§  57.  4tt/fcau. 

3   L/Ta,  b)  =a~(6~?) 


(Ula): 


jjjfa  a)  =  q 


>  > 

an 


(6): 


^  r^« 


Ig 


L  b  r»  (a  « 


(Ib): 


L  b  o  (a  «  g) 
 u^(v^)q) 


;na) 


L«    a  ~t> 


f«3 


(6 


(8 
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5  hrrf~(m"(i> 

y-e  r>  (m  *"»  q) 
(Ha):  

L — —m^v 


-d  ^(e  ^p) 
d  ~(a  ^(p^g)) 


(8):- 


a  ^  v 

e  ^(a^q) 
d^(e^p) 
a  ^« 


<7» 


•  t*~(t;~)g) 


(8) 


a  ^  u 

d^(a  ^p) 
a 

d~(a~{p~q)) 
u^(v^)q) 


Li  rd^w 

Ld~(a~(p_g)) 
»"(«")#) 


L_ti  ^(a ^(p^ 


2)) 


 u  ^(v^)q) 

 •  

(HIc):  


(« 


(y 


(d 


(« 


(9 


L.F(a-(6-?)) 
Lf(/ta,  6)) 


Ts 


(10):- 


b^e 

b  *  (a  j) 


(10 


(Ie) 


.lq 


(« 


h 


E 


.w^(v^)q) 

.b  ^  M7 


(H 


b 

a  ^t; 

b  *(a^(p~q)) 
I(p^q) 


w  ^  (v  ^)  {p  ~  q)) 
u~(v~)q) 
w^(u^)p) 
Hp^q) 


(12 


§  58.  Zerlegung. 

Wir  müssen  jetzt  den  Satz 
(§  54,  o) 


VST* 
Xip 


(« 


beweisen;  d.  h.:  ,die  ans  der  p-Be- 
ziehung  und  der  g-Beziehung  zu- 
sammengesetzte Beziehung  ist  ein- 
deutig, wenn  sowohl  die  p-Beziehung, 
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als  auch  die  ^-Beziehung  eindeutig 
ist'.  Nach  der  Definition  (/")  ist  zu 
beweisen 


iß 

was  nach  Regel  (5)  hervorgeht  aus 
d=a 

e  o  {d^(p^q)) 

Aus  der  Definition  (B)  ist  nun  leicht 
zu  folgern 


,1  e~(a(p^q) 


9))  Ü 


oder 


L  r«~(a~(jp  — g))' 


(« 

Mit  diesem  Satze  gelangt  man  von 

I  rd=a 

I  c  «  (dNj>  — g)) 

i — 1? 

,i — iP  « 

leicht  zu  dem  Satze 

c  -  (a^(p^g))' 
d  =  a 

e  o  (d~(p^q)) 
l_Ig 

' — lP 


e  ^  {b^p)  1 
6  «  (a^g) 

I — e  n  (d~{p  —  q)) 


aus  dem  (y)  durch  Wendung  folgt. 
Dor  Satz  (£)  geht,  nun  nach  Regel  (5) 
hervor  aus 


l— Ig 

Ip  (» 
Dieser  Satz  ist  in  ähnlicher  Weiso  mit 

L  r«~(d~(j>-g))« 

Ljf     e^(x  ^p) 

aus 

e  *  (c^p)1 
c  f>  (d^q) 
b  *"»  (a~g) 
L-Ig 
d  =  a 
e  (b^p) 

lp  (« 
abzuleiten  wie  (tj)  aus  {9).   Es  wird 
dabei  das  ,e'  durch  das  ,r*  zu  er- 
setzen sein.     Deshalb  ist  die  Ver- 
schiedenheit der  Buchstaben  ,6'  und 
,CC  nothwendig ;   sonst  würde  nach 
Regel  (5)  das  ,r'  nicht  nur  an  den 
Stellen  einzuführen  sein,  wo  jetzt  ,c' 
steht,  sondern  auch  da,  wo  ,6'  steht. 
Nun  folgt  aus  unserer  Definition  (/') 
d  =  a 
b  «  (a^q) 
b  *  (d~q) 
L-Ifl  (x 
und  hieraus  mit  (DUc) 


fcU8  1 


k\d=a  ' 

y-b  n  (a^g) 
Lc  ^  (d^q) 


l-Ig 

1—  b=c  (l 
Wendet  man  hierauf  den  Satz  (*) 
an  in  der  Form 

b=c 
e  *  {c^p) 
e  *  {b  p) 
l-Ip  (x 
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so  beweist  man  den  Satz  (/),  von 
dem  ausgehend  wir  zu  unserm  Satze 
(«)  gelangen  können,  wie  wir  sahen. 

§  59.  Aufbau. 
r  I-  f^l^lrj.  b  =  a       \  =  1(J 


r 


(IIIc) 


]     Le  -  (a~g) 


(in»).  

leb  a 


(D  a): 


b  =  a 

c  ^>  (b^g) 


IIa): 


(IU):< 


J    I  b  "  Q>^q) 

I  6  ^  (d^j) 

I  Ig 


ß  U/r«,*) 

Laf(-r/l€,  «))  =  . 


X 

—  •  


I  e  *  (t^q) 


(« 


13 


i 


(IHc) 


d  =  a 

6  n  (d~^ 


I 


(18 


Ä  l-afY-rxiqTe^Ct^J))^ 
(14):  


(14 
==P~? 


L  re~(d~(p-.q)) 

L  r  r  (d  «  g) 


flö 


c  «  (d^) 

I— 6  =  c 

(13)::  

d=a 
6  «  (ong) 
i~c  ^  (d^q) 
L-I? 

1 — e  «  (c 
I — e  -  (ft^jj) 

X 

I —  b  ^  (o^ö) 

Liff 

-rd=a 

—  e  ^  (b^p) 

—  IjP 


c  «  (r  ^p) 
r  o  (d^q) 
—  b  r>  (a^q) 
-Ia 
-rd—a 
-e  «*»  b^p) 

-IJP 


(10 


(« 


Cr 


(15): 
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L—e  o  (a~(i>~g)) 

I — e  "  (d^(p^q)) 
i—lp 

X 

k\d==a 

Le  «  (<Z^(i>  — £)) 
L-lp 


I  C     >  0 


b  =  a 

e  n  (a^(p~*q)) 
e  «  (b^(p^g)) 

Ifl  (x 


(IG):  

Li, 

7   L_*   ,b 


L  b  « (a  n  g) 


(Id): 


■  w>(v^)q) 


Li 


(17)  :  

(18)  ::  

La  )q) 
\-W^(u^)p) 

(12): 

.u>^(t;~)(p  — g)) 
u  ^(v^)q) 
>~(u~)p) 


(17 


(18 


(a 


0 


(19 


b)  Beweis  des  Satzes 
Ifl     o>~(t> ->)q)  ' 

U>~(t*~)q) 
LM  ^(u;^)^.q) 

 u  ^{v  ^)q) 

 v  '"Mi*  ^)¥-q) 


und  Endo  des  Abschnittes  A. 
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§  60.  Zerlegung. 

Wir  haben  nun  den  Satz  (§  54,  v) 


(« 


zu  beweisen.  Nach  den  Definitionen  (£)  und  (B)  kommt  dies  darauf  hinaus, 
den  Satz 

|.  di(a q)))  =  «fV^I^  €  -  (r  -  £q)  V 
abzuleiten.    Wir  können  uns  dazu  des  Satzes 


(H 


h 


de/(e,  a)  =  ae^(«,  a)' 


n  — ¥ 

>k!^/M)  =  0(a,b)  (y 
bedienen,  den  wir  auch  sonst  noch  brauchen  werden  und  der  durch  zwei- 
malige Anwendung  des  Satzes  (Va)  bewiesen  werden  kann.  Um  diesen 
Satz  hier  anzuwenden,  müssen  wir  den  Satz 

\  b  rs  (a  ~  (p  ~  q))  =(^1^  a  « (r  -  $q) V 
haben,  der  mit  (4)  aus 

folgt,   (e)  ist  mit  (IVa)  zu  beweisen. 
Wir  bedürfen  dazu  der  Sätze 

l_r  ^(a^q) 


und 


*ff)' 


Wir  leiten  sie  aus  dem  Satze 

ab.  der  leicht  aus  (Js)  folgt.  Den  so 
bewiesenen  Satz  («)  benutzen  wir, 
wie  in  §  54  angedeutet  wurde,  zum 
Beweise  des  Satzes  (§  54, 

{U>~)%(p-q)y 

~>¥ff)  <' 


§  61.  Aufbau. 
Va  L — 

(Ha)::  

U  ife,d)  =  ig{e,  d) 


(Va) 


kUS-Mb)  =y(a,  b)  (< 
L — ^  «/fc,  o)  =  eg,e,  a) 


b)  G« 


L  a^l«,  a)  =  o%(e,  o) 

LU^fla,  b)=0(a,b) 

 •  

E   [ai(a~{t~q))  =  $q 
(3) 


(20 


(IIIc): 


|.r^(a^})^a^(r^^gr)  (21 


ff)) 


21    [r~{a^q)  =  a-(r*%.q) 

(HU): 


(22 


und  leiten  aus 
Satz  (§  64,  «;  ab 


und  (iy)  den  j 

I 


LF(r"{a~q)) 


(23 


Digitized  by  Google 
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;na) 


Lr  ^(a^q) 


5 


6^(r  <~'p) 

b  (r  -.p) 
r  ~  {a  <■>  q) 

X 


I     L   <"»  (r  ^p) 
L^_6-(r  ~p) 
L  r  n  (a  «  q) 


(28)::  

j  Lr  (&-£p) 
1*     i  ~(t  -p) 


L  r  « (a  n  g) 

X 

6  ^  (t  ^p) 

Ta~(r  4:5) 
Lr-(6  ~£p) 
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22 


•p) 


<TIa): 


(« 


0' 


(IVa): 


b  ~<t  ^p) 

o^(r  -  4P?) 
t  ^(6  ^$p» 


(£)::■ 


,111  c):. 


I 


6~(r  p)\=-=6-(a~(p^?)) 


(C 


(X 


a 


(v 
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(20): 


b~(a~(p-g))==/-*ro~(r'>#g)\ 


|.o^(o-(e-(i»-})))  =  ^ 


|  III  c) :  —  


(£)::• 
(III  c): 


ä?(a  « (c  -  ( p  _  ?)))  =  ^(p  _  g) 


(ITIa): 


ü~(u;->)#(p^$)) 


(o 


(19): 


(u>~)#p) 


,  •>*) 
«7~(t;  ^)q) 


iß 


(IIa):- 


I  U  ^(t>  ^] 


Eu>^(t>  ~)(p— g)) 
»  ~(«;^)$.q! 


19 


 » 


)«) 
)P) 

X 

LrU>-(u-)p) 

LrW^(V^){p~  q)) 

(/)::  


><0 

v  ~{w*)%q) 
v  ~(io~)$q) 

X 

L—*u>"(v  ~)q) 

Ul^-w^u^q) 
La  -(t*~)$q) 
u~(t;~)g) 
t>  ~(«~)£g) 


(0 


(25 


(4 


§  62.  Zerlegung. 

Um  nun  den  Satz  (§  54,  d)  aus 
(25)  abzuleiten,  bedürfen  wir  des 
Satzes  (§  54,  /.) 
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.«~(t>~)$£g)< 
■  u^(v^)q)  (o 
Nach  (11)  haben  wir  dazu  die  Sätze 


■I       I  "  f 


und 


u  « (t7 « }  q) 


iß 


u~(v")q)  (y 
zu  beweisen,  (ß)  geht  nach  Regel 
(5)  hervor  aus 

fn  rd^U 


Nach  1^8)  haben  wir  nun 

L  rd^U 


Q) 

u  n  (v  ^ )  q) 
Es  bleibt  also  zu  beweisen 

:  *-d^(a^q) 

was  nach  Regel  (5)  folgt  aus 

h — "-a"v 


^-d^ia^q) 


Schreiben  wir  (IIa)  so 

h — ra~v 


so  sehen  wir,  dass  der  Satz 

Ldia-^qV 

,  Ld^.a^q) 
abzuleiten   ist,  was  mit  (22)  leicht 
geschehen  kann. 


§  63.  Außau. 

22  L^(a-TO 

(22)::  


(Ha):- 


ld^(a^q) 


Ld^(a^q) 
a 

d~{a  ^q) 


Ld~{ar£%q) 
■  u^(v^)q) 


b~(a~£$g) 
u^(v<^)  q) 


(11):- 

i 


u~{v~)q) 


(20 


(a 


0 


(7 


(dt 


(27 


(« 


§  64.  Zerlegung. 

Es  fehlt  uns  noch  der  Satz  (§  62,  y). 
Wir  beweisen  zunächst 

Mq  (or 
woraus  dann  mit  (18)  jener  folgt. 
Nuch  (lb)  haben  wir  abzuleiten 

»    "    b  =  a 

e  ~(a~«.?) 
I  c  ~  (b^>$.#ff) 
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oder 

rrn-<*=a  ' 

Nun  haben  wir  nach  (13) 
d=a 
e  «"»  (a^$) 
«  (d~q) 

Hieraus  folgt  (y)  mit  dem  Satze 

der  aus  (23)  ähnlich  folgt  wie  (26> 
aus  (22).  Nachdem  wir  so  den  Satz 
(§  62,  bewiesen  haben,  benutzen 
wir  ihn,  um  in  (27)  das  Unterglied 
-I^r^ff*  durch  Verschmelzung  der 
Unterglieder  verschwinden  zu  lassen. 
Darauf  gelangen  wir  ans  Ziel  unseres 
Abschnittes  A,  wie  in  §  64  ange- 
geben worden  ist. 


§  65. 

23 


(23): 


Aufbau. 


"i 


(13): 


e^{a^q) 


(28 


.d=a 

e  r>  («. 

«  (d^q) 

.Iq 

(28)::-  


(a 


(/* 


I  «    b  o 


(18):  

(18)::  

L  ii  «■»  («  o )  g) 

(27) 


•  b  =  a 

•c  -  (a->^9) 
■  e  «  (b 
-Ig 


(30) 


(25):: 


'  U~(«")$q)J 

WH*  ^)q) 
t>  ~(u;^)$.q) 
«0^(1«  ~)q) 
«^(tt?^)^.q) 

u  ^(v  <^)q) 


aVa): 


(tf^g) 

LLy.u>"(v  ~)q) 

V  ^)$q) 
u~(v  ~)q) 


V  Lt,~(«>~>#q)j 


V  L«~(«,o)$q)J 

L|>^(tt^)^) 


(y 


(2'J 


^30 


(31 


(« 
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( Va) 


I — u^(v  ^)q) 
I  ü^(w^)^p) 


(nio)v 


■u^(v~)q) 


u^(v^)q) 
Lv^(u~)$q) 


\ 


(UIc):. 


V  L„~(e~>$q)j 
Lt;^(u-)ig) 


\m®u= 


=  ?/v 
{v~)q) 


5  U~(e^)$.q),l 


Beweis  de«  Satzes 

a)  Beweis  des  Satzes 


f 


Kb  ~w 


t 


U~(t<,~)£q) 
~(a  ~q) 


0 


(« 


(32 
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§  66.  Zerlegung. 

Um  den  Satz  zu  beweisen,  dass 
die  Beziehung  einer  Anzahl  zur 
nächstfolgenden  eindeutig  sei ,  oder, 
wie  man  aucli  sagen  kann ,  dass  es 
zu  jeder  Anzahl  nicht  mehr  als  eine 
gebe,  welche  auf  sie  unmittelbar  in 
der  Anzahlonreihe  folge  1  \  haben  wir 
den  Satz  (16)  zu  benutzen  und  dem- 
nach 


Lc  ~  (a~f) 


abzuleiten,  was  aus 


(ß 

folgt.  Aus  der  Definition  (H)  ist 
nun  leicht 


a 


zu  folgern.  Demnach  wäre  zu  be- 
weisen 


u  a 


V  U  -  uj  (d 


ein  Satz,  der  durch  mehrfache  Wen- 
dung und  Einführung  deutscher  Buch- 
staben hervorgeht  aus 

1)  VergL  §  43. 


d  =  a 
;/«  =  <* 
b^u 

-  ///■' 


b  \=e 


-  tiv  =  d 

'    Ie  *  v)  (« 
Dieser  Satz  kann  abgeleitet  werden 


aus 


b^u 


Nach  dem  eben  bewieseneu  Satze  (32) 
brauchen  wir  hierzu  nur  eine  Be- 
ziehung nachzuweisen,  die  den  u-Be- 
griff  in  den  v- Begriff  abbildet,  und 
deren  Umkehrung  den  r-Begriffin  den 
«-Begriff  abbildet.  Dass  es  nun  eine 
Beziehung  giebt,  die  den    /_.£  =  & 


Begriff  in  den 


VCSf 

ä(i:r:)Begriff 


abbildet,  folgt  aus  der  Gleichheit  der 
diesen  Begriffen  zukommenden  An- 
zahlen, was  freilich  noch  zu  beweisen 
sein  wird.  Nun  unterscheidet  sich 
der  »-Begriff  seinem  Umfange  nach 
nur  dadurch  von  dem  ff—e  =  cy 


Begriffe,  dass  unter  ihn  der  Gegen- 
stand c  fällt,  der  unter  diesen  nicht 
fällt;  und  es  unterscheidet  sich  der 
tt-Begriff  von  dem         t  =  6  \-Be- 

V  U  f>  u) 
griffe  seinem  Umfange  nach  nur  da- 
durch ,  dass  unter  ihn  der  Gegen- 
stand b  fällt,  der  unter  diesen  nicht 
fällt.   Hieraus  muss  nun  geschlossen 
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werden  können ,  dass  es  auch  eine 
Beziehung  giebt,  die  den  u- Begriff 
in  den  v Begriff  abbildet.  Nach 
dem,  was  bei  den  Mathematikern 
üblich  ist,  möchte  man  etwa  sagen: 
wir  ordnen  die  Gegenstände ,  die 
ausser  dem  6  noch  unter  den  u-Be- 
griff  fallen,  mit  der  schon  bekannten 
Beziehung  den  unter  den  v- Begriff 
noch  ausser  dem  c  fallenden  Gegen- 
ständen zu,  und  wir  ordnen  b  dem  c 
zu.  So  haben  wir  den  u-  Begriff  in  den 
V-Begriff  und  umgekehrt  diesen  in 
jenen  abgebildet.  Also  sind  nach 
dem  soeben  bewiesenen  Satze  die 
ihnen  zukommenden  Anzahlen  gleich. 
Dies  ist  freilich  viel  kürzer,  als  der 
nun  folgende  Beweis,  den  Manche, 
die  meine  Absicht  missverstehen, 
wegen  seiner  Länge  tadeln  werden. 
Was  thun  wir  denn  eigentlich,  wenn 
wir  zum  Zwecke  des  Beweises  zu- 
ordnen ?  Offenbar  etwas  Aehnliches, 
wie  wenn  wir  in  der  Geometrie  eine 
Hilfslinie  ziehen.  Euklid,  dessen  Me- 
thode noch  vielfach  als  Muster  von 
Strenge  dienen  kann,  hat  für  diesen 
Zweck  seine  Forderungssätze,  die 
angeben,  dass  man  gewisse  Linien 
ziehen  könne.  Aber  das  Ziehen  einer 
Linie  darf  eigentlich  ebensowenig 
als  ein  Schaffen  angesehen  werden, 
wie  das  Bestimmen  eines  Schnitt- 
punkts. Wir  bringen  uns  vielmehr 
in  beiden  Fällen  nur  zum  Bewusst- 
sein,  fassen  nur  auf,  was  schon  da 
war.  Für  den  Beweis  ist  nur  wesent- 
lich, dass  es  so  etwas  gebe.  Die 
Forderungssätze  Euklids  haben  also 
für  t  die  Beweise  die  Kraft  von 
Axiomen,  die  behaupten,  dass  es  ge- 
wisse Linien,  gewisse  Punkte  gebe. 
Da  wir  hier  nun    überall    auf  die 


tiefsten  Grundlagen  dringen  wollen, 
so  fragen  wir,  worauf  die  Möglich- 
keit solcher  Zuordnung  beruhe.  Wenn 
man  einen  Forderungssatz  nach  dem 
Vorgange  Euklids  aufstellen  wollte, 
so  könnte  er  etwa  lauten :  ,es  wird 
gefordert,  jedem  Gegenstande  jeden 
Gegenstand  zuzuordnen',  oder  ,es  ist 
möglich ,  jeden  Gegenstand  jedem 
Gegenstande  zuzuordnen'.  Dies  dürfte 
jedoch  ebensowenig  als  ein  psycho- 
logischer Satz  aufgefasst  werden  wie 
ein  Forderungssatz  Euklids,  als  be- 
hauptete er  ein  Vermögen  unserer 
Seelen;  denn  als  solcher  wäre  er 
sogar  falsch,  da  uns  nicht  alle  Gegen- 
stände und  nicht  Allen  dieselben  be- 
kannt sind.  So  würde  etwas  Sub- 
jectives  hineinkommen,  was  der  Sache 
ganz  fremd  ist.  Man  muss  auch 
.unendlich  viele  Gegenstände  unend- 
lich vielen  zuordnen  können,  obwohl 
von  diesen  unendlich  vielen  Zuord- 
nungen nur  wenige  wirklich  voll- 
zogen werden  könnten ,  wenn  das 
Zuordnen  ein  schöpferisches  Thun 
der  Seele  wäre.  Vielmehr  wäre  der 
Forderungssatz  etwa  so  zu  verstehen  : 
jeder  Gegenstand  ist  jedem  Gegen - 
stände  zugeordnet',  oder  ,es  giebt 
zwischen  jedem  Gegenstande  und 
jedem  Gegenstande  eine  Zuordnung1. 
Was  wäre  nun  eine  solche  Zuord- 
nung, wenn  sie  nichts  Subjectives 
ist,  was  durch  unser  Thun  erst  ge- 
schaffen wird?  Aber  eine  einzelne 
Zuordnung  eines  Gegenstandes  zu 
einem  Gegenstande  ist  auch  nicht 
das,  worauf  es  uns  hier  ankommen 
kann,  und  was  der  Hilfslinie  in  der 
Geometrie  entspricht ;  sondern  wir 
bedürfen  einer  Gattung  von  Zuord- 
nungen, wie  man  sagen  könnte,  einer 
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Sache,  die  wir  bisher  Beziehung 
genannt  haben  und  ferner  nennen 
werden.  Die  gewünschte  Zuordnung 
ist  also  geleistet,  wenn  wir  eine  Be- 
ziehung aufgefunden1)  haben,  in 
welcher  der  Gegenstand  b  zum  Gegen- 
stande c  steht  und  die  den  1 1  _£  =  b  \  - 

V  U  r\  u) 

Begriff  in  den  |^  e  =  c\  -  Begriff 

and  deren  Unikehrung  diesen  in 
jenen  abbildet,  Dabei  kann  eine  q- 
Beziehung  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,    welche  den   £/     «  =  6y 

V  U  -  u) 
Begriff  in  den          «  =  cj  -  Begriff 

und  deren  Umkehrung  diesen  in 
jenen  abbildet.  Nicht  bekannt  ist 
aber  von  dieser  Beziehung,  ob  in 
ihr  b  zu  irgendeinem  Gegenstande 
stehe,  noch  auch,  ob  irgondein  Gegen- 
stand in  ihr  zu  c  stehe.  Wir  können 
nun  eine  Beziehung  angeben,  in  der 
alle  die  Paare  von  Gegenständen 
stehen,  die  in  der  ^-Beziehung  stehen, 
und  in  der  b  zu  c  steht.   Das  ist  die 

Sie 


> » 


/-_£  o  (a«ff)\- Beziehung *).  Si. 

fc=:  ) 


1)  Nach  dem  Vorbilde  der  Geometrie 
könnte  man  .construirt*  sagen,  mOsste  sieb 
»ber  immer  bewuest  bleiben,  dass  das  kein 
Schaffen  ist. 


2)  Wir  können  für 

•  x  *  (y-  q  f 

=  b 


Ly== 

ohne  wesentliche  Aen<3 


wesentliche  Aenderung 

schreiben.     Man   ?ergL  hierzu  das  Aber 
,and'  in  §  12  Gesagte. 


hat  zwar  die  andern  gewünschten 
Eigenschaften,  aber  ob  sie  und  ihre 
Umkehrung  eindeutig  seien,  lässt  sich 
nicht  sagen,  solange  von  der  q-Be- 
ziehnng  nichts  Näheres  bekannt  ist. 
Es  wäre  z,  B.  möglich,  dass  b  zu 
einem  von  c  verschiedenen  Gegen- 
stände d  in  der  g-Beziehung  stände. 
Dann  stände  6  zu  zwei  Gegenständen 
in  der  angegebenen  Beziehung,  näm- 
lich zu  c  und  zu  d,  und  diese  wäre 
nicht  eindeutig,  wiewohl  die  q-Be- 
ziehung  es  der  Annahme  nach  ist. 
Um  dies  zu  vermeiden ,  suchen  wir 
eine  Beziehung  auf,  welche  zwar  in 
den  für  uns  werthvollen  Eigenschaf- 
ten mit  der  q-  Beziehung  überein- 
stimmt, in  welcher  aber  b  zu  keinem 
Gegenstande  und  in  welcher  auch 
kein  Gegenstand  zu  c  steht.  Die 
ae/__£  «  (a  rs  q^ .  Beziehung  ist 

eine  solche.  Indem  wir  nun  zunächst 
für  ti—i  =  bY  der  Kürze  halber 

.V  U  *  u ) 
,U?  und  für  2/_«=eV  ><*'  *chrei- 

ben,  haben  wir  den  Satz  zu  beweisen  : 
,Wenn  es  eine  Beziehung  giebt, 
die  den  tr-Begriff  in  den  ^-Begriff 
und  deren  Umkehrung  diesen  in 
jenen  abbildet,  so  giebt  es  auch 
eine  Beziehung,  die  dasselbe  thut, 
in  der  aber  b  zu  keinem  Gegenstande 
steht  und  in  der  auch  zu  c  kein 
Gegenstand  steht,  sofern  weder  b 
unter  den  w-  Begriff  noch  c  unter 
den  ^-Begriff  fällt*. 

Für  die  Begriffsschriftableitung 
ist  es  bequemer,  den  durch  Wen- 
dung hieraus  hervorgehenden  Satz 
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Begriff  und  deren  Umkehrung  diesen 
in  jenen  abbildet  und  die  so  beschaffen 
ist,  dass  b  in  ihr  zu  keinem  Gegen- 
stande und  dass  kein  Gegenstand  in 
ihr  zu  c  steht,  so  giebt  es  eine  Be- 
j  ziehung,  die  den  M-Begriff  in  den  t>-Be- 
griff  und  deren  Umkehrung  diesen  in 
(i;  |  jenen  abbildet,  sofern  b  unter  den  u- 
Begriff  und  c  unter  den  v-Begriff  fällt', 
zu    beweisen.      Wir    werden    dann  Für  den  Nachsatz  kann  man  auch 

ferner    den    Satz    ableiten:    ,Wenu     sagen .   so  jst  die  Anzahl  des  u-Be- 
es    eine  Beziehung  giebt,  die  den     griffes  gleich  der  Anzahl  des  y-Be- 
.e  =  &YBegriffindenfY-rr€=<5V  I  griffes4.    Nach  einer  Wendung  sieht 

dann  der  Satz  so  aus 


L'(i:r:rf(i:rtr>*i 


 r  m=  m 

Aus  beiden  Sätzen  (rt)  und  ('h  und 


dem  oben  schon  erwähnten  Satze 
1 — ^)q)  ' 


,1  /jw=  f/e 


(1 


oder 


[1  r  7/u>=  ?te 

Uly  w-Ce  ~)q» 

folgt  unser  Satz  (C).  Der  Satz  (x> 
folgt  leicht  aus  (Z)  und 


(I 


und  dieser  aus  vIIIc)  in  der  Form 


,  L  nie  =  9te 


I 


und  dem  Satze 


Dieser  Satz  ist  leicht  zu  beweisen, 
indem  man  zeigt,  dass  die  Gleichheit 
eine  Beziehung  ist,  welche  jeden  Be- 
griff in  sich  abbildet  und  deren  Um- 
kehrung dasselbe  thut.  Es  sind  also 
abzuleiten  die  Sätze 

(w^)ai{e  =  er))' 

, L  u>  ^  (to  ^ )         =  a))' 

Statt  (v)  beweisen  wir  zunächst  den 
etwas  umfassenderen  Satz 

a  ^  u)  =  ( — a^r)  (0 
den  wir  auch  später  brauchen  wer- 
den.   Wir  bedürfen  dazu  der  Sätze 

fl  rdU 

\-d~(a  n  af(e  =  a)) 
( — a^i*)  =  ; — a^v)  (n 
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und 

,|.Ia«(e  =  o)'  \Q 

Dieser  folgt  aus  (IIIc)  und  mit 
(2).  Um  (;/)  zu  beweisen,  schreiben 
wir  (Ha)  so: 


\ 


Es  bleibt  noch  zu  zeigen 

?|.d~(c*~ae(e  =  a)y 

was  aus  (Hie)  mit  (2)  zu  erschliessen 
ist.  Das  Oberglied  ,-rd^v'  kann 
mittols  des  Untergliedes 

,  ( —  a  ^  w)  =  ( — a^vy 

leicht  in  ,-rd^ul  verwandelt  werden. 

§  67.  Aufbau. 

2  b)  =  a~(b~dtf\e,  «)) 

i  in  a) :  

F(fla,  b)) 

F(a~(b~d£f[e,  a)))  (33 


LA*«) 

33)::  

lr-Td==a 

L  e  «  (a  *  ctif\e,  «)) 
LA«,  «) 

Ua)::  

d  =  a 

e  «  (a^ae/fo  «)) 

LA«,  ^ 
,b=a 

fie,  a) 

A«.  »  0* 

(33)::  


a 


V 

*-e  ^  (a^«f/)t.  a)) 


(IIa)::- 


1    L/te  o) 

I  A«.  b) 


Ee  ^  (a^dtfo,  er)) 
c  ~  (<i^afAf>  «)) 


I — Ac> *) 


Lc  ^  (a^a*A*,  a)) 
I  e  f>  (b^crf'/U,  a)) 


LAe,o) 
I  /Tc.  M 


(16):- 


Ac>  *) 

a) 


III 


LA<,  a) 
'  A*>) 

••"fr::: 

I  c  =  b 

l 

|.Ia«\e  =  a) 


(34 


(35 


2    [.  ^a,  6)  =  a  ^  (6  ~  af f\e,  o) ) 

vm  c) :  

LF(a~(b~tif(e,  a))) 

Li^(A«,&))  (»« 
 •  

Hie  [d=d 

(86):- 
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(IIa):- 


(lila): 


id^(d^di{e  =  a))  (37 

L  rd~v 

Ld-(a-«f(c  =  «))  (a 


fn — rd~u 

 ( — d^u)=( — d^v)  (ß 


(IIa): 


-rd^U 


m — r 

L°      a  rsV 

—vl^v — »«*)—( — a r  v)  (y 



.( — a^u)  =  ^ — a  (d 


(11):. 


I   tt~(t7~)af(€  =  a)) 

|Ll^( — a^tt)  =  (__a-t>) 
I  W(e  =  a) 


(35):: 


( — a-u)  =  ( — a^v)  (38 
Hie  |.( — a^w>  =  ( — a^w) 

— a^M?)  =  ( — a^w)  (a 


(381 : 


(89 


|.  W  ^  ( 10  (£  =  «)) 

§  68.  Zerlegung. 

Um  nun  den  Satz 

zu  beweisen,  bedienen  wir  uns  des 
Satzes 

,  |.  dt  (e  =  ff)  =  $d?(E  =  ctY 
den  wir  aus  den  Sätzen 

4  e)=£a*M  «)' 

,|.a€(e=a)  =  oe(a  =  «)< 


ableiten.  Jener  wird  aus  (2)  und 
der  Definition  (J£),  Dieser  aus  (IVe) 
abzuleiten  sein ,  beidemal  mit  Be- 
nutzung von  (20). 

§  69.  Aufbau. 

2   \f{a,b)  =  a"{b~dif{e1a)) 

\^^f(t,  a)=b-(fl-o^e,  <*))  (a 


(20).- 
(III  a) : 


[oififit,  e)  =  dt(a~{e~dif(e,  «)))  (/* 
L  at  («  -  (« ~  &fa  o))) = Raffle,  a >  <y 


[  difta,  £)  =  %difa,  a)  (40 

 •  

IVe  [{a=b)  =  (b=a) 

(20): 


JIIa>: 


(40) : :  • 
(IIIc): 


|.  a«(«  =  a)  =  di(a  =  e)  ( jt 

Ltiie=a)=$di{e=a) 

ldla  =  e)=$di(e  =  a)  iy 

\dt{e  =  a)  =  %di{e  =  a)  ,41 


(89):: 


(«;^)ff«(€  =  «)) 
j.  u>  ~  ( to  )  £a*(«  =  <*)) 


(42 


1  lf[a*=a~ifle)) 
III  cv  


(DI  c): 


L  f[a)  —a^v 
lif{e)  =  v 


,43 


(44 
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(44):< 


[i  «~  9/u 

L°  t?~(tt~)q) 

X 

L«  t7~(t*~)q) 

I  rV- 2/U 

(Ha):-  

X 

L/To)  =  a~r 


(« 


iß 


(45 


43 


(Nla): 


*t/t«)) 
—  •  


2    (.^-niqrt^dl^q)  \= 

V  Lu~(c„)¥q)J 

(46):  

LT«.t;^(t<^)q) 

I  V>  tyu 

X 

L — rv~m 

v-(i«^)q) 
 •  — — 

\\*W^{W^)  $.a$(e  =  «)) 

L»r>(«'-)ß(?(«=«)) 


(46 

m 


(47 


45 


42,39)::: 


(IHc): 


X 


(48 


(« 


47:: 


-er  ^(t0^)$q) 


(45) 


§  70.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz 


-tc~(*  ~)q)  ' 
*  ~(l*~)£q) 
— r6  ^u; 
 r  C 

 rr«>~(*  ^)q) 

L*  ^(«7^)^.q) 

^r-j. b  ^(a  ^q) 

£s~tC  ^(a  ^^.q; 

(Vergl.  §  66,  rj.) 


Wir  sahen  in  §  66,  dass 

eine  Beziehung  andeutet,  welche 
in  den  für  uns  in  Betracht  kommen- 
den Eigenschaften  mit  der  q  -  Be- 
ziehung übereinstimmt,  in  welcher 
aber  6  zu  keinem  Gegenstande  steht 
und  in  welcher  auch  kein  Gegen- 
stand zu  c  steht.  Wir  schreiben 
deshalb  (IIa)  in  der  Form 
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(  \\rJ. 
(  fe 

yW^(e  ~)q) 
-(u7^)£q) 

c  ~(a  ^^.q) 


und  halien  nun  unter  andern  den  Satz:     Nun  haben  wir  nach  (8) 


1-rC  ^J? 
— r  10  n 


(   PCS  I 

zu  beweisen .  der  durch  Wendung 
folgt  aus 


1 


.  rd  ^to  1 


Irl 


■  c 


Es  würde  demnach  etwa  zu  be- 
weisen sein 


\-d> 


Pfc2  |) 


/SP 


Wir  bedürfeu  hierzu  des  Satzes 
Tl2  "t0 


6 


wo  ich  den  Urtheilstrich  noch  nicht 
gesetzt  habe  wegen  etwa  noch  hin- 
zuzufügender Bedingungen  (Unter- 
glieder). In  dem  eigentlichen  Be- 
weise dürfen  ja  Ausdrücke  mit 
lateinischen  Buchstaben  ohne  Ur- 
theilstrich nicht  vorkommen;  hier, 
wo  es  sich  um  vorläufige  Auskund- 
schaftung handelt,  mögen  sie  ge- 
stattet sein.  Das  Letzte  wird  nach 
Regel  (5)  hervorgehen  aus  einem 
Ausdrucke  wie 
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werden  müsste. 
nach  (Uta) 


Nun    haben  wir 


t,  ^  (a^q) 
a  =  c 


Wir  haben  nun  nach  (IIa) 


a  ^z 

und  es  bliebe  mit  (36)  zu  beweisen 

(  Ife 

tO  =  C 

wobei  die  Unterglieder  ,-rd==6'  und 
,-r  a  =  c;  auftreten.  Ans  den  beiden 
letzten  Sätzen  schliessen  wir  nach 
Regel  (7)  auf 

*-d  n  (a^#) 

1— ra  =  c 

vLy  a  -  * 

L  ei  n  /a  ^  t 


Pr.:! 

Wenn  wir  hier  nun  das  deutsche  ,a' 
statt  des  lateinischen  ,ol  nach  Regel 
(5)  einführen  wollten,  so  würden  wir 
nicht  zum  gewünschten  Ziele  kommen 
wegen  des  Untergliedes  ,-ra=&, 
das  ins  Gebiet  des  ,Q'  aufgenommen  |  (II I  a) 


\Kc  -  z 
,  \—a  —  c 


und  es  kann  nach  Regel  (8)  das 
Uuterglied  ,-ra=&  durch  )Tc^/r' 
ersetzt  werden.  Später  ist  ebenso  das 
Unterglied  ,~rd=bi  durch  ,-rb~wi 
zu  ersetzen. 


Ie 


§  7h  Aufbau. 
Lra  =  ( 


6 


(If)::  

I 


_<*  ^  (a-^) 
L-d  =  b 
Ka  =  c 

 d  (a^q) 

—rd  =  b 

 rO=C 

(86):  

\mdr> 


(a 


•-ra=  c 

(IIa):- 


Lcf  «  (a  </) 


~ra=  c 


(' 


'  1 
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h 


a  ^  & 


d  r>  (a^q) 
d  =  b 

C  rt  g 


(8):- 


(a^ä*  T-rrT-c  n  (a~j)' 


a  ^  z 


Lh  ~ 


( res 

UTa):  

— rd  rsw 


-r b 

tC  ^0 


0? 


6  ~i 


^  Q 


T  C  ^£T 

- 10  ^     ^  )  (?) 


OD: 


w1^  I B^af 


6 
C 

I — -w^(g^)q) 
L_I«f'r _«  -  (a~«)l 

[  T«=c       J  (50 

§  72.    Zerlegung.  wegzuschatfen.   Dies  geschieht  durch 

Wir  haben   aus  dem  Satze  (50)     den  Satz 


•  las  l'nterglied 
 Tat 


=  b 
c 


LI« 


__ — . 


Wr-e  =b 

U  a  =  C 
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zu  dessen  Beweise  wir  den  Satz  (34) 
benutzen.  Wir  haben  dazu  den  Satz 
[rn  d  =  ü 


L-e=b 
U  =  c 

e  «  (d^j) 

d  —  c 

•ig 

uöthig,  der  leicht  aus  (18)  folgt. 
§  73.  Aufbau. 

Ib,Ib)::= 

fm — d=a 


34) 


(51 


L-rC  "0 


Pc::J  j) 


152 


§  74.  Zerlegung. 

Um  nun  noch  den  Satz 


[fe  J) 


■y-b^vo 

zu  beweisen,  schreiben  wir  zunächst 

(51)  so 

frrr*"/w")&r_i  ~  (of^^V 
[  T«  =  & 

indem  wir       mit  mit 

mit  ,u;'  vertauschen.  Wir  haben 
nun  zu  beweisen 


t re«c. 


=  «*/-rn— «  rt  («' 


Digitized  by  Googl^ 


-    98  - 


was  mit  (40)  aus 

\ 


> » 

as 


>  > 
as 


—  c 
b 


folgt.   Dieser  Satz  ist  mit  (20)  zu  beweisen.   Dazu  bedürfen  wir  des  Satzes 

der  aus  (21)  und  dem  Satze 

folgt.    Dieser  ist  mit  (IVa)  zu  beweisen. 

§  75.  Aufbau. 

21    lr^(a^q)  =  a^{r^^q) 
(IHh):-  

|  /  .,.     r  ^  (O ^ 3  \  = /-rp— a  ^ 


7vz 


=  b 
c 


(lila):  


:  )  Cfa 

— —  • — 


r  =  b 
a—c 
a=c 
r  =  b 


vd 


(/)::■ 


fr 
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Per 


(20): 


I    ! I 

Lac 


b 
e 


-ry-e  -  (a^qy 
U  =  & 


IIIcV 


Oes  ) 


)  Cr.:;  ) 

ITTET 


51 


PCS  . 


(68):. 


(9 


fr 


(x 


(53 


.54 
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§  76.   Zerlegung.  fr 6  =  6 

Wenn  wir  den  Satz  (IIa)  wie  in  !       ^-b  r>  /a 
4j  TU  schreiben,  so  sehen  wir,  dass 
uns  noch  die  Sätze 

und 

fohlen,  von  denen  dieser  mit  ^53»  auf  P" 
jenen  zurückgeführt  werden  kann,  der 
seinerseits  mit  (33)  zu  beweisen  ist. 


=  6 
c 


X 


•(• 


JIle):: 


=6 


§  77.  ^tt/fcau. 
1....   fe  «  (a^q) 
b 
c 

■  b  n  /a^di 


£  <"»  (a  « 
& 
c 


(Id): 


WS  , 

I —  6  «  ja^dt  \-ttt- «  n  (« n  ? ) 


(  [fe 


(68):- 


IIa): 


5::: 


Fe; 


l  n  q) 
=  h 
c 

b    /a  ^{if  [".__£  ^  (a^g) 

I  v=& 

T Tto~;Kz  ~)q) 
trrb  ^(0  ~q) 
-vl^r  c  ~(a  ~$q) 

i£,  54)::  


L^c^/a^ ^ß£f_-€  «i.a^gtlN 

(  Pcs  , 


(9 
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l — e  ^{w^)%-q) 

~(a  ~q) 
-xSrC  ~(a  ~£q) 
IM):  

c  ^-z 
^(a  oq) 


(49  : 


b 


•>¥<0 


L 


z  ~(a>~)$q) 
6  ^(a  ^q) 
c  «(a  ~$.q) 


c  ~z 

L*  ~(u>~)£q) 
^(a  ~q) 
c  ~(a  ^$.q) 


(55 


(56 


i 


b)  Beweis  des  Satzes 


und  Ende  des  Abschnittes 
§  78.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz  (#)  des  §  66,  der  nach  Regel  (5)  hervor- 


geht aus 


Ltc:)f(i:^r,ii 


JL-r     (a  ^ 


(o 
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Für  das  Verständniss  ist  es  bequemer,  den  durch  Wendung  hieraus  sich 
ergebenden  Satz 

Inn  m  ?/«*=  m  * 

 b^u 

^c-(a-)^  iß 

zu  betrachten.  Nach  (32)  wird  es  genügen,  irgendeine  Beziehung  anzugeben, 
welche  den  «-Begriff  in  den  »  Begriff  und  deren  Umkehrung  diesen  in 
jenen  abbildet,  um  zu  beweisen,  dass  die  Anzahl  des  «-Begriffes  gleich  der 
Anzahl  des  »-Begriffes  ist,  Eine  solche  Beziehung  haben  wir  schon  in 
$  66  kennen  gelernt.    Wir  werden  demnach  zuerst  den  Satz 


fcs  I) 


(y 


und  dann  den  Satz 


b^u 


f    r.  n  (a"9)1\ 

fcs  I) 


ableiten.  Um  jenen  mit  i  1 1)  zu  beweisen,  bedürfen  wir  zuuächst  des  Satzes 

(  fes 


Xx-WXxrs»] 
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Es  sind  die  Fälle  d  =  b  und  -rd=b  zu  unterscheiden.  Wir  schreiben  (8) 
in  der  Form 

\p  r<*-*i 


woraus  leicht  folgt 


=  c 


J 


iv 


Von  diesem  gelangen  wir  leicht 
durch  Wendung  zu  unserm  Satze 
für  den  Fall  -rd=  b,  nachdem  wir 
bewiesen  haben 


L.^/aAßf 


["-. —  6  *->  (a 


(x 


was  leicht  mit  (I)  und  (36)  geschehen 
kann.     Dann  muss  noch  abgeleitet 


werden 


(  [fcs  I), 

Schreiben  wir  zu  diesem  Zwecke 
(IIa)  in  der  Form 

(  [fes  I) 

(  [fcs  I).. 

so  müssen  wir  beweisen 


aus  (Ia)  in  der  Form 
L.a  =  c< 

und  dem  Satze 


,lFL—f{a)) 


Im 


der  aus 

\{—f(a))  =  {^a~l{^f{t))y  (S 

folgt.  Dieser  Satz  ist  aus  (1)  mit 
(IV  b)  leicht  zu  beweisen. 
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§  79.  Aufbau. 

IV  b  L(_/ta))  =  U/ta)) 
(IIIc): 


Ia  La=c 
La  ^  v 


(1)::- 
IIIc): 


L(_/^a))=(-ra-«(-r/Ie))) 
4-r/Ia))  =  a-£(-r/lc))  (a 

|.( — fla))=(~ra~i(-rf{e)))  (57 
lIX—f{a)) 


58  = 


(58 


57  |.(_  /(o))=Uo«y«))) 
(III  a) :  — 


(59 


G*)::  


(y 


T 


=  b 


'(T.-tri'h'.":)""] 


L»     a  «  f 

-^:=t)f(i:-:r>s] 
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§  80.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz 


H: 


C  f>  V 

d  =  b 
Ld  * 


/a^txf  [—t  ^  (a 


der  mit  60  verbunden  zu  dem  Satze 
C«)  §  7*  führt.  Schreiben  wir  (IIa) 
in  der  Form 


h 


(C'  ait——e  r>  fang) 
a  r  « 


so  ist  noch 


(«^>0) 


abzuleiten,  wns  mit    3f>.  foli^t  aus 


U-rf  r>  (c  q' 

•  L—d  =  b  (d 


Dieser  Satz  ergiebt  sich  aus  (Ia)  in 
der  Form 


\Ld=b 
,\-d  =  b 


I)  and  (IH e). 


§  81.  Außau. 
IIIo  Lc=c 
I):  

(Ia:  

Lj-d  c^g\ 
Ld  =  b 
Lc=c 
\—d  =  b 

(36):  

LfZ  ^  /<?  cd 


ld  =  b 


'  II  a  i : 


fr— rc  "  v 


(60i 


— €  a 


Ld 


fci  j) 

d:r::)t(i:::r>8] 


Ii 


X 


■      ,  d^u 
Ld 


j  L«  =  c 


C 

1 
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(  (t;: 


•«)' 


;'(ii:!:r[tc:rl 


(11): 


s'(i:=tr[e*d:r:r>j] 


§  82.  Zerlegung. 

Ee    fehlt    uns    der  Beweis  des 


Satzes 


(« 

i  vergl.  §  78,  y  u  Um  diesen  mit  (34)  I  und 
zu  führen,  bedürfen  wir  des  Satzes 


^rd=a  ' 

l—e      a  q\ 

\-a  =  c 

e  *  d^q) 

=  b 
d=c 
I  Jq 

^T  b  ^  (a  n  (0 


hm— d=°  ' 


tsz 


(61 


fr 


den  wir  aus  den  Sätzen 


nach  Regel  (8)  beweisen,  (y)  folgt 
aus  (13)  mit  (I)  in  den  Formen 
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L__e  ~ta~gV  und  L_ e  ^id^q' 
Le^b  Le=b 
La  =  c  i-d—c 


,   La  = 


b 


L—  e  n  i 

.  L<j=, 


b 

c  ,  *-a=c 

treteu    zunächst   die  Unter- 
glieder     e  =  6*  und      e  =  6'  auf. 

,U=c  ,L(j=c 

Diese  können  mit  (Ii  in  den  Formen 

,  Ue  =6  .Lrc=6 
durch  ,-r«  — &'  ersetzt  werden. 

§  83.    J  u/W 

13 


Llq 

(I,  I)::«  =  =  =  = 
[..,..    d  =  a 


e  =  b 

=  c 

 1« 


(« 


d  =  a 
a  =  c 


§  84.  Zerlegung. 


Um  nun  den  Satz  (dj  des  §  8*2 
zu  beweisen,  bemerken  wir,  dass 

i  «  J^q)1 
.b 

J  =  c 


den  Wahrheitswerth  davon  andeutet, 
dass  1'  zu  i7  in  der  q-  Beziehung 
stehe,  oder  dass  /'  mit  b  und  J 
mit  c  zusammenfalle.  Wenn  wir 
für  V  nun  b  nehmen,  so  kann  von 
diesen  beiden  Fällen  nur  der  letzte 
eintreten,  wenn  es  keinen  Gegenstand 
giebt,  zu  dem  b  in  der  g-Beziehung 
steht;  d.  h.  es  muss  dann  d  mit  c 
zusammenfallen.  Demnach  wird  man 
den  Satz 


a—c 


— r-e  n  (a^q) 
Le  =  b 
L  a  —  c 
 e=b 


(a 


beweisen  können,  der  zunächst  folgt 
aus 

a  —  c  1 
6  «  (o  ^q) 
.b  « 
.6=6 
o  =  c 


Schreiben  wir  nun  (I)  in  der  Form 

,b  >  (o^g)4 
b=-b 
a  —  c 

b  «  (ä^j) 


(62 


r—  t 

,  La=c 


(7 

so  können  wir  darauf  (Ia)  in  der  Form 


L0  =  c 
,Ua  =  c 
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anwenden  und  gelangen  dann  durch 
Wendung  und  mit  (IIa)  leicht  zu 
unserm  Satze  (ß).  In  dein  Satae  (a) 
«•rsetzen  wir  dann  ,a'  durch  ,d'  und 
^langen  mit  ( III  a »  in  der  Form 


.  Lfl=c 


an  unser  Ziel. 

§  85.    Auf  bau. 


illa:: 


lila.: 


(o 


iß 


V 


(34) 


(lila):- 


(61): 


Digitized  by  Google 


e  01  (a^q) 
b 


-  i 


f'(iir!rfd:r:r)jj 


(18V 


(x 


» 


fes  I) 


zu 


§  86.  Zerlegung. 

Wir  haben  hiermit  den  Satz  (y; 
des  4j  78  bewiesen.    Um  (6)  abzu- 
leiten |  vertauschen  wir  in  (03) 
mit  ,$q\       mit  ,c',  ,W  mit  ,t>'.  So 
erhalten  wir  (t>3)  in  der  Form 

j  =  c 

l  ll^lj  IU«a|J  J  ;  und  wir  brauchen  nur  den  Beweis 
b"[a~qi  (63  |  des  Satzes 

\  L«  =  c 

liefern,  der  dem  von  §  75  (x)  ähnlich  ist. 

§  87.  Aufbau. 

21    ^r^(a^q)  =  a^{r^^q) 
;IUh):- 


ies  Satz*es 


illla): 


fc::  ) 


(« 


r  0  <a^>\  = 
b 


La  =  c 
Lr=A 


La  =  c 
Lr=fc 

X 


•  •• 


ti::;r(ira:!) 


■  a=c 


7  : 


Ya  =  c 
Lr  =  fc 


flVa): 


(y 


ipy- 


Klints) 
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./-r-r  ~  (a~g)\  =  /-_a  n  (r^gA 

(fa   )  (fe  ) 


Ul^./__a  ^(e^g)\  =  /T-e  ~  (a^£g)^ 


(20): 


(40)::- 


Lac /-r—a  ^  (£^g)\=ae  /-j—  e  ~(a~$g) 

(fa  )  (fcs 

(fe  )  (fe  ) 
(fa  )  fc:;  ) 

/__«  ~(a~g)\  ~(a^$g)\ 

(fcs  )   t=:  ) 


011  a): 


(63):: 


(  ,  |G=  1 

/«*~)aeT_£  ^  (a^g) 

(  13 


tt7:)T(Y-r*l 


(32): 


s 


(# 


< 
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(TT3T(TrsrMi 


(68)::- 


Ii 


-Tj-  Ww   W 


,6r»(a^g) 


!'d:r:rp(i:r:r)¥i 

X 

u(tr.of(i:rtr>»4)] 


>L*rb*(a^q) 


b(i:r:)f(i:r:r*] 


.c~(a<>#q) 


(66).- 


(f 
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kr  nii^ritr:) 
Lw(r.":) 


I  ft^u 

— r  ?/M  =  #V 


(I):  


^  j,v  =  a 

LHi:7:r"f,(i:r:) 


(64 


6 

b  ru 


(58) : 


(G5 


(64) : 


(III  c  ) :  

kcrr 

Lq^u 


0 


V  U  -  t>J  («7 


6^« 


(« 


(65) : :  ■ 


u  a 


u,'(i:~:r 


\I  £  n  M)  (T  £  n  t?) 


(W): 
I 


»u==?/v 


0» 


X 


Lw,'(i:r:re 


(67):f 


aua):  


TU"' 

  fyhl—  £  —  <  \=  l 


(68 


k 


/     t  =  c\  =  e 

\  U  - (69 


(TIIc): 
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l—e  «  (a^t) 

i — m=d 

X 

Lw,(i:t:)-' 

Ud=a 


La^u 


0» 


(68): 


-r  d  =  a 


l—e  n  (a^f) 

X 

-  (<f~*) 

h^T^Tb==a 

Le  ^  (a^f) 

I  e  ~  (b^f) 


.16): 


(TO 


(« 


(71 


/.  Beweis  des  Satzes 

a)  Beweis  des  Satzes 


L  £  r\ 

—  b^{n  ^q) 


§  88.  Zerlegung. 

Wir  wollen  jetzt  den  Satz  be- 
weisen, dass  es  zu  jeder  Anzahl  nicht 
mehr  als  eine  gebe,  die  ihr  unmittel- 
bar in  der  Anzahlenreihe  vorhergehe. 
Dies  führt  zurück  auf  den  Satz 

f  r  •  c  • .  ünind«M«»«!  I. 


==n  ]<*)air_<  «(a^g)]V 


(« 


Führen  wir  hier  die  aus  der  Defini- 
tion (H)  folgenden  Ausdrücke  ein, 
so  haben  wir 

8 
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d=a 


U  0 


a^u 


nt(xrrd 


iß 

einen  Satz,  der  durch  wiederholte 
Wendung  und  Einführung  deutscher 
Buchstaben  hervorgeht  aus 


Dieser  Satz  kann  abgeleitet  werden 
aus 


•6^u 
,L-  //«*=  //t; 


Nach  dem  Satze  (32)  brauchen  wir 
nur  eine  Beziehung  aufzuzeigen,  die 
den     cV-«.  £  =  b  \  -  Begriff    in  den 


TO 


Lrr*7"TC  =  m 


*/__€=  C\ -Begriff  und  deren  Um- 


«73 


>  > 

crf 


kehrung  diesen  in  jenen  abbildet. 
Das  Unterglied  ,  //  u  =  //V  sagt  uns 
nun,  dass  es  eine  Beziehung  giebt, 
die  den  u-Begriff  in  den  «-Begriff 
und  deren  Umkehrung  diesen  in  jenen 
abbildet.  Die  ^-Beziehung  sei  eine 
solche.  Wir  wissen  nun  von  der 
_£  «  (a^q)\  -Beziehung,  dass 

\  Kct=c 
kein  Gegenstand  zu  c  und  dass  b 
zu  keinem  Gegenstande  in  dieser  Be- 
ziehung steht  1 ).  Ferner  steht  kein 
Gegenstand  zu  n  und  m  steht  zu 
keinem  Gegenstande  in  dieser  Be- 
ziehung, wenn  m  zu  c  und  b  zu  n 
in  der  ^-Beziehung  steht,  weil  diese 
ebenso  wie  ihre  Umkehrung  ein- 
deutig ist.    Jene  Beziehung  bildet 

den    i  l^r  e  =  m  \  -  Begriff 

» 
f 


in  den 


X 


-Begriff 


l—b^(n^q) 


ab,  und  ihre  Umkehrung  bildet  die- 
sen in  jenen  ab.  Nach  (32)  ist  dann 
die  Anzahl  dieses  Begriffes  gleich 
der  Anzahl  jenes.  Mit  (66)  können 
wir  dann  hoffen  zum  Ziele  zu  gelangen. 

Zunächst  wenden  wir  uns  dem 
Beweise  des  Satzes 

'«73  Pt:::  ]) 


1)  VergL  §  66. 
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zu.    Schreiben  wir  (61)  in  der  Form 


h    tj'e  =  m 


TC3 


a  =  c 


so  sehen  wir,  dass  hauptsächlich  noch  zu  beweisen  bleibt 


bnrf/"T€==m 


■m~(c 
' —  b  ^(n^q) 

denn  der  Satz 


£  =  n 


bietet  keine  Schwierigkeit.    Wenn  wir  nun  den  Satz 

Lj$q 

,i-u^(v^)q)  (ij 
bewiesen  haben,  so  können  wir  ihn  zweimal  anwenden  und  dadurch  zum  Satze 


Imr* 


e  =  m 


Ii 


gelangen.    Wir  bedürfe  n  nun  noch  der  Sätze 


Digitized  by  Google 


und 


tt-0<«) 
LA«) 


v  t 


durch 


ersetzen    zu  können, 
leiten  wir  zunächst  ab. 

§  89.  Aufbau. 

Lft(a) 
L-r  p<ai 
I— Ä(a) 

(D:  

*a) 

Y-Aa) 

LflK«) 
Ua) 

X 

Ltfa» 
U(a) 

U/T«) 
L<?(«) 

X 
Lp(a 

TT— 

L/ta) 


Sätze 


(« 


0» 


TT-P(«)\ 


L^(a)  La«) 

U(a)/    \     LÄ(a)/  « 


(Hla): 

U(«) 

*<«). 

III  h):  


(72 


(Va): 
(Ula):' 


(.0(a,fla))  =  0(a,a~f/te))  « 
|^p(a,/lo))  =  j(a,o«i/ie))  0 
|^«,/U))=^e~*yU))  (73 


(74 


(IVa): 


73  \!g(e,f{e))  =  ¥e,^tfc)) 
(HI  c) :  -  ■ 
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74 


LF(ig(e,  e~iflß))) 
L  F(ig(t,  f\E))) 


(70 


(72):- 


(ti:"'(i~:)]) 


i:"e(i:r:)] 


(76 


§  90.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz  (i;) 
des  §  88.  Wenn  die  ^-Beziehung 
den  u-Begriff  in  den  »-Begriff  ab- 
bildet, so  giebt  es  zu  jedem  unter  den 
•«-Begriff  fallenden  Gegenstande  einen 
unter  den  »-Begriff  fallenden,  zu  dem 
er  in  der  ^-Beziehung  steht.  Nun 
fällt  jeder  unter  den  ?(—e  =  b\- 

V   U  rs  U  ) 

Begriff  fallende  Gegenstand  unter 
den  «-Begriff,  und  es  giebt  also  bei 
unserer  Bedingung  zu  jedem  unter 
den  =  & y  Begriff  fallenden 


Gegenstande  einen  unter  den  »-Be- 
griff fallenden ,  zu  dem  er  in  der 
Beziehung  steht;  aber  unter  den 


»  Begriff  fällt  n,  das  nicht  unter  den 
fV-rr  «  =  »V  Bogriff  fallt.  Wenn  nun 

V  *■£  *  v) 
unter  den   f^c  =  6^-  Begriff  ein 

Gegenstand  fiele,  der  zu  n  in  der 
j-Beziehung  stände,  so  brauchte  es 
keinen  Gegenstand  zu  geben,  zu  dem 
er  in  der  ^-Beziehung  stände,  und 
der  unter  den  «Y-«. e=n\- Begriff 


("t  €  «  »  ) 


fiele.  Aber  dieser  Fall  ist  durch  die 
Unterglieder  , — brs{nryg)t  und  ,l\ql 
ausgeschlossen. 

§  91.  Aufbau. 

1    lKa)  =  a'*fc) 


(IIIc): 


•  •  • 


13  Lrf=i 


(22) : :  

6  «  (n  «  g) 

*  kt=b 

(niai:  


(77 


(78 


(79 


(I)::  


(« 
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kt\d=b 

y-b  ^  (»»' g) 
*-d  «  (a^g) 

—  a  «  v 
i — rO  =  n 

X 


a  =  n 


[La  *  V 
-  6  «  (n  «  g) 
I — d  «  (a^q) 


•d=6 


(77): 


6  ^  (n^g) 
d  «  (a  «  g) 


a  t> 


a  « t; 

a  «  fc 


I — 6  «  (n~g) 
(II.)::  


a  ^  v 
d  ~  (a~g) 
a  f>  i 


e'd:r:) 


L  ä*  «  (o  «  g) 


(5 


(58):. 


d  f>  (a 
fc  «  (n~g) 

u~(t?~)g) 


I** 


(9 


(i 


(x 
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L  b  ^  (n  ^  q) 

Li** 

i_i9 

—  u^(v^)q) 


lnTrf/"T€==m 


(76):- 


1—6  ^(n^g) 


.)t\ 


m~(c  ^q) 

1—6  ^  (n  ^  <?) 
u  *(v^)q) 


1 


.):  


(80 


(81 
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cm»)! 


(82 


Id 


(82) : : 


Lg  r\ 


L  '  f  /_.c  =  m  \ 


X 


(« 


(7 


(65):: 

=  w 

i 


0 


(81):- 


t  =  m 


tt  *   l^)a^r_ e  -  (o - })' 


I —  u  *  (t>  n ) 


1 


t  =  n 


(83 


(28): 


TT  «    "» 

u"f'(i:rt) 


Li  -  ; 


O^T-rrr-«  ~  (anff)l\ 

Fr.::  ) 


(84 
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b)  Beweis  des  Satzes 

(tttt-  W 

,  I — c^v 

und  Sehl  u  ss  des  Abschnittes  I'. 


) 


§  92.  Zerlegung. 

Aus  (HH  können  wir  mit  (;">#)  und  (22)  den  Satz 


(Tc  n  v) 


t  =  m 


ableiten.  Vou  diesem  Satze  und  (84 )  gelangen  wi'*  dann  mit  il»<>i  zu  einem 
Satze  mit  dem  Obergliede 

,e  —  b\—  ffti—t  =  cY 


§  98.  ^a/-fta« 
»  I  i 


1 


(Tg  ff) 


1 — v  ~(m  - ) 


i«  «  i  f    e  =  b\ 


Tc:~;  J) 


—  c  « (m  rt  ^.5) 

I  t7  ~(tt 


(a 


22i::. 
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*-b^,n  q\ 


t  =  m 


TT'   


[V::: 


0» 


(82): 


Li  n  t  /'f.  —  b 


("T« «  u) 


TT  '    " 


=  6 


(y 


(84): 


1 


0 ^(1*  ^)%-q) 


(66): 


I —  b  ^(n^q) 
I — « 
IM« 

t;  ~}£ff) 

x 
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-  6    (n  ^ 

w;(iirtrw,h:r:i 


7a  fh:r:) 

u  ^)q) 

0  ^(tt  ^)^) 


^86 


§  »4.  Zerlegung. 

Die  letzten  beiden  Uebergäuge 
deuten  schon  auf  den  Weg  hin,  der 
nun  weiter  zn  verfolgen  sein  wird. 
In  hatten  wir  n  und  m  als  Hilfs- 
gegonstände  ähnlich  den  Hilfslinieu 
in  der  Geometrie.  Sie  sollen  in 
unserm  Satze  nicht  vorkommen, 
müssen  also  entfernt  werden.  Die* 
geschieht  wie  immer  dadurch .  dass 
man  zeigt ,  es  geh»*  etwas  von  der 
verlangten  Beschaffenheit,  oder,  was 
begriffsschriftlich  bequemer  ist,  wenn 
es  etwas  der  Art  nicht  gebe,  so  gelte 
eine  der  Voraussetzungen  nicht,  die 


wir  machen.  Wir  nehmen  uns  nuu 
vor,  den  Satz 

firV '» 

Kb^c^q) 

,1  U"(V>)q)  M 

zu  beweisen.  Hierdurch  bekommen 
wir  zwar  das  Unterglied  j-rb^ic^q)' 
herein;  aber  wir  können  auch  bei 
dem  entgegengesetzten  Untergliede 
. — b^(c^q)'  den  im  Uebrigen  un- 
veränderten Satz  beweisen.    Um  (cn 
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aus  (8)  abzuleiten,  bedürfen  wir  des 
Satzos 


IC 


b^(a^q) 
b~(c^q) 


der  aus  (77)  folgt.  Ebenso  wie  ,n' 
entfernen  wir  auch  ,m'  aus  unserm 
Satze  und  beweisen  dann,  wie  eben 
angedeutet  worden  ist.  den  Satz 

*-b  "(c  ^q) 
.  I  v~(u~)$.q) 

mit  (80)  und  (82)  und  schaffen  nun 
nach  Regel  (8)  die  Unterglieder 
, — b^(c^q)1  und  ,-rb^{c^qy  weg. 
Nachdem  dann  die  Unterglieder  ,I$.q~ 
und  ,1$.$.^  mit  (30)  und  (18)  ent- 
fernt sind ,  gelangen  wir  mit  (49) 
zum  Ziele  unseres  Abschnittes  (b) 
und  darauf,  wie  im  §  88  angedeutet 
worden  ist,  mit  <68)  zum  Satze  ,^I$P. 


§  95.  Aufbau. 


77 


La  =  c 


i 


a  o  v 

X 


a  =  c 
a  ^  v 
a  n 


(« 


6  n  (a  q' 
6  ^  (c  ^q) 
!  —  a^t> 


x 

Lr6~(c~g) 

(Ha)::  

IL  6  (a^q 
b^(c^q) 


■  6  n  (a  n  g) 


fr 


6^(c^^) 
a 


'lila  : 


Lb^(a^q) 

(8i:  

-6  ~(a^g) 
1x6  ^(c 

x 


(S 
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(fr- 


- c  ^<m~$q) 
L-r6  ^(c  ^g) 
—  b  ^« 


■b  ^(c  ^q) 
b  ~u 

•  i*~(t;~)^ 


Ire  ~<6  £tf 

I  6  r,u 

1 — i¥g 

L  c~v 


Kb^\c  ^q> 
l—  b^u 

I — u°(t;  ^) 

x 
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32 


0 


(80)::  

Li*!? 

—  v^(u^)%.q^  (ß 
(80) ::  

6  ^  ( c  -  q ) 
u^(v^)q) 

(86,:  


l-M'MtJ  Mo) 


-v^(i»^)^.g 
1 —  b 


e  =  b  \=  <i}l(—i  =  c 


X 

I  6  ^« 

 C 


1« 


Ii::6«) 

C  ^0 


(4t)):  

//u=  //t> 

L"'n:r:r"f'n:=:) 

—  c^v 

JU  c)::  

-C   ~  t> 

Td=     (-rrt  —  c 


(xrv) 


(« 
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u  a 


//U=  //V 

a  «  u 


u  a 


("T«     v)  (* 


a  *■»  u 
-  W* 


r  <i  =  a 


(68):. 


(68):- 


(HIc) 


x 


I — d  (e^f 


III 


c !  : 


y-c  «  v 
Urf  =  a 

I  d  rs  tc~f) 


(«7 


X 


(23,  28):  :  = 


(« 


IL«  n  (a~ 


V« 


(« 


b  =  a 


(16):- 


leb  a 

I  c  -  -b-#f 


(8U 


de):  

Er 


(71)::< 


fr 


(80 


7.  Bewehe  einiger  Satze  toii  der  Anzahl  Null. 

a)  Beweis  des  Satzes 


$$  96.    Zerlegung.  ist.     Der  in  der   üeherschrift  ge- 

Wir  beweisen  nun  den  Satz,  dass  nannte    Satz    ist    eigentlich  etwa« 

kein  Gegenstand  unter  einen  Begriff  allgemeiner,  weil  der  Functionshue.h- 

fallt.    «Jessen    zugehörige  Anzahl  0  stabe    ,/"«    nicht    nur    Begriffe  an- 


Digitized  by  Google 


deutet.  Unser  Satz  folgt  leicht  aus 
dem  Satze 

Nach  der  Definition  (ö)  haben  wir 
a^u 

zu  beweisen,  was  mit  (49)  geschehen 
kann,  indem  wir  La ^1* 

ableiten.  Hierzu  benutzen  wir  (8)  und 
bedürfen  des  Sätzen  l_  b  ^f(^€  —  £)'. 

der  sich  leicht  aus  (58)  ergiebt. 
§  »7.  Aufbau. 

&     |.//6(T€  =  C) 

(HIc) 


8 


 •  

Hie  U=b 

(58):  


.1, 


(8): 


Lrb"£(-re  =  e) 
\-a^(b^q) 


(91 


(92 


i« 


u^{fWt  =  i)^)q)  (y 


X 


(d 


=  «)~)g) 
>*f) 


|L&re=e)"(ii" 
L_a~u 

[■>     «-(A-r^«)  )q) 

I  a^u  (£ 


(49):. 


kr  //«*  =  //ff(-P*  =  «) 

Lau 


(91):. 


Lau 

X 

La-« 


9a 


194 


94 


ta-e/lc) 


(82):- 


LA«) 


(98 


b)  Beweise  des  Satzes 

L   = 

und  einiger  Folgesätze. 

§  98.    Zerlegung.  Wir  beweisen  zunächst  mit  (82) 
Der  in  der  Ueberschrift  genannte  und  (38)  den  Satz- 
Satz  ist  etwas  allgemeiner  als  der,            k  //**  =  '//V 

den  wir  in  Worten  so  aussprechen:  ikL-^ — ar*u)  =  ( — a^>»i 

«Wenn    unter    einen    Begriff    kein  un"  dann 

Gegenstand  fällt,  so  ist  Null  die  An-      U  ( — a~u\={ — a ~. •-(-,.«  =  *))' 

zahl,  die  diesem  Begriffe  zukommt."  ,  ^wra  « 
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§  9».  Aufbau. 
Ulf  L,__a~t>)  =  (- 

(IIa):: 

.( — a^v)  =( — a^u) 
M — a-u)  =  f — a  «») 


'«)  =  (— 


— a-u)  =  f — a~v' 
(38):  >  

fev^(u'^)d^^£  =  a)) 
( — a^u)  =  (  a 

nie) :  


(a 


0 


L  ( — a~u>  =  ( — a^f(Te  =  c)) 

a   u  (4 

[«    (_ü^  =  l_a^Tf=*)) 

(9ß):  

|l  //«=//A-re  =  «> 


|!»7 


Hl)::- 


i — a~u)  =  ( — a^v) 
32,:  

k  r  //«= 

LM  ^(t;^)ae(£  =  a)) 

IvL-i — a  ^  u)  =  (  a^v) 

(38)::  


( — a^u)  =  ( — a^r 


§  100.  Zerlegung. 

Wir  ziehen  aus  (!>7V  zunächst 
einige  einfache  Folgerungen  und  wen- 
den uns  dann  dem  Satze  zu:  „Wenn 
eine  Anzahl  nicht  die  Null  ist  ,  so 
giebt  es  eine  ihr  in  der  Anzahlen- 
reihe  unmittelbar  vorhergehende-*,  in 
Zeichen  : 


)  0« 


92  \ra*t(^e  =  e) 
(Ia):  


(a 

(I  Va) :  

U-  ( —  a  *  u)  =  ( —  a  r\  t 

iß 

IIa  L  ra^u 

I 

Ia):  

L — ,a-f(Te=£) 

Cr 

Wir  leiten  zuerst  den  einfachem 


Satz 


ab.    Hierzu  bedürfen  wir  des  Satze« 
.  Ic^u 


§  101.  Außau. 
94  Lo"« 

(I):  


t  rt|<. 


(58):- 


Digitized  by  Google 


t 


■"•CO 

7/m  =  0 


(O 


<!>7,:- 

1 


(T:::r6 


9»     kr//"  =  « 

La  u 

IIri::  

l»  a~« 

La  ~v 

X 

Lw„  =  o 
La  o  v 

I  ?/u  =  U 

La-t> 


(97):« 


-r  m  =  8 

L  //u  =  0 


■ 


a^u 
■  •  — 


10 


a*>{b~  q) 

Um 

X 

L-A«,  *) 


iß 


ir 


^»8 


(100): 


-rwwrrr  //"  —  » 
La^U 


=  f 


Lwl(i:r:)' 

 rm~(n~  f 


a 


(Ha):- 


iß 


(Ha):- 


ti::::)— 

X 

L-  m  « («  «  f) 
Lc  r» u 


fr 


Ille  [f/U=m 
(101):  


(101 


(100 


l  U->uJ  (102 
(102) :  :  

tr//t'(iir:r,wB"fi 


(103 


X 
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(IIa) 


(97): 


ü~(#tW) 

L  #t<=0 

X 


(104 


(1()5 


a~(#a^f) 


(Illd): 


n  r  //u  =  a 

WU-a  ~  a-f) 
I  r«  =  ö 


L — JLrr  »u=<j 

1  ra  =  0 

X 

I  r«  =  Q 

UjU  ?/u  =  a 


(1<m; 


iß 


(107 


£  Beweis«  einiger  S8tze  ron  der  Anzahl  Eins. 


§  102.  Zerlegung. 

Wir  ho  weisen  den  Satz 


(« 

den  wir  in  Worten  so  aussprechen : 
„Es  giebt  einen  Gegenstand,  der 
unter  einen  Begriff  fällt,  wenn  Eins 
die  Anzahl  dieses  Begriffes  ist.4* 

Wäre  dies  nicht  richtig,  so  wurde 
zufolge  des  Satzes  (07)  die  Anzahl 
Eins  mit  der  Anzahl  Null  zusammen- 
fallen. Es  ist  zu  zeigen,  dass  dies 
nicht  sein  kann.  Wir  beweisen  zu 
diesem  Zwecke  die  Sätze 

,|.8~(W)'    ißt    ,|rö~(8~f)'  (y 

Von  diesen  folgt  (ß)  aus  (101)  mit 
der  Definition  (/),  (y)  aus  (68)  mit 
dem  Satze  (93). 

§  108.  Außau 

03    L»u  =  G 

(I):  


m{xrrc 


K^vIttt  //»«==  8 
La^u 


(68) : 


frC^Q-f) 


Ille  \c  =  c 
(77):  


82    La  =  Q 

La  -  e(£  =  Q) 

*  

•  ■ 


(« 


(108 


(100 
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(07): 


=  0 


(101):  

Lö^(e  =  Ö) 
L  j^(«=0)=l 

(109,  /)::: 

|.Q~(W) 


(108); 


p=l 


(d 

(110 

(« 

(111 


97    L  #u  =  U 

X 

-r  ?>tt  =  G 

,IIld)::  

I  //«=i 

I  rö=l 

(im::  


zu  beweisen,  wenden  wir  (49)  an  in 
der  Form 

L  r9tu=W\e  =  U)  1 

LvqTtt^(il€  =  0)^)q) 

,      U(6  =  0)~u*~)£q) 
und  bedürfen  nun  des  Satzes 
d  =  a 

,i(e=B)  C«^)W 
l— a  «  u 

Nach  (79)  und  (18)  haben  wir  den 
Satz 


I! 


(112 


I   ?/U  =  1 


(118 


§  104. '  Zerlegung. 

Mit  (110)  und  (TP  können  wir 
leicht  den  Satz  beweisen,  dass  eine 
Anzahl  die  Eius  ist,  wenn  sie  in 
der  Anzahb-nreihe  unmittelbar  auf 
die  Null  folgt. 

Uni  den  Satz 


und  wenden  nun  den  Satz 
I  a-(c-g) 

an,  der  sich  mit  v77)  und  8)  leicht 
ableiten  läast. 

§  105.  Aufbau. 
18  Lrft==l 

Lg  n  (inf) 
-if 


(110,71):: 


d  =  a 
a  *  u 

,  L-  d  «  h 


(« 


,114 


^77):  — 


a^c^g) 


I 
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La  <(a~2) 
I  ra^(c^q) 


a^(cr  q) 
X 

u~(i(e  =  c)")q) 


f  |.//fV=o)=i 

(Illcj:  


0 


(y 


(115 


( 1  lü 


18  Lljt, 

U(e  =  G)~(t*~)#g) 

(79): 

.0*  =  a 

(115,115)::=  =  =  =  =  =  = 

Urri=a 

La  u 

L—  *(«  =  B.~(tt~)#g)  (£ 
X 


(11<>); 


(117 


§  106.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz 


-a  «  u 
^rd  =  a 
-d  «  h 


(;' 


(49):- 


u  -  (^(c  =  0)^)q) 
i(e  =  ö)^^u^)^q) 
a  «  w 
d  =  a 

d  n  h  (d 


(« 

d.  h.  „Eins  ist  die  Anzahl  eines  Be- 
griffes, unter  welchen  ein  Gegenstand 
fallt,  wenn  allgemein  daraus,  dass 
ein  Gegenstand  a  und  dass  ein  Gegen- 
stand d  unter  den  Begriff  falle,  folgt, 
dass  a  dasselbe  sei  wie  du. 

Dieser  Satz  ist  eine  Folge  des 
Satzes 


den  wir  auf  den  folgenden 

,  L  1  ss  //f\e  =  cY  oder 

,L  //f(«=  n)=//f'(«^=c)4  0 
zurückführen.     Als  abbildende  Be- 
ziehung bietet  sich  die  <'*^-q»' a  =  c 
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Beziehung  dar.  Dieser  und  ihrer 
Uuikehrung  Eindeutigkeit  inuss  be- 
wiesen werden. 

§  107.  Aufbau. 

lila 


\la  =  c 
Ld  =  c 


d  =  c 

(Ib,  11»)::=  =  =  = 

d=a 
a  =  c 


e  =n 

Td  =  c 
e  =  n 

l)::s  =  =  = 
d=a 
e  * 


(« 


rix;::)] 


t>  =  a 


)] 


(y 


(!«»:• 


(6 


<Ib;  Id)::=  =  = 


Ire 


a 

T* 


(t 


(IVa):- 


(«)! 


kl 


•  Ktizt(t;z:) 


(Va) 


(Va) :  ■  

i  III  c) :  


\ 


F 


dllc): 
F 


[♦%:=:)] 


(40)::« 
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135  — 
Ha  (. 


(i 


t 


(t;::)] 


Ü  <">  f  (6  =  C 


I  «•  ::• 


d=n 


(0 


(109):; 


Illeh: 


["tl"::)] 

X 

L'T"K-J]  ,. 


\ 


r%:=:)] 
•fT^r^Trz;)] 

LC^g(«  =  c) 

rdf'(T;z:)] 

^_a^£(e  =  c) 

(<r):  

L  rd~iie  =  n) 

L»     a  -f'(e  =  c) 

uT^(t:=:)]  w 

[        {  le=n)\  (/ 

(11)-  


f  («  =  n)  -  p  =  c)  - )  #  ^  a  =  ^j 


(t:=:) 


«!)::■ 


(.  «?(«  =  n)  -  |7(£  =  c)-)  ^«Y^p-  a  =  e 


(t::;)] 


(«/' 


Lfff(£=n)=öa(e=c) 


(«' 
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=  m 

f(e  =  c)  ~[f(«  = 


L  Wf,(€  =  n)=»€(e  =  c) 


(w)::< 


^—  •  

118  |.»c(c  =  ö)=w«(«  =  c) 
(116):  

|.1=^(£  =  C)  (119 


I  r  f>  u 


fllla):- 


F(\) 


e  =  c)) 


(120 


(120): 


[n  »u  =  1 


Fi'" 

I  C  ^ 


Ula 


|La  = 

L  c  ^ 


u 

c 

c  ~  u 

(IV»)::  

.( — a~i*)=H — «=  <') 
a  =  c 
a  *>  u 

—        u  (a 


i 


u 

(IIa)::  

Irr — *T! 

La  -  u 

I  H  r>  U 


C  «  t* 


(II  a t : : 


L  ( — a^u)  =  ( — a  =  c) 

<ß 


L*    a  =  c 


c  "  u 


(77) : 


L  ( — a~u)  =  ( — a^f(*  =  a) 

=  c 

H 

(y 


I  c 


|     La  «  u 

I  c  *  m  ((* 

(96):  


X 

La  ^  t* 

I  b  rs  U 


UiTLTa  =  b 

1  b  <"»  u 

X 

Ii  i  i 

LiT^Ta=b 
La  ^  m 
—  b  ^  u 


(121 


(122 
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Z.  Beweis  des  Satzes 

a)  B e w e i 8  des  Satzes 


§  108.  Zerfeptm?. 

Der  in  der  Hauptüberschrift  auf- 
geführte  Satz   besagt,    dass  kein 
Gegenstand,  der  der  mit  Null  an- 
fangenden   Anzahlenreihe  angehört, 
auf  sich  selbst  in  der  Anzahlenreihe 
folge.  Wir  können  dafür  auch  sagen: 
„Keine  endliche  Anzahl  folgt  auf 
sich  selbst  in  der  Anzahlenreihe.11 
Die  Wichtigkeit  dieses  Satzes  wird 
klarer  durch  folgende  Ueberlegung 
erkannt.    Wenn  wir  die  zu  einem 
Begriffe  <D(D  gehörende  Anzahl  be- 
stimmen, oder,  wie  man  gewöhnlich 
sagt,  wenn  wir  die  unter  den  Begriff 
fallenden  Gegenstände  zählen, 
so  ordnen  wir  diese  den  Zahlwörtern 
von  Eins  an  der  Reihe  nach  zu  bis 
zu  einem  Zahlworte  ,JV',  das  dadurch 
bestimmt  wird,  dass  die  zuordnende 
Beziehung  den  Begriff  in  den 

Begriff  „Glied  der  Reihe  der  Zahl- 
wörter von  ,Eius'  bis  ,2V  "  und  dass 
die    umgekehrte    Beziehung  diesen 
Begriff  in  jenen  abbildet.    Dann  be- 
zeichnet ,N'  die  gesuchte  Anzahl; 
d.  h.  N  ist  diese  Anzahl.  Dieses 
Verfahren  lässt  mannichfache  Aus- 
führungen zu,   da   die  zuordnende 
Beziehung  nicht  völlig  bestimmt  ist. 
Es  entsteht  die  Frage,  ob  man  bei 
einer  andern  Wahl  dieser  Beziehung 
tu  einem  andern  Zahlworte  ,Ml  ge- 
langen könnte.     Dann    wäre  nach 


unsern  Bestimmungen  M  dieselbe  An- 
zahl wie  N,  zugleich  aber  folgte  das 
eine  der  beiden  Zahlwörter  auf  das 
andere ,  z.  B.  auf  ,M(.  Dann 
folgte  auch  N  in  der  Anzahlenreihe 
auf  M  das  hiesse  auf  sich  selbst. 
Das  schliesst  unser  Satz  für  end- 
liche Anzahlen  aus.  Wir  beweisen 
ihn  mit  den  Sätzen 


(« 


und  ,^0^(0^/ (y 


Der  letzte  ist  ein  besonderer  Fall  von 

der  besagt,  dass  die  Anzahl  Q  auf 
keinen  Gegenstand  in  der  Anzahlen- 
reihe folge.  Diesen  beweisen  wir 
zuerst,  Wir  brauchen  hierzu  den  Satz 

L — ra~(b">qy 

und  ^108).  Jener  besagt,  dass  ein 
Gegenstand  auf  keinen  Gegenstand 
in  der  j-Reihe  folge,  wenn  kein 
Gegenstand  zu  ihm   in   der  g-Bc- 
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ziehung  stehe  Um  ihn  zu  beweisen, 
brauchen  wir  den  Satz 


\ 


(a^q) 


j      L  b  ^  (a  n  g) 


TO 
a  ^  (&  * ^  q) 


der  aus  (JE)  mit  ((>)  folgt.  Wir  er- 
setzen dann  die  Functionsmarke  ,F(£Y 
durch  '  und  haben 

dann  die  Satze 

I  b~(a-$) 

,  I  


und 


C  ^(a^g)1 
a  ^  (a  * 


zu  beweisen,  die  beide  aus 
,  I  d^&^g) 

folgen. 


§  109.  Aufbau. 


&  a) 
) 


S-m-rr  TW) 

Lb^(a^g) 

1 — m 


8® 
1 — bo>: 


(et 


all»;:- 


-,  TO 

L  a  ^(a  ^ 


■  ■ 

^2 


TO 

b  ^(a^g) 

TO 

•  


IIa  L  rd^(b^q) 

X 

(I):- 


■  d^ib^q) 


<*^(6^g) 


I    b        Q  C 


e  ^  (a  n 
b  r»  (a  «  g) 
e^(b^g) 


(123): 


I  i 


I  a^(a~q) 

—  a^(b^sq) 

X 

ta^ib^sq) 


108  ^c^Ö^f) 


(125): 


(123 


ict 


iß 


■  a~(b~±q)  (d 


(« 

(124 
(12Ö 

12»; 
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b)  Beweis  des  Satzes 

|^l—a~(a^wf)' 

Lb^(o^f) 
,    I  rb~(b~_tf) 

und  Schluss  des  Abschnittes  Z. 


§  110.  Zerlegung. 

Der  Satz 


(« 


geht  durch  Wendung  hervor  aus 


,^a^(a^sf) 


iß 

Dieser  Satz  kann  erschlossen  worden 
aus  den  Sätren 


und 


Xd^(a^f) 

\rrd~(Cr>,qy 

\ld^(a~q) 


indem  man  in  diesem  für  ,&  ,dl  und 
für  ,f  f  setzt.  Wir  beweisen  (6) 
aus  den  Sätzen 


hF(re=a  \' 

,  F(a^{c^^q)) 


and 


L.  d  r*  (C  r\  ± , 
\ld^  (a^q) 

,  Lnn 


(« 


(c  n  z  qY 
(«~ff) 


0? 


die  leicht  aus  (^),  (fl)  und  (123) 
folgen. 


§  111.  Aufbau. 

*-€^(a^q) 
'  3(b) 


(10): 


.sq 


XL 


 a^(b^j.  q) 

1 — W>) 
1 — 80» 


Ha  L_  «  F(a) 

I  Ha) 

»    0  *\a) 


027 


T3 


b  <■>  (a  « 


(123): 


b  ^  (a  « 


(Ha; 


(128 


Digitized  by  Google 


F(c) 


t  b    (o  «  g) 

I  *\b) 

 a^(c^±q) 


— i — m 

'  U^a^g) 
1 — 80») 


(« 


(127):- 


l<f^(a^g) 


(131 


|     L  b  n  (a  r.  g) 

l — wo 


(lila) 


(127):- 


i 


<i^>(c  q) 
d^(a^q) 


(129 


\Ke  ~{a"j.q)) 

(6): 


\ 


Fi    c  =  «  ^| 


^130 


FW 

d^(a^q) 
F(a) 

d~(a  ^q) 


(!):• 


F(a) 


m 

b  «  (q  «  q) 
d^(a^q) 


(a 


\-d  *  (c~±q) 
\ld  r>  (a^q) 
\-c=a 
(130)::  

\—d~(c~±q) 
\y-d"(a^q) 
\Wa^{c^s.q) 
La^(c  ^^g) 

(129): 

d^(c^-ig) 
d^(a^g) 

a^(c^^-q) 


(a 


,132 


§  112.  Zerlegung. 

Wir  haben  nun  den  Satz  (y)  des 
§  110  zu  beweisen.  Er  ist  ein  be- 
sonderer Fall  von 


in  Worten: 

„Wenn  eine  Anzahl  ^b)  auf  eine 
zweite  Anzahl  (a)  in  der  Anzahlen- 
reihe  folgt  und  auf  eine  dritte  {d) 
in  der  Anzahlenreihe  unmittelbar 
folgt,  so  gehört  die  dritte  (d)  der 
mit  der  zweiten  (o)  anfangenden  An- 
zahlenreihe  an." 

Olfenbar  würde  das  Entsprechende 
in  einer  beliebigen  Reihe  im  Allge- 
meinen nicht  gelten.     Es  ist  hier 


N 


\ 


■ 
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wesentlich ,  dass  der  Rückgang  iu 
der  Anzahlenreihe  eindeutig  statt- 
findet (88).  Wir  stützen  uns  auf 
den  Satz,  dass,  wenn  in  irgendeiner 
(g-)Reihe  ein  Gegenstand  (6)  auf' 
einen  zweiten  (a)   folgt,    es   einen     Nacn  (II a)  haben  wir  nun 

Gegenstand  giebt,  der  der  mit  dem  •         a  ^(m^  L  q)1 

zweiten  (a)   anfangenden  (g-)Reihe  M     Qm^(n  ^ 

angehört  und   zum    ersten   in   der  a  ^(e  ^  '  g) 

reihenbildenden  (g-)Beziehung  steht;  "*-qr ^      ^  ^ 

in  Zeichen : 


Lc  * m « q) 
I— m^(n  -  g) 

a  « (c  r>  i  g) 

c  n  (n  ^  g ) 


|      Le  ^(fc"^g) 
,  I  a^Q>~j-q) 


I 


(« 


Wenn  man  nun  weiss,  dass  es  nicht 
mehr  als  einen  Gegenstand  giebt, 
der  zum  ersten  (b)  in  der  (^Be- 
ziehung steht,  so  muss  dieser  auch 
der  mit  dem  zweiten  (a)  anfangenden 
(q-) Reihe  angehören.  Zum  Beweise 
dieses  Satzes  gebrauchen  wir  (123). 
indem  wir  die  Functionsmarke 
durch    ^—a^^ig)'  ersetzen. 

Wir  bedürfen  also  der  beiden  Sätze 


und 


Le  ^{dr  q) 

t|pT 


c  <■  (n  « q) 
m^(n  ^q) 

a  r-  (c  n  ^  g) 


^wtt  "     ^v      ~  5f 


(7 


Jener  folgt  mit  (IIa)  aus  dem  Satze 
,La^(a^:g)' 

der  eine  Folge  der  Definition  (A) 
ist.  Dieser  geht  durch  Einführung 
des  deutschen  .e'  und  Wendung  her- 
vor aus 


Es  bleibt  noch  zu  zeigen 

Lg  "(m^q) 
,  U-a^m^  g) 


oder 

•  (m  n  i  g)' 
(im  q) 
>(e  «  '  q) 
(t)  ist  eine  Folge  von 


und 


U^(m~g) 
,  La^(c  ~^g) 


Dieser  Satz  ist  in  ähnlicher  Weise 
wie  (132)  zu  beweisen. 

§  113.  Aufbau. 
Ha  (_ pi-Jfr) 

I  TO 

-TO 
b^(a^g) 

■TO 


(EI 


ETO) 
e^(m^g) 
TO 


(123)::- 


TO 
■    U~(a  ~g) 

I — TO 


er 
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La 


(a  ~g) 

!     Lb  ^>(a  ^g) 
I  

•  «^(m^g) 

•  a^(c  ^sq) 


(ß 


o^(a  ^g) 
b  ^  (a  «  g) 

m 

e  ^(m^g) 


\  Ira  «  (m^  g)/ 


135 


(127): 


o  «"» (m '  >-£  g) 
c  ^  (m  ^  g) 
a^(e  ^g) 


(Ia)::  

(134)::  

I L  e  -  (m  ^  g) 

X 


II  a):: 


(133 


131 


La 


r»  (jm  j_ 

*  (m  n  q) 


(lila) 


L.  a  ~  (m  -i  g) 
Lg  n  (m^g) 
Lg  =a 

(130)::  

e  ^(m^g) 
k-a^(c  ^g) 
I—  a  « (e  n  :  g) 


(« 


(188) 


a^im^+q^ 
e  ^(m^q) 

 •  


(134 


A  ^aif—assse  y 
V  K-b  n  (a^sq)) 
(10):  


::g 


a  ^(c  ^ig) 
e  ^(m^g) 
m  « (n  ^  q) 
a  ^(c  ^ig) 
(  ^(n^g) 


ta  "(e  ^g) 
c  ^(m^g) 
m^(n  ^g> 
a  o(e  ^  iq) 
c  ^(n^g) 

X 

t'a^(c  ~^g) 
Lc  ^(n  ~g) 
 m^(n  n  g) 

Lc  ^(m^g) 


(135 


(186 


(137 


(« 


0» 


Cd 


a  r>  (c  n  :  g) 

c  ^  (a  ^  g) 
b  ^  (a  ^  g) 
a~(c  ~i  g) 
e  ~(b^g>  (c 


(123): 


ijigitized  by  Google 


Lc  n (b q) 

Le  ^(a^g) 

I  a  -  (a  « 

 a-(d-.tg) 


 •  

1  36  L_a  «  (6~^g) 
L-6=a 

La  r>  (b^Jiq) 

(I)::  

La  -  ,b*iq) 
lb  =a 


a 
■  •  ■ 


IUe  \a  =  a 

(139):  

|.a^(a^i  g) 
 •  — — 

Ha  L —  a(a'-vg) 
La-(d^g) 
l*    a~(c  <^g) 
Lc  ^(d^q) 

X 

I  a-(d-g) 

I  a^ia^lq) 

(140)::  

ULy-a^e  ~:g) 

Lc  va-g) 

I  a 


(138):- 


•  a~(a^g"> 


Lc^(6^g) 

I  a  -  (6  o  jl  q) 

X 

L  ra~(6~-ig) 

Llqr«-(«-  -<?) 
Lc  ^(i^g) 
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nie 


(138 


(139 


(140 


(« 


L  a  ~  (c  ~  :  f) 
Ld=c 

Ua  -  (d'  :  f) 

(88)::  

a^(c-if) 
c   (6  -f) 
d~(6^f) 
a-(d-^f) 

Ed~<W) 
a~(d-~f) 


a~(c 
c  -(6-r, 


i 


a^(b  -.if) 

a-(d^^f) 
X 

a-(d-:  f) 
a  (&~.if) 


La  -  (i  igl 
I—  a  *  (6  -  !  q) 


(128): 


(141 


(142 


L  5  ^  (a 


2) 

a  (6^ :  g) 


132  L_cfr>(<g~i#) 

Ld^(a-f) 
La-(d^^f) 

(143;::  


(« 


(r 


(143 


(141 


i 
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i 


d^(d*sf) 


d^(a^f) 
d^(d^sf) 


(a 


iß 


(144): 


(126):: 


I  rb^(b-^f) 

L]rb"(]b"J.f) 

0^(6 ' -Lf) 


(y 

(145 


H.  Beweis  des  Satzes 


L6-(#(6~:f) 
,Lq~(6^J) 


f)1 


§  114.  Zerlegung. 

Wir  wollen  den  Satz  beweisen, 
dass  die  Anzahl,  die  dem  Begriffe 

der  mit  b  endenden  Angahlenreihe 
angehörend 

zukommt,  auf  6  in  der  Anzahlenreihe 
unmittelbar  folgt,  wenn  b  eine  end- 
liche Anzahl  ist.  Hieran  schliesst 
sich  dann  gleich  die  Folgerung,  dass 
die  Anzahlenreihe  unendlich  ist;  d.  h. 
dass  es  zu  jeder  endlichen  Anzahl 
eine  unmittelbar  auf  sie  folgende 
giebt. 

Wir  versuchen  den  Beweis  zu- 
nächst mit  dem  Satze  (144),  indem 
wir  die  Functionsmarke  ,F(£Y  durch 
i>  ^  ( SP (£  ^  '  f )  ^  0'  ersetzen.  Dazu 
bedürfen  wir  des  Satzes 


und  für  ,m*  und  für  ,e'  ,a4,  so  er- 
halten wir 


.  \-d^( 9i 


f) 


V  U  -  (a^f)  l 

woraus  wir  das  Unterglied 

, —  a^(a^  l  f)' 

mit  (140)  entfernen  können.  Es  fragt 
sich,  ob  das  Unterglied 

als  Folge  von 

,d~(a~fV  und  ,d^(?/(</~ f )  f)' 

nachgewiesen  werden  könne.  Wegen 
der  Eindeutigkeit  des  Fortschrittes 
in  der  Anzahlenreihe  (70)  haben  wir 


(O 


Setzen  wir  in  (103)  für  ,u'  ,(a-ifV 

1)  Dieser  Satz  ist,  wie  es  scheint,  unbe- 
weisbar, wird  hier  aber  auch  nicht  als  wahr 
behauptet,  da  er  in  Antührungszeichen  steht 


(ß 


Wir  versuchen  also,  ob  sich 


,     V  Li  '  f)/ 
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als  Folge  von  ,rf^(a^f)'  nachweisen 
Wusse.  Das  muss  mit  (96)  geschehen. 
Dazu  ist.  nöthig 


hb=a  } 


als  Folge  von  ^(a^f)'  nachzu- 
weisen, wozu  (IVa)  zu  benutzen  sein 
wird.  Es  wäre  also  zu  zeigen,  dass 
dieselben  Anzahlen  der  mit  einer 
ersten  Anzahl  (a)  endenden  Anzahlen- 
reihe  angehören,  ohne  diese  selbst 
zu  sein ,  die  der  mit  einer  zweiten 
Anzahl  iß)  endenden  Anzahlenreihe 
angehören,  wenn  die  erste  Anzahl  (a) 
in  der  Auzahlenreihe  unmittelbar  auf 
die  zweite  (d)  folgt.   Dazu  ist  nöthig. 


b  =  a         1  und  -_6  r* 


b  *  (d^ !  fj' 
•  6  *  (a^il) 


als  Folgen  von  ,d  ^  (a  ^  #)'  nachzu- 
weisen. Es  zeigt  sich  aber ,  dass 
noch  eine  Bedingung  hinzuzufügen 
ist.  Es  wäre  nämlich  ,^.6  =  a'  als 
Folge  von  ,&^ei^:f/  und  von 
,d  (a^{)1  za  erweisen.  Wir  haben 
nun  nach  (134) 


[_6-(a-^0' 
,Lb"(d"lO 


Fiele  nun  b  mit  a  zusammen,  so  ginge 
«las  Oberglied  über  in  ,  —  a^ia^i  ff. 
Nach  (145)  ist  das  ausgeschlossen, 
wenn  a  eine  endliche  Anzahl  ist. 
Es  kommt  also  noch  das  Unterglied 

hinzu.  Dadurch  wird  freilich  die 
Anwendung  von  (144)  so,  wie  wir 
gewollt  hatten,  unmöglich;  wir  kön- 
nen al>er  mit  (137)  dieses  Untorglied 

Krecr.  (iruiwlrrM'lir  I. 


durch  ,— ^^(d^lf)1  ersetzen  und 
aus  (144)  den  Satz 


\ 


tFJ)) 

im 

i\a) 

b  f>  (Q  r*  q) 

a^(b  r> l  q) 

F,t>) 

a^(b"  '  q) 


ableiten ,  der  uns  dann  zum  Zieh' 
führt.  Zunächst  müssen  wir,  um 
den  Satz 

L-&  r>  (rfn  «  f) 
—  0  ^  (  a  ^  '-  f i 


.  I —    ^  (a  ^  f  i 


(d 


vollständig  zu  haben,  den  Satz  (137) 
in  der  Form 


heranziehen.  Dann  bleibt  noch  der 
Satz 


L—b  -  (d^if)' 
U  =  « 


(e 


zu  beweisen.    Nach  (148)  haben  wir 


L.6  « (d-  i*)4 


Dazu  bedürfen  wir  nun  noch  des 
Satzes 


.    L&  n  (a^vl  g) 


der  leicht  aus  (130)  folgt. 

10 


- 
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§  115.  Aufbau. 

130 


(Inf):  

kr*— 

Urb  «  (o^-ig) 

X 

L_6  ~  (a  ^f) 


(140 


(147 


147 


(143): 


(« 


(IVa): 


=  ( — b~(d~  '  D) 


d  n  (a  n  f) 

.6  =  a 


1 


134 


U~(a~D 


(Illd): 


(y 


(145)::  


(If): 


\mnb=a 

Lrf-  (a^f) 


I  6  n  (d^.f) 

I — 0  «  (a^:  f) 
—  6  «  (a  ^>  I  f ) 

(137)::  


L— d-(a-f) 


0): 


mit  «(«"**) 
(77):  


) 


:(-_  '  F)) 


r_6~*Y_e=a  Y|=( 


=  ( — b^(d-  Lf)) 


d^(0'  f) 


(148 


[  (le-Ca^/f))] 


=  ( — a^(d^  '  0) 


ö~(a^  f) 
rf^(a^f) 


(a 


(96):- 
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■d^(a^t) 


102): 


(149 


l 


<14<M:: 


(Illcj: 


//(d~:f)^(W(a~if)~f) 


137):: 


•a°(»(a^if)Af) 


rrrr  fffil 

—  d^(b^q) 

*-a^(d^±  q) 

j     L  b  « (a  « 
I  a^(b  'V  g) 

.  i — m 

was  leicht  mit  (137)  geschehen  kann. 
Für  den  Uebergang  zu  (y)  vergleiche 
man  S.  68. 

§  117.  Außau. 

Ha  |  F(a) 

d'  (a  r\  q  \ 
•a^(d^±q) 
F(d) 

L  b  f>  (a  «  g) 
I  a~(b  « :  ^) 


(IIa): 


(« 


I  U-(a^f) 
I — ü~(b~ i  f) 
I  b^(»(b^:f)of)  (150 

§  116.  Zerlegung. 

Um  den  Satz  (y)  des  §  114  zu 
beweisen,  setzen  wir  in  (144)  an 
die  Stelle  der  Functionsmarke  ,F[t)' 

TF(£)  '.    Wir  haben  dann  zu 

beweisen 


\ 


I  a    (b  ri  i  g) 

1 — *w 

X 


t>  a 


F(b) 
F(o) 

b  ^  (a  «  ^) 
a^(b  :g) 
F(b) 


(I)::  

10* 


0? 


Digitized  by  Google 


-    148  — 


\ 


Fi.d) 


—  a^(dr" '.  q) 
I — a^ifi  r- !  q) 
-p.  TO) 

b  ^(a  «  g) 
a~(b~:g) 

(137)::  

>-«'  (rfA  1  q) 

—  d^{b^q) 

T  TO) 

TO) 

b  «  (a  «  7) 
a^(b  ^ :  q) 

—  TOi 
X 

TTT  TO) 

L-a^(d^ :  q\ 

TO) 

b  ^  (a  ^  g) 

rt  «  (b  n  :  q) 

TO) 


l>  a 


140  |.a~(a~i^ 

de)-  


(wTO) 
l~a^(a^  I  q) 

L—F(a) 


(144):- 


(151)::. 


(Ib):- 


\ 


rTO) 


F(a) 

I — b  ^(a^g) 
F(b) 

a^ty^iq) 
a  r*  {b    :  g) 


TO) 


TO) 

b  ^(a^g) 
a^b^  lg) 

*\b) 

a^(6~.:g) 


TO) 


!  L^a) 

L^tt^tTO) 

|  Lb^(a^g) 
I  a^O^ig) 

I  TO) 

a^(6^ :  q) 


(« 


(152 


i  :><  i 


a-(//(a-:  f)-f) 
|  Lb^(d^f) 

I  o^ib-  '  f) 

I  b  ^(//(b^:  f)~F) 


151 


(152):  — 

\ 


Q^(6~:  f) 


( 1 53 
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§  118.  Zerlegung. 

Es  bleibt  noch  der  Satz 

,|.G-(0(G~:f)-f)' 
zu  beweisen.    Wir  haben  nach  (102) 


L  »eV--.fi  =  0  y 


Hier  können  wir  (140)  anwenden. 
Wir  haben  dann  auch  noch  den  Satz 

zu  beweisen.  Wir  benutzen  den 
Satz  (97),  indem  wir  zeigen,  dass 
unter  den  £f—e  =  Q  VBegriff 

V  L  ^  (O^if)J 
kein  Gegenstand  fällt.     Dies  folgt 
leicbt  aus 


L—8  ■ 

,  La  n  (0^  :  f) 


d.  h.  der  mit  G  endenden  Anzahlen- 
reihe  gehört  nur  G  selbst  an.  Dieser 
Satz  folgt  aus  (126)  und  (130). 


§  119.  Aufbau. 

126  [^(0^ f) 
(130):  


(Ulf): 


LQ  =  a 

La  rs  (Q^if) 

L<.  =  0 

La  *  ; G ^ i f ) 


(« 


V  le  r>  (G~:f)/  (y 

|^TQ-^_.£  =  Q  \ 


(97):- 


LQ~(#(G^ilW) 
LQ^(G^if) 


(102):- 


(140)::- 


(153):- 


L6-(»(6-:f)-f) 
LG~(&~if) 


(155 


0.  Einige  Folgesätze. 


§  180.  Zerlegung. 

Wir  können  zunächst  aus  (155) 
leicht  folgern,  dass  es  zu  jeder  end- 
lichen Anzahl  eine  unmittelbar  auf 
sie  folgende  giebt.  Hiermit  ist  ge- 
sagt, dass  die  mit  0  anfangende  An- 
zahlenreihe  ohne  Ende  fortläuft. 

Ferner  beweisen  wir  einen  Satz, 
der  unser  Zählen  begründet,  indem 
er  besagt,  dass  n  die  Anzahl  ist,  die 
einem  Begriffe  zukommt,  wenn  eine 
Beziehung  diesen  Begriff  in  die  An- 


zahlenreihe  bis  n  einschliesslich  und 
mit  Ausschluss  der  0  abbildet  und 
wenn  die  Umkehrung  dieser  Be- 
ziehung jene  Anzahlenreihe  in  den 
Bogriff  abbildet,  falls  n  eine  end- 
liche Anzahl  ist. 

Dieser  Satz  folgt  leicht  aus  dem 
Satze 

L  —  »i/    .=0  y 

,lö^(*'VL|) 
den  wir  mit  (87)  und  (155)  beweisen. 
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§  121.  Aufbau. 

155  L6^(/y(6-^f)^f) 

X 

Ula)::  

tö        ^  -1  f) 

X 

I  G  °  (6  ^  -  f) 

87  L-w-f/^f) 

u"=wt'(i:r:) 
"=4c:) 


n  «  (?/v~f) 


(« 


(15(5 


(157 


,158 


c  «  v 
i— a=  ?/u 


(159 


155 


L(i^(n^if) 


(158): 


LQ^(n'Mf)  C1Ö0 


(lila): 

L.  ?/u  =  n 


(Ida):- 


l-Ö^(n  ^if)  (o 

(32)::  

(ttt  »u  =  n 

L  V  Le  -(n-if)j  J 

V  La  -  (n^-ifj 
l— G^(n^^f)  (161 


/.  Beweis  einiger  SHtzc  von  der  Anzahl  Endlos. 

a)  Beweis  des  Satzes 

§  123.    Zerlegung.  in  der  Ueberschrift  genannte  Satz 

Es  giebt  Anzahlen,  die  nicht  der 
mit  0  anfangenden  Allzahlenreihe  an- 
gehören, oder,  wie  wir  auch  sagen,  ( 


besagt  nun,  dass  Hie  Anzahl  Endlos 
keine  endliche  Anzahl  ist.    Wir  be- 
weisen ihn,   wie    im  §  84  meiner 
die  nicht  endlich,  die  unendlich  sind,  i  Grundlagen  angedeutet   ist  ,  indem 


Eine   solche   ist  die    des  Begriffes 

endliche  Anzahl :  ich  will  sie  Endlos 

nennen  und  mit  bezeichnen.  Ich 
definire  sie  so: 

||.W(G-£:f;= (M 
Es  ist  nämlich  t)~^  '  (  der  Umfang 
des  Begriffes  endliche  Anzahl.  Der 


wir  zeigen,  dass  die  Anzahl  Endlos 
auf  sich  selbst  in  der  Anzahlenreihe 
folgt,  was  nach  (145)  keine  endliche 
Anzahl  thut.  Zunächst  ist  zu  zeigen, 
dass  Endlos  zu  sich  selbst  in  der 
f-Beziehung  steht: 


Digitized  by  Google 


Diesen  Satz  führen  wir  zurück  auf 


der  aus  den  Sätzen 


und 


folgt.  CJm  (y)  abzuleiten,  haben  wir 
nach  (11)  zu  zeigen 

L  röW(G<{£^f)) 

1°     a~*Y    £==G  \ 

was  leicht  zurückzuführen  ist  auf 
den  Satz 


der  in  die  Sätze 


und  (137)  zerfällt. 

§  138.  Aufbau. 

126  ^O-iQ'wf) 
(ITTd):  


O  o  (a^.cf  < 


(« 


134)::- 


=  0 
d  *  (a^#) 
G  *  (d^it) 


iß 


an: 


bTa=G 

La  r>  (G-^^f) 
L— ä*  (a^f) 
I — G  ^  (d^-Lt) 

—  a  ^  (G^if) 
(22)::  

|__a  =  G 

}a  «  (G^$  i  I) 

l—  d  «  (a^f) 
I — o  ^  (^^  -  f) 

— G  *  (a^^i) 
(137)::  .  

brra=0 

I— ä*  «  (a^f) 

—  G  >  (d^if) 

X 

UG  -  (d-if) 
La*  ~  (a^f) 
-r  a  =  0 
La  « 

(50)::  

Lra^€Y_.£  = 


(d 


(« 


iv=o  1 


(Ha): 


Q^(d^-Lf) 

Ltf  (a^f) 


l«     a-fy_.€  =  G  \ 
!        V  U-(G-^:f  ) 


X 
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-fV_€  =  0  \ 

I  f) 

j      v  Li  ~(o-^  r>; 


1 


G~(d~:  f) 


(77) 


L — O-Cd^f) 


^»  r^t(ÖN«rti  f)) 


1 


(Ig): 


(11) 


\ 


If 


L  V  U  ~(o~}Un; 


J 


(71):: 


UU«(e^f)J  J 


(103 


§  124.  Zerlegung. 

Statt  des  Satzes  ((Ii)  des  §  122  beweisen  wir  zunächst  den  folgenden 

[i(-i  =  c  \  -  (nc  -  (e  «  £  «)) 

,   V  U  ~(c~}p  g)J 

Dazu  bedürfen  wir  dos  Satzes 
L  rd~if    e  =  c  V 

L°.a  ^f(c^(«^  q)) 
,      L   ^  (a  f>  Qq) 

der  auf  den  Satz 


l^i—C  n  (C  ^ig) 

zurückzuführen  Ist.  Diesr-r  folgt 
leicht  aus  (142). 


§  125.  Aufbau. 
130  \rr-ä=C 

y-rC  r*  (d^±q) 

I—  C  «  (d^i  g) 

(142)::  

L  d=c 


Fe 

I  I 


(« 


22 


La^(d^q) 


»ff) 


i  (Ha): 
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(82): 


— p.«'t£(en(«"£  q)) 


iß 


L<2  ^  (a^^g) 


(<*)■■  

h — r^=c 

*  3(6"(t"£0)) 

(23)::  

.«  =  c 


(58): 


(9 


Lb^(a«"»$g)  • 


(e  |  (11):  


(163 


£    |.ag(a^(e^g))  =  ^ 
(44) :  

fr*T(<*~¥<?) 

89  |.i#r 

(163):  


(HM 


(32) :  


(« 


(162):: 


(164): 


-4>'f)) 

[  l  '«  n  (8' 

^' 

=  0 

Cr 

(Hie). 
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Lo-(0-$^r) 

(22,  1/)::  

Lo  -(0 


n 


(« 


(131): 


145 


(jj  (166):: 


0  !  I") 

X 

^  (^  '-w  f  J 


(165 
(166 


(a 

(167 


b)  Beweis  des  Satzes 

o  n  (//t>^  r) 


§  136.  Zerfcpuny. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz : 
„Wenn  Endlos  die  Anzahl  eines 
Bogriffes  ist  und  wenn  die  Anzahl 
eines  andern  Begriffes  endlich  ist, 
so  ist  Endlos  die  Anzahl  des  Be- 
griffes unter  den  ersten  oder  unter 
den  zweiten  Begriff  fallend" 

mit  (144),  indem  wir  statt  der  Func- 

tionsmarke  ,.F(£)'  nehmen 


abzuleiten.    Wir  haben  nach  (IIa) 


Ld='1i:=:) 

Hierauf  können  wir  nun  (150)  an- 
wenden. Um  das  gewünschte  Ober- 
glied zu  erhalten,  müssen  wir  den  Satz 


und  haben  zunächst  den  Satz 


1t::)' 


La  =//v 
L  d  r%  (a  />  f) 


x : 


beweisen.  Zu  diesem  Zwecke  unter- 
scheiden wir  die  Fälle,  dass  e  unter 
den  tt-Begrift  fällt,  und  den  ent- 
gegengesetzton. Wir  haben  so  die 
Sätze 
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,  «■  c  -  u 


0' 


f  =  c 
f 


•CO. 


Im  zweiten  Falle  bedürfen  wir  noch 
des  Satzes 

fr  —  =W» 

der  leicht  aus  (tfiö)  und  (6ü)  folgt, 

§  137.  Aufbau. 
Illd 


(d 


'  r  C  n  W  (t 

(96):  


(lila): 


n  =  fftf    f.  — c 


c  ^ 


(1UÖ 


09 


10 


\  U     w ) 

X 

Im*""" 

i  S—e  =  c  \—m 


(1611 


(77).- 


IrC^W  (d 


(Illf):: 


=  n 

m  ^  (n  ^  f ) 


V  L«  ^  w)  (« 


(Ulf):. 
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Ii)"   (0): 
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108  [^-(U-f) 
(IHa):  


(lila): 


P-a=  7/0 


(97)::  

CD-  


iE 


a  =»« 


I — d  ~(a~f) 

U=7/»  (*' 


a  =  7/1; 
l-d   ~  (a^f) 


V  In 


J44;: 


0  =//d 


=  ( — a^u) 


(I 


(I1):-  


(94) : 


1( 


7/0  =  8  (q 


III): 


n 

I   g 


(96): 


//t;  =  ö  (t' 


;/t;  =  0 
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c)  Beweis  des  Satzes 


§  128.  Zerlegung. 

Den  nun  zu  beweisenden  Satz 
können  wir  in  Worten  su  wiedergeben : 

„Wenn  Endlos  die  Anzahl  eines 
Begriffes  ist,  so  können  die  unter 
diesen  Begriff  fallenden  Gegen- 
stande in  eine  unverzweigte  Reihe 
geordnet  werden,  die  mit  einem 
bestimmten  Gegenstande  anfängt 
und,  ohne  in  sich  zurückzukehren, 
endlos  fortlauft." 

Wenn  «55  die  Atizahl  de*  m- Be- 
griffes ist,  ho  diukm  »-S  eine  Beziehung 


geben,  die  den  Begriff  endliche  An- 
zahl in  den  u-Begrift  und  deren  Uni- 
kehrung  diesen  in  jenen  abbildet.  Es 
sei  die  p-Beziehung  dieser  Art:  wir 
tragen  nun.  ob  dann  die  (Qp — t—p)- 
Beziehung  als  reihenbildende  unsern 
Anforderungen  genüge,  wenn  wir  als 
Anfangsglied  das  nehmen,  zu  dem  0 
in  der  p  Beziehung  steht.  Mit  (17), 
(18j  und  71 1  beweisen  wir  leicht 
die  Eindeutigkeit  unserer  reihen- 
bildenden Beziehung.  Dass  die  Reibe 
ohne  Ende  fortlaufe,  werden  wir  aus 
(150)  und  (b)  ableiten  können. 
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§  12».  Außau 

71  |.If 

(17,:  — 

(17):  

(18,18)::=  =  =  =  = 
Lu~(v~)$.p) 


(« 


a  n  w 

c  ^  (a  ^  p) 

6  ^(c~>g) 

d~(6~£p)  (d 


(8): 


iß 


(173 


(5);. 


L-d~(c~(£p 
M-6  ^(c^q) 

1-6  ^ (c « q) 
-d~(6~^p) 

X 


(174 


' —  6  ->  (c  ^  ^ 

t—d~{b"%p)  (a 

(IIa)::  


 rC^(c^p) 


■6  ^{c^q) 
d~(b~%p) 


0» 


la,,: 


—  b  ^(c^q) 

-d-{b~%p)  (y 


I  6  ^s) 


d~(6 

■  m^$^^(u~)/>) 


137  L.Q-(c^^f) 
U-(c-f) 

Lo^(6^:  r) 

;  — 

IS 


•  C~((j~#^f) 

■6~(c  f) 

•  Q-(6~^f) 

X 

frrö-(6-:f) 
L6^(C^f) 
Uc-(O-^T) 

(«)::  

L.  ., o^(6^if) 


(9 


X 

C6-(c-f) 

I  d"<b~$p) 

I  0~$:#~(«~)/>)  (i 


6^(a^f) 
Ü~(6<->  !  f) 

rf^(6-~$p) 

X 

n 
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(22):- 


(8): 


[TT1 — rb^(jb^i  r 


[Gl* 


u  (0~£:f-)$p)  (175 


§  1:10.  Zerlegung. 

Dass  kein  Gegenstand  in  der 
{\~p*-  f  _/>)- Reihe  auf  sich  selber 
folge,  kann  nicht  bewiesen  worden, 
sondern  nur,  dass  kein  unter  den 
u- Begriff  lallender  Gegenstand  in 
dieser  Reihe  auf  sich  selber  folge, 
wenn  der  u-Begrilf  in  den  Begriff 
endliche  Anzahl  durch  die  ^.^  Be- 
ziehung abgebildet  wird.  Wir  be- 
gnügen uns  einstweilen  mit  einer 
solchen  Reihe,  um  dann  mit'  unserer 
t'£p  — f  -p)-Beziehung  eine  andere 
zu  definiren,  die  mit  ihr  in  den  übri- 
gen hier  in  Betracht  kommenden 
Eigenschaften  übereinstimmt;,  dazu 
aber  noch  die  hat.  dass  kein  Gegen- 


stand in  ihrer  Reihe  auf  sich  selbst 
folgt. 

Den  Satz 

,1  u-(8~#:f-)$p)' 

beweisen  wir  aus  den  Sätzen 
L.:r~(y~(#p_.ig_p))< 


(a 


und 


L-qfp 

,L-M~(G~3Uf~)$.p)  (ß 

denen  beweisen  wir  mit  (123)  und 
bedürfen  dazu  des  Satzes 


iE 


z*(a  (£p-^iq—  p)y 
d*(a~(£p~q-p)) 
x~{d~($p~±q^p)) 


den  wir  aus  dem  allgemeinem  Satz»- 


u 


Ltf"(a"($j»~g_j»)) 

Hl  ^  (b  r>  t) 

I$P  (d 


ableiten.  Zum  Beweise  von  (d)  gehen 
wir  auf  die  Gegenstände,  etwa  m, 
b,  c,  zurück ,  die  zu  x,  d,  a  in  der 
^-Beziehung  stehen.  Mit  (15)  ist  zu 
zeigen,  dass  es  solche  Gegenstände 
giebt.  b  kommt  dabei  zwiefach  vor : 
erstens,  indem  m  zu  ihm  in  der 
t- Beziehung  steht,  und  zweitens  als 
in  der  g-Beziehung  zu  c  stehend. 
Folgendes  Bild  mag  die  Uebersieht 
erleichtern. 
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c  a 

.1 ' 

b-.d 

-r 

m»  •  x 
p 

Aus  der  Eindeutigkeit  der  Umkeh- 
rung  der  p  -  Beziehung  nmss  ge- 
schlossen werden,  dass  es  nur  einen 
einzigen  Gegenstand  der  Art  giebt. 
der  für  uns  in  Betracht  kommen 
kann. 

§  131.  Außau. 

171  L-x  ~(a  ~flr.»— t^p)) 


Ha).:  


IIIc  ; 


x  ~(a  "{Qp^t^p)) 
c  ^(o  ^p) 
Lfc  ~(c  q) 
m<">(a  ^t) 
b  ^(a  ^q) 

x  ^{m^\p)  (o 


Lc  r»  (a  ~p) 


e  n  (a 
6  =  e 


78  :: 


0» 


Lc    (a  ~p) 
L-6  -(C  ^g) 

l-c  ^(a 

 ^  <M'm~$p) 

 e  ^(d  ^p) 

 d  ~(6 

x 


Lfe  ~| 


6  ^(c 
1 —  c  ^  (a 

»■<?  ^(a  f>g) 
-.r  ^(m~£p) 
-e  ^{d^p) 
rx  ^(a  -  [\p^t-p)) 
-l%.p  (d 


L  i r  *"»  (c  «"»  ^) 
I  c  ^  (a  ^  p) 

c  «"» (a  *  g) 
Z  ^(m~^rp) 


(15): 


Lc  ^(a^p) 

 x  ^(m^^-p) 

 e  ~(d  ^p) 

x  ~(a  N£p_- t^p)) 


d  (v  ~<$p^q)) 
x  ^  (a  ^p) 

 #  ~(m^p) 


■  e  ^{d^p) 
-rX  "(a~($p~t^p)) 


(15):- 


11* 
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d  ~(a  ~(-fcp— tf— p)) 


l  V**  l-ff 


s  'Ha  ^(^Lp^f 

X 


.  r*  ~(W^p) 


e  "  (a  *t  g) 
d  ^(a-M^p-^ 
e    (d  ^p) 
£  ~(ao(¥p  — < 


(IIa)::  


(< 


h 


e  ^(a  ^g) 
m^(c  ^J) 
-d  ~(a  (4AP 
-e  ~p) 
tI  ~(a  '"M^p- 


9 

.t- 


P)) 


15): 
h 


m  *  (a  «  t) 

I  in ^ ^t) 

 e  Kd^p) 

 r  .t  ^(a^(^Lp 


-<?-/>)) 


-/»)) 


t 

q) 


I  m  « (e  «  0 


s~(e~(£p-«)) 


c  ^{d^p) 

b  ~(a  ^q) 
m  ^  (b  « t) 


(b-0 

-d-(a-(^p  — 2-/»)) 
-rZ~(a~(^p  —  <  —  p)) 
-I$P  (» 


 <     .r  ~(  r  ~(£p 


m^(b  ^f) 
-d  >->{a^{$p 
-rx  "(a^iX-p 


— g— pd 

(I 


(16):. 


f.« 


in 


a;^(d^(^p  — p') 

b  ^(o  ^5) 
•  m  rs  (  b  n  t) 
■  d^(a~{$p 
x^(a^($p 

X 


La?^(d-(^p 

m<r>(a 
b  ^(a  ^  g) 
m~(b 


f-P» 

g-p» 
t^p)) 


X ^(a^(£p 
b  ~(a~(4Lp 
x  -  (b  (£p 

m  (a '  f ) 

b  r\  [a  r*  q) 
Hl <">  (b  ^  £) 

1*9 


g-P» 


(176 


,gle 


-  165 


133 


(170):. 


L.a~(m--g) 
|L  e  ^(m^q) 


|     Lb  ^(a~g) 
I  (t)^z  q) 


(« 


I    b  a 

tu 


123): 


X^(a-(4f.p_^g_J))) 


fr 


rjrj — *-(y^(3Lp~.i0  pj) 

kLj*~(a~(#p_^g_p)) 
x~(y  r  ±(%p^ -q^p))  (y 


•  31  Lm^(c^ig) 


174  : 


m^(crq) 


V-c  *(fl  np) 

L«A(e  o  j) 

Lx  -vw-£p) 

X 


1.-.  : 


x  ~{m~\p). 
■m^ic  ^q) 


r  -  (c  5) 
c  ~(a^p) 

z~(a~^p~±q~p))  (£ 


^-<CM$p_<7)) 
C  ^(a^p) 

*~(a~(£p-^?_p))  (,( 


(16) 


I  ra:-(a~(£p_.ig^p))  (J| 

X 

Lx~iaN$/>--^-p)) 
U~(a-(£p^g_p,)  (* 


x-{yr-($p^j.q^p  ) 
I£p 

*~(y^(#p-^_p))  (177 

§  132.  Zerlegung. 

Wir  beweisen   nun  den  Satz  (rf) 
des  ij  130,  indem  wir  aus  der  Ein- 
deutigkeit der  ^Beziehung  folgern, 
dass  es  nur  einen  Gegenstand  gebe, 
der  zu  x  in  dieser  Beziehung  stehe, 
während  es,   wenn  x  zu  sich  selbst 
in     der    K\p  ^s(^p)  -  Beziehung 
stände,  nach  *15)  mindestens  einen 
solchen   Gegenstand    geben  mnsste. 
der  auf  sich  selbst  in  der  Anzahlen- 
reihe  folgte  und  der  dann  nach  (145 
keine  endliche  Anzahl  sein  könnte. 
Daraus  folgte  dann  nach  (8i,  dass  x 
nicht    unter    den    u  -  Begriff  fallen 
könnte,   wenn   der  «-Begriff  durch 
die   £p  -  Beziehung  in   den  Begriff 
endliche  Anzahl  abgebildet  wird. 


§  188.  Aufbau. 

145  Li"^if) 
Lö~(&~  '  f) 


(IHa): 

L-m  -  (b~>f) 

\-m  =  b 

(13)::  
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km  ^  (6  «  l  f) 
8  ^(6  «  :  f) 

—  x  n(b  ~$p) 

—  x  ~(m~£p) 

1 — typ  . 

X 

kx  ^(m^%  p 
tn^ib  ^±1) 
1—0    (6  ^  l  f) 
— a:  '>(&  ^p) 
L- I*f> 


—  G~<&   i  f) 

—  typ 


(15): 


:  P) 

x^ib^^p) 


(23)::- 


ITT  a)  : 


{-typ 

—  x  ^  (6  ^  }£.p" 
I  n  =  6 


(13)::  

\—x~{b~typ-JLt)) 
Ln~(0^.^f) 
1—  x^(b^£p) 

—  .r«(n^#p) 


(y  (16):- 


(« 


L_*~(&~($.p~^n) 

L&  ^(a^p) 

I — (i 

#~(r  ^($p-^.if)) 
t  ^(z^p) 

x~(n^$p)  (x 

V-typ 

I — j;^(n^]Ip) 
X 

(Q~$if) 
^n^p) 
ar^(x^(^.p  —     —  p)) 

l«  a-(o-¥-n 

I  x*(x^($.p^     — p)) 

I  I$p 


(8) :  ■ 


« : 


L—x^u 

J  L^-^-^P-^f^P)) 
V-typ 

;  (177)::  

Lx~(x^j.{%.p-^t-^p)) 
Li¥p 

0,  L_M^(0-4::f^)^p)  (o 

(18)::- 

x^u 

x~{x~±($p~~f  —  pj) 


i—  i 


(,7  ^TTi  nQfM#p~t~p)) 
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§  1*4.  Zerlegung. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig  zu 
zeigen ,  dass  alle  Glieder  unserer 
Reihe  unter  den  u-  Begriff  fallen, 
un<l  umgekehrt,  dass  alle  unter  den 
«Begriff  fallenden  Gegenstände  Glie- 
der unserer  Reihe  sind.  Das  sind 
«He  beiden  Sätze 

*-m^(x^p^ 
I—  m^%.  '  q^(u^)p) 
L-  I$p  (o 

und 

.x  ^(y  '  l{$.p  ^q^p))1 

y  n  ü 

wo  für  die  Anzahlenreihe  allgemeiner 
dif  mit  m  anfangende  j-Reihe  ge- 
nommen ist.    Wir  beweisen  (er)  aus 


steht,  schliessen  wir,  dass  es  einen 
solchen  Gegenstand  giebt ,  welcher 
einer  q- Reihe  angehört,  die  endet 
mit  einem  zu  y  in  der  ^-Beziehung 
stehenden  Gegenstande  n.  Wenn 
also  der  Gegenstand  m  zu  x  in  der 
£p- Beziehung  steht,  so  wird  er  auch 
der  mit  n  endenden  g-Reihe  ange- 
hören. Wir  beweisen  ferner  den  Satz 

,  I — v^(u^)p) 

und  gelangen  zu  unsorm  Ziele,  in- 
dem wir  hierin  als  v-  Begriff  den 
(m^-k  :g)-Begriff  nehmen. 


den  Sätzen 

\y-m~(x~p) 

und 

firrr^  M 

< 

(y 


von  denen  (y)  leicht  wie  (177)  ab- 
geleitet wird.  Um  (J)  zu  beweisen, 
folgern  wir  aus  der  Eindeutigkeit 
der  £p-Beziehung,  dass  es  nur  einen 
Gegenstand  giebt ,  der  zu  x  in  der 
%.p  Beziehung  steht,  und  daraus,  dass 
x  zu  y  in  der  \\p  ^  L  q  -j>:  -Beziehung 


(« 


V 
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.)•> 


lila:: 


n^iy  <-  p> 

Ln  '  i  m^  $.  '  q  \ 
L  »i  *  (w  ~  L  q) 


n  ^  m~  \.  l  q) 
a  «  in  ^Lq} 
a  =  m 


(13)::-  - 


n  <M  m  ^  4>  ~  q) 
a  ^  (n  <■»  l  q) 
x^(m  Qp) 
I — x^ia  ^4-7" 

X 

a  ^  (n  ^  '  q) 

-r«  i>»  I*  '  q) 
L— 1*1» 


X~(x  r,%p) 

x  ~(n  ^-Lq) 
x^ini'-'^.p) 
rn~(m^%-  '  q) 


(15): 


(179 


(« 


< 


g  f*  (n  « ($jp  —  '  5)) 


(« 


(179):: 


3  ~(n  ~(4^~~?)) 

x  *(m*%.p) 


x  ^  ( r  ^  (^Ijp  —  :  5) ) 
y 


(16): 


L-ry  -u 

L-I%p  (» 

X 

Irrn-y  ^M 

\lx  ^(m~$p) 

\-x^(y"($p~iq^p)) 
l~m"%.lq^(u  )p) 
LI¥P   « 

y  f  « 

Li-^  

137 


I: 


La   (e  -  i  q) 

I  *    m  a 

I — ^r^[ 


111^(0^:  g> 
b  *"»  (a  ^  g) 
m^(b^:  q) 


( 1 76) : 


I  x^(b~($.p  —  iq~p)) 


.144): 


U-(s~q^:g.-/>)> 


l$p 

— ^  (y  ^  '-  O^p ^q-^p))  (»• 


I  (174)::' 
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~(m-£p) 

I  *~<y -M&p--g~J»)  (£ 

(22,  140  ::  


(*): 


-x  ~(y~($p  —  iq^p)) 
■m^{x^p) 

**P 

-x  ^(j/"±  <%.p^q-<p)) 


(180 


y 

\^-m^(x^px 

(18)::  


(« 


(181 


§  136.  Zerlegung. 

Wir  haben  nun  den  Satz  (/£)  des 
§  13-4  zu  beweisen.  Daraus,  dass 
der  u- Begriff  durch  die  ^-Be- 
ziehung in  den  (m^$  -  9)  -  Begriff 
abgebildet  wird  und  dass  y  unter 
den  u- Begriff  fallt,  können  wir 
schliessen,  dass  es  einen  Gegenstand 
in)  giebt,  zu  dem  y  in  der  ^-Be- 
ziehung steht  und  der  unter  den 
imA^ !  g)-Begriff  fallt,  d.  h.  der 
mit  m  anfangenden  g-Reihe  angehört. 
Wir  beweisen  nun  den  Satz 

L^x  ~(y~H#p^q^p)y 
In  ^(y^p) 
^-nf^x^p) 
—  m^^r  :  ?0(M°)/)) 


mit  (152).  Wir  bedürfen  dazu  des 
Satzes 

tlrTX"(t~:(%p^q^P)y 
La  ^(c  <>p) 
—  d  ^(a^q) 
m^(d~iq) 

x  ~(c^(#.p-0-p)) 

d  «  (C  rsp) 

m*#i  q~(u~)p)  (ß 
Daraus,  dass  der  (»i^  :  ^-Be- 
griff in  den  M-Begriff  durch  die  p- 
Beziehung  abgebildet  wird,  schliessen 
wir,  dass  es  einen  Gegenstand  (e) 
giebt,  zu  dem  d  in  der  ^-Beziehung 
steht,  wenn  d  der  mit  m  anfangenden 
j-Reihe  angehört.  Hieraus  und  aus 
dem  Satze 

x^(c^^0^p^q^p)f 
a^(c  ^p) 
l-d^ia^q) 
d^{e  ^p) 
,L—x-(e~iC$p-q^p))  (y 
folgt  leicht  (ß). 

§  187.  Aufbau. 

139  La;  ~       i  [%.p^q-,p)) 
\-e  =  x 

(13)::  


tut 


(18)::- 


(« 

!  :  Lm^(f  '  p) 
y  m^ix^p) 

' — tß 

L*  x"(t~L{$p_q^p)) 
L  m  -  <  c  ~p) 

|l  m^(x^p) 

I  v  "(u~)p)  (182 
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IIa  L — rd"{a*p) 
da):  


£n(a  rsp) 


i  \-d"(a~p) 


1« 


0* 


(*):• 


I  v^(u^)p) 


(183 


174 


(22)::- 


(137) 


«~(c~$4>— g— f>)) 

•  d"(e~p)  (184 


•  a^(c  °p) 

•  ä*^(a^g) 
.ä*^(e 

.x"(e~-LQt.p^q^p))  (a 


(IIa):: 


L_  x  «  (c  <>i      -  q  -  p)) 
la^(c  ^j») 

—  d^(e  «p) 

.»  x-(c  *±i$p~q~p)) 

\-d^(t  "p)  (ß 

X 


L_<M«~p) 
I— d^(a^g) 


(7 


(a  ^.p) 
(c  Ap) 
l(a~g) 


«^(c  r^$.p  — g— p)) 
d~(t~p)  (185 


(183): 


La  ^(c 
—  d  ^(a  ^g) 

-ri  ~(c  ~ißLp-g-p)) 
 -m^|.^g^(tt^)p)  (cf 


*^(c  ~M%-P  —  q—P)) 


a  «(ö  ~p) 
La*  ^(a  ^g) 
Ld  ^(m^^ig) 
.<    *  ~(e  ~i  (£p^g-p)) 

La*  ~p) 

 m~^g~(t*~)j>)  (ff 


(22): 


La 


(c  ~p) 
L  d  ^  (a  ^  g) 
i —  mr(d^iq) 
^-x  ~(e  -^(£p-g^p)) 

La*  ^p) 
 m~^:g~(u-)p) 


(y 
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*"(<~-(#p~$~p)) 

a  ^(c  ^p) 
b  ^(a^q) 
m  r*  (b  r*  l  q) 
s~(t^($p-?_p)) 

b  ~(e  I  (Q), 

nt"%Lq~(u")p)  (d 


(152): 


n  <^(e  ^p) 

-m^^ttt^p) 

(182)::  

L  n  n  (c  <->p) 
I  m  ^  (x  ^  p) 

lg">(l4^)p) 

(Ha):  

L^-z  ~(y<>:(£p_0-p)) 

ILn  ^(y\p) 
Lw-»(x^p) 
*-m*$iq~(u")p) 
—  tnrs{nrs  L  q) 


(V 


(23,23)::=  =  =  =  =  =  = 

Ly  -(n  ~^p) 

—  n  ^  (m  ^  £  L 

X 

Ly  -(„  ~£p) 

I— m^(a;  ~p) 


m^$iq*(u^)p) 

x  ~(y  r>±($p^q^p))  (X 


m  r*  {x  *  p) 
L-m^^.d.g^(t*^)p) 
L-r*  ^(y  ^i(^.p-?_p)) 
I — u~(ro~$^-)$p)  (A 

X 

y  °« 
L»lft(j  ^p) 

L-m^^ig^(M^)p) 
I— u^m^^^p)  (18« 


§  188.  Zerlegung. 

Wir  definiren  nun,  wie  im  §  130 
angekündigt  war,  eine  Beziehung  der 
Art,  dass  kein  Gegenstand  in  ihrer 
Reihe  auf  sich  selbst  folgt  und  die 
sonst  in  den  für  uns  werthvollen 
Eigenschaften  mit  der  (^p^f^p)- 
Beziehung  übereinstimmt. 


u^q 


(A 


Wir  zeigen  nun,  dass  die  (u^-q)- 
Beziehung  jene  Eigenschaften  hat, 
wenn  die  ^-Beziehung  sie  hat,  und 
dass  kein  Gegenstand  in  der  (a  ^  q)- 
Reihe  auf  sich  selbst  folgt,  wenn 
kein  unter  den  «-Begriff  fallender 
Gegenstand  in  der  Reihe  auf  sich 
selbst  folgt.  Wir  beweisen  zuerst 
die  Sätze 

h-1^?)'     f»  i-(i-^(u-?))' 
Mq       («    L*  i-u 

,    Lir>(i^z?)  {ß 
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Der  erste  bietet  keine  Schwierigkeit; 
(ß)  kanu  zerlegt  werden  in  die  Sätze 
Ly~u 

,lx"(y^j.{u^q))  (y 

Lx~(y~  +  q)  4 
tlx^(y^s{u  -q))  (<* 

§  139.  Aufbau. 

N  [ai^r^€^(a^q)^=u^q 


(6):  


e^{a^q) 
a^u 

e^(a~{u-q)) 


(Ib): 


\^e~(a~q) 


.  e  « (a  n  (t*  -  })) 
d  =  a 

c  n  (a^(M^gr)) 

>e  n  (rf^g) 

L_Ig 

(188)::  

L«  «  (a^(a-g)) 

Li3 


(187 


(188 


C« 


iß 


I      t      »  0 


b  =  a 

e  ^  (a^(tt-j)) 

i?  (y 


(16): 


LI(MOfl) 


(189 


189 


LI(«^(^_f 

Lift*-*-!») 


(173)::  

■  «^(t>~)^p) 


(190 


187 


td~(y~g) 
d^(y°  («*-?)) 


(Id): 


Lrf~(y 


(u-g)) 

X 

d^{y^{u^q)) 
V 


I  ry^M 


(125) 


a:^(t/^^(u-g)) 
y~u 


 • 

188  Ld~(a~g) 


Ld~(a~g) 


(133): 


L^x^ia^sq) 
\ld"(a*{u-q)) 
Lx^(d^J.q) 


(123): 


188  Lx^(a~q) 

lx^(a^(u-q)) 

(131):- 

■  x^(a^{u^q)) 


\*x"W±q) 
lxr  (a^(u^q)) 


Cr):- 


(191 


(192 


(« 


(193 


(a 


I  ;r~(b^-ij)  (ß 

L  ^(y^-itf) 

l«  x~(a^g) 

I  x^(y^s[u^q))  (y 


«I 


(« 
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Lx-(y^iq) 
lx~(y*±(u  -q)) 


(i;>4 


1«»4 


(Ha): 


Ly^iy^sq) 


q)) 


(a 


Tyo(y~j.[u-q)) 


(IM): 


Li  ^(i  ^sq) 


iß 


178 


I   ryrs(y^±(u 

Li  r»(i  r,sq) 

L  i  n  (i  r>  ^  g) 


(105 


—  •  

«  u 

~(i~.i{$p-f-p)) 
«(G~¥-  f*)*f») 


(195):« 


>(i  ^j.  (u^  i^-p  —  f  —  p))) 
>(U -^:f~)}Lp)  (196 


§  140.  Zerlegung. 

Wir  haben  nun  zu  beweisen,  dass 
nnter  unsern  Voraussetzungen  die 
(li-^p~f^p))-Reihe  endlos  fort- 
läuft.   Es  kommt  dabei  auf  den  Satz 

l^d~(c~(u^(£p-r~p))) 
I  d^u 

■O^^x^p) 


au.    Er  ist  mit  dem  Satze 
L.d~(a~(tt-2))' 

,  La^t4 

zu  beweisen,  der  aus  (iV)  folgt. 
§  141.  Aufbau. 


(10): 


L — d^(a^(u-^q)) 
\-rd~ia~q) 
La^tt 


(Ie):: 


(o 


137 


(181): 


Lx~(d~H$.p^.t^p) 


(1J>7 


(197): 


(186) 


($p  —  f  —  1») 
■x^O^-M^p^f  _p)) 

Ittttt  r  («  A  («  -  (&p  -  f  -J>») 

Lrfo(a~(£p~f~p)) 

Lx^(d^^(ip-r-p)) 

—  G^(ar^ji) 
I  «'nö^^f'  )£p)  (1!»8 


d"(a~(u-(#p~r-.p))) 
d~(a~(£p~f-p)) 

Ü^(x' p) 

l_u~(Q~£-f~)#p)  (a 

X 
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</~(a~(M^(£/>~f-p))) 
I—  d^u 
—  G^(x^p) 

i — 

-u~(G~$:f~)#p)  09 


(IIa):: 


L^r(?-(c-(u^(^-f^p))) 

 d^u 


■G^if^Cu^p) 
.«~(G'>}Uf^)£p) 


d^u 


|KlH*~(«Ä(¥i»-*~J>>)) 
d~(c  ~($p*-f-p)) 

Q^Oz^p) 

O^if^u^p) 


(175):.-- 

bm — r^^M 

Ll^d-(e-(u-(^p-f-p))) 

I  G^(tf^p) 

 G^if  ^(u  ->)p) 


(y 


I  {\^(x^n\ 


<^(t~(£p-f-p)) 
d-(e-(M-(^p-r-p))) 

•G'MX^p) 

•G~£if'Mtt~)p) 

•  tt-(G-^if-)4Lp)  (<J 

X 


[ 


P») 

G^(x^p) 

W~(G<^f~)#p)  (i; 
X 

ti^^^P) 
b  ^tt 

b  ^(o  ^(u  f— p))) 

Q~$.if~(u~)p) 
u~(G^£lf~)#p)  (199 


§  142.  Zerlegung. 

Bs  bleibt  nun  noch  der  Satz 

(_y~M)  =  x-(y~Mu^($p-f-p)))4 
Q^Cx^p^ 

1-G~#  ^(M^)p) 
?l-«~(G-#:.r~)£p) 
Mit  den  Sätzen  (181)     Von  diesen  kann  (ti)  aus  (1H4 


zu  beweisen 
und  (18<>)  ist  dieser  zurückzuführen 
auf  die  Sätze 


und 


f_x~(jr  :(«~(¥p--l"-p)))' 
,1— x^Cy-M^p-f^p))  (y 


1« 
ab- 
geleitet werden,  wahrend  (}')  mit  1,152) 
zu  beweisen  ist.  Wir  bedürfen  dazu 
des  Satzes 

\—X"(a~i(u-(%p^i^p))y 
U-(a~(#p^f~p)) 
L  x  «  (d  *  &  ($/>  —  f  — p)) 
Li^i^  •  (ii-(#p— pn) 
I — G^(a:~p) 
I — G-#.Lf~(tt~)p) 

u-(G~£:  r~)£p)  (4 
der  aus  (198)  und  (137)  folgt. 


/ 

i 
# 

D^jitized  by  G( 
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Wir  gelangen  dann  leicht  an  das 
Ende  unseres  Abschnittes  (c). 


§  148.  Aufbau. 

I—  X  r\  (y^>  :  q) 
X 


136  La^Cy^g) 

(194)::  

(200) ::  

(139):  

L*~(y>^g) 
La^  (y~M«*^(?)) 

201  LX"(y^#p~t~-p)) 
La:~(y~i(t 


(200 


(« 


(201 


(181):- 


(«*($p-*~l»» 


130 


L  0  « (x  « j») 

L-o^^if-(u->)p) 


LF( — a^(c^i  q)) 


■J»))) 


(202 


(135): 


LFia^ic^iq)) 


(203 


140  (.a^a^sLg) 

(22):  

(.«"»(a~#£$) 

M  |.»(e«»if)=. 

(IIIc): 


(204 


|ri^Ä) 

lJt»(0-^if)) 


(205 

137  L*^(a^i(t*^(^p-f-p))) 
LHaA^afl^^^j,))) 

Lxr>(d*4,(uaC$p~i~  p))) 
(198)::  

a?^(a^i(u^(^.p— t—p))) 
■x~(d"L($.p^t^p)) 

*-Xr>(d~l(uz($p^(^p))) 

I — Q^(x^p) 
I — Q^^if  ^(u^  )p) 

tt-(O-^^f-)^)  (a 

x^(a^^(tt-(^^f-.j)))) 

0  « (x  n  j?) 
Q-£df~(u~);j) 

(152):  

L^a:^(y-Mtt^(^-{-p))) 
L  x  ~  (x  ~  :  (tt  -      ^  f  ^j»))) 

l-ö^if^tt^p) 

—  x^y^ßp-f  — p.)  (y 
(140) : :  

Ur*~<Jf^(«-(*i»-f-*))) 
L0^(x^«|)) 

L— x~(y~i<(£p-f^p))  (J 
(188)::  
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(IVa): 


Li_rM)  =  [-r(r:i«^|f)^-p!))] 


Hl 


x^(«/-i(u-(^p.-f-f)))) 


(202)::' 


( — y     =  [ — (u  -        f  -  ;>)))] 


(203) 


(Va) 


L  0  *"» « _p) 
I — 0<>(a;~p) 

 t*~(Q~^f~):|Lj>) 


1 


(104): 


s(  e^u)  =  ?\x"(e^i{u~(£p^t  —  ;»))] 

G  *  (x  ^j>) 

G~}Ur~(u~)/>) 

u~(G~^f-)£/>) 


(IIa):: 


||LQ"C*"jp) 

X 


(« 


(I 


(x 
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(IIa):: 


(e<->(u^(£p^f-p))) 
■I(«*(¥p_*~|,)) 
b 

b  ^(e  -~>q) 
i  ^(i  ^.iq) 
Iq 


(I 


(196,  190)::  = 
I 


1  P8^(s~p) 

ki_b-u 

 t*~(0~£:,f~)&p) 

i  — e~t*)  =  a~$  :  q 

ki_b-« 
LLrb  ^(e  ^q) 

t  ^.(i  '-w  q) 

Iq 


(199): 


— e^i#)  =  a^^q 

b 

b  ^(e  ^q) 
i  ^«i  ^Jiq) 
Iq 


M<|«.  tinimUwetie  I 


12 
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b 


(183): 


L_u-iG-^-:l-)ijp) 
.  ^r  ei — t^u)  =  o  «    £  q 

lln  r^-t* 

USrD  ~(c  ^q) 

-Iq  (« 

X 

L  (m-)j>) 

— e~u)  =  a~3Uq 

b 

b  « (e  «  q) 
t^j  r>(i  q) 

Iq  (* 


('204)::- 


«(  e~u)  =  a~4>  -a 

b  ^  u 

^q) 

J^i  ^(t  ^ iq) 

 Iq  (« 


^.Ö^^^r^Cu-Jq) 


(49): 


Ll^b-(c-q) 


— rb^M 

r>(Jrw  q) 
IQ  (Z 


(205) : 


=  9ju 


Li,,,.  — e~t*)  =  a-$,Lq 

Llq — 

f^l  ^(i^^q) 

Iq  (206 


— 

X 

K — 

b^u 


(207 


d)  Beweis  des  Satzes 

L  ^=  m 


L^b^e^q) 
J, ,  i  ^(i^q) 
 Iq 
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§  144.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  die  Umkeh- 
rung des  Satzes  (207),  dass  nämlich 
Endlos  die  Anzahl  ist,  die  einem 
Begriffe  zukommt,  wenn  sich  die 
unter  diesen  Begriff  fallenden  Gegen- 
stände in  eine  Reihe  ordnen  lassen, 
die  mit  einem  gewissen  Gegenstande 
anfängt  und  endlos  fortläuft,  ohne 
in   sich    zurückzulaufen    und  ohne 


der  Anzahlenreihe  und  ein  Glied  der 
g-Reihe  zu  einem  Paare  zusammen 
und  bilden  aus  diesen  Paaren  eine 
Reihe.  Die  reihenbildende  Beziehung 
ist  dadurch  bestimmt,  dass  ein  Paar 
zu  einem  zweiten  Paare  dann  in  ihr 
steht,  wenn  das  erste  Glied  des 
ersten  Paares  zum  ersten  Gliede  des 
zweiten  Paares  in  der  f-Beziehung 
und   das    zweite  Glied    des  ersten 


sich  zu  verzweigen.   Es  kommt  dar-     Paares    ™    /weiten    Gli*do  des 

zweiten  Paares  in  der  g-Beziehung 

steht.    Wenn  dann  das  Paar   « :  y\ 

unserer  mit  dem  Paare  (Ü:  au- 


auf  an  zu  zeigen,  dass  Endlos  dio 
Anzahl  ist,  die  dem  Begriffe  Glied 
einer  solchen  Reihe  zukommt,  in 
Zeichen : 


i  —  (*  «"  -tr 

LL-_b~(*~£d0) 


Jq 


(a 


Wir  benutzen  hierzu  den  Satz  (32; 
und  haben  eine  Beziehung  nachzu- 
weisen, welche  die  Anzahlenreihe 
in  die  mit  x  anfangende  g-Reihe 
und  deren  Umkehrung  diese  in  jene 


fangenden  Reihe  angehört,  so  steht 
n  zu  y  in  der  aufzuweisenden  ab- 
bildenden Beziehung.  Wir  definiren 
nun  das  Paar  so: 

Das  Semikolon  ist  hierbei  zweiseiti- 
ges Functionszeichen.  Der  Ausdruck 

ist  demnach  gleichbedeutend  mit 

wenn  ,/'',  ,Jl,  ,W  Gegenstände  be- 
deuten.   Für  den  Umfang  der  Be- 


abbildet. Es  liegt  nahe,  die  Ö  dem  x, 

die   1   dem  auf  x  nächstfolgenden  ziehung,  die  in  der  oben  angegebenen 

Gliede  der  g-Reihe  und  so  immer  die  Weise  aus  der  p- Beziehung  und  der 

nächstfolgende  Anzahl  dem  nächst-  j-Beziehung,   wie    ich   sage,  ge- 

folgenden  Gliede  der  g-Reihe  zuzu-  koppelt  ist,  führe  ich  ein  einfaches 

ordnen.    Wir  fassen  immer  ein  Glied  Zeichen  ein,  indem  ich  definire : 


II* 


€  =c;  b 
b  *  (a^q) 
or  =  o;  a 


p~q 


(O 


Danach  deutet 

unsere  abbildende  Beziehung  und 

,o«(Q;  x^(«;  o^if^g)))' 
deren  Umfang  an.    Wir  definiren  nun 

|}#(4"(f;«"£ft)aBB<4^* 


Ol 


12» 
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Es  sind  dann  die  Sätze 

L|  ö~^f~0r-^«~)(B;*  \(f  ««MV 


FE: 


und 


.  -iff 

zu  beweisen.    Statt  (ß)  beweisen  wir  zunächst  den  etwas  allgemeinern  Satz 
 ip"(x~#±q~){m;  xKip^q)))1 


den  wir  dann  auch  beim  Beweise 
von  (y)  verwenden  können.  Wir 
benutzen  (1 1)  und  müssen  demnach 
den  Satz 


n^(mA|  Lp) 


■  |  nr  \rn  -fr  -  yt 
L"Q  ~(z~#  i  q) 

Ln^(a  ~(m;  ar  ^(p 
> — f^(««}ij) 
Uln.b-(e  ~g) 

ableiten.    Der  Satz 


*g») 


(« 


zurückführen.  Wir  beweisen  diesen 
Satz  mit  (144),  indem  wir  für  ,1^^)' 
die  Functionsmarke 

setzen.    Wir  haben  dann  den  Satz 


[pi^n^C«  ~(m;  a:  \(p^q))Y 
[*.a"{x~%  iq) 
,      Ln^(a^(m;  x  ^  (p*g>))  (£ 

ist  leicht  aus  dem  Satze 


II  c^{o 


'(y^(fn;x"(pvg)))  (,y 

abzuleiten,  und  wir  können  damit 
(e)  auf 

[1 — | — rn-(m-^/>) 

Ll^n^(c  ~(m;a;*~  (p^g)V) 
l'-^-lx-JUg) 


>(m;:r^(p^g)))' 

*- — rb~(x~:^g) 

b  ^  (e  ^  g)  .  (« 

nöthig.  Ich  stelle  zur  bessern  Ver- 
ständigung die  p  -  Reihe  und  die 
q-  Reihe  hier  bildlich  neben  ein- 
ander dar: 


p- Reihe 
m 


c 


g-Reihe 
x 

■ 
■ 

a 


Es  ist  zu  zeigen : 

„Wenn  die  mit  x  anfangende 
J- Reihe  ohne  Ende  fortläuft  und 
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wenn  es  einen  Gegenstand  (d)  giebt, 
der  mit  c  zusammen  ein  Paar  bildet, 
das  der  mit  dem  Paare  m;  X  an- 
fangenden (p^ff)-Reihe  angehört,  so 
giebt  es  auch  einen  Gegenstand  (a), 
der  mit  o  zusammen  ein  solches  Paar 
bildet,  sofern  c  zu  o  in  der  p- Be- 
ziehung steht." 

Wir  beweisen  zunächst  den  Satz 


«ff»)  (* 


wofür  wir  wegen  der  Definition  (IT) 

0Y 


schreiben  können, 
mit  dem  Satze 


*  ff»  a 

Dies  kann  leicht 


Lc;  d-(o;  t 
Ld^(a^ff) 


(t* 

werden,  der  aus  der  De- 
finition (O)  folgt. 


§  145.  Aufbau. 

O  [Sei 


(100):. 


c  ^  (p^p) 
e  =  c;  b 
b  n  (a-ff) 
«  =  o;  a 


:_p-ff 


t    o      D  c 


c;  d  =  c;  b 
b^(c>ff) 
o;  a  =  o;  a 
tc;  d  «  (o;  a~(p-ff)) 


(« 


(IIa): 


I    0      b  c 


C  ^(0  ^ 

c;  (i  =  c;  b 
b^(a^ff) 
_o;  o  =  o;  a 


0* 


(Ua): 


LC;d=C;b 

I  b^(o^ff) 

 o;  o=  o;  a 


(Ule)::- 


1)  Hier  ist  für  Bm;  *"  „A"  geschrieben. 
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!  Lc;<i=c;b 

I  b^(a^g) 

I  rc;  d^(o:  a^(pxq))  (() 


(IIa):- 


I  d^(a^j) 

I  rc;  d~(o;  a~(p*q))  (« 


c  ~(o  ^p) 
c;  d  =  c;  d 


f__o~(a~(4  *Ap*q))) 
H-c  ^(o  ^p) 

LCo(d~(A^(p*g)))  1211 
X 


c  ~(o  ~p) 


(Ha):: 


(C 


(III  e):: 


(137): 


c^(o  ~p) 

X 

c;  d~(o;  o^(p^g)) 
d^(a^g) 
c^(o^p) 


0? 


(206 


I 


t 


A^{p\  a^^(p^q)) 
d  ^(a^q) 
e  ~(o~p) 

A~(c,  d~^ip*q))  (209 


L^o^(c  ~{A\(p*q))) 
c  "(o^p) 

c~(dr>{A~{p*q)))  (ß 

L-trrd^ie  *q) 
Co-((-U'x(p^g))) 
I  c  « (o  ^p) 

I  c~(d~(^(p*g)))  (y 

(Ha):  

L_ — rd~(;r~$.^g) 

 c^(o^p) 

b  ^{x^\tq) 
b  ^>(e  ^g)  *  (<J 


II  \at{A"(t\a~~t))  =  A\  t 
(10):  


(28): 


^o-(a-U^O)) 


(210 


210  Lo  ~(a~U^.(p*g))) 

(209)::  

o  ~{a"(A\{p*q))) 
d  ^(a^g) 
c  ^(o^p) 

■  A^iCrd^^ip^q))  (o 


— rx^{d~i  q) 

 c  f>  (o  ^p) 

 c~(d~U^(p*g))) 

I — rb'Hs^ig) 
Li^b^(c^g)  (c 

X 


(210) :  ■ 


Lu.o-(e  ~(ul^(p*g))) 

 C  ^  (0  ^  p) 

 x  ^  (d  ^  -L  g) 

b  rsfjc^fy^q) 
b^(e~g)  (212 
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§  146.  Zerlegung. 

Es  ist  nun  in  (212)  das  Unterglied 

wegzuschaffen.  Wir  benutzen  dazu 
den  Satz  (rt)  des  §  144,  der  aus 

Lx~(d~zq) 

.  Lw;  x^(c;  d^t(p~q))  (a 

l 


folgt. 
Satz 


Wir  beweisen  zunächst  den 


x  ^{d^iq) 

m;  x~(c;  d^s(p^q))  iß 

den  wir  auch  sonst  brauchen  werden. 
Hierzu  bedürfen  wir  des  Satzes 


-i  F(n,y) 

lx^(a^q) 
I  m^(o^p) 


der  ahnlich  dem  Satze  (123)  ist  und 
mit  ihm  bewiesen  werden  kann.  Wir 
schreiben  (123)  dazu  in  der  Form 

fr, — ,  aiF(e,  a)~(n;  y) 


b  ^(a^q) 

tn;x"(n,y~j.(p~q))  (y 

folgt,  den  wir  auch  brauchen.  Aus 
den  Sätzen 


L°    deF{e,  a)-o 


3)) 

diF{e,  a)^a 
b^(a^(p~  g)) 
diF(ß,  a)^b 


Es  13t  nun  zunächst  der  Satz 


•  Ho,  a)  (t 

.x^(a^q)  1 
m;  x^(o;  a^(p^q))  (i? 

.m^(o^p)  1 
.m;i"(ö;a^(^^{))  (d 


Lm;  x^(A^(p~q>) 
x  r\{a^q) 


zu  beweisen,  aus  dem  weiter  der  Satz 
L  „.ailXe,  a)^A 


^■D"(A~(p*q)) 
l~diF(e,a)r>D 

b^(a^q) 

C  "(O^p) 


können  wir  leicht  einen  Satz  ge- 
winnen, der  sich  von  (<5)  nur  da- 
durch unterscheidet ,  dass  statt  ,Ai 
,o;  a'  steht.  Wir  können  dann  das 
aus  den  beiden  ersten  Zeilen  be- 
stehende Oberglied  ersetzen  durch 

ail\e,  a)~A  1 
l-m;  x^(A^ip^q)) 
A  —  o:a 


a  o 


Um  das  Unterglied  ,-rwwr.4=o;  <>' 
wegzuschaffen,  benutzen  wir  den  Satz 


,1  D  n  (A~(p 

der  aus  (O)  folgt. 
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§  147.  Aufbau. 
0  [ 


« » 

,Ct£ 


o    o  b 


<■  =  c;  b 
a  =  o;  a 


 rD  *  (A~(p~q)) 

a-° — 6  —  c — .c    ^  (o  -^p) 
D=c;  b 
b  <*»  (a  ^g) 
A  =  o;a  (213 


a    o     b  t 


D  =  c;b 
b  «  (a^g) 
A  =  o;  a 
»   0    J.  =  o;a  (y 


IIa  [j_^.^  =  o;a 


.^4  =  o;  a 


(IIa): 


rA  =  o;  a 


^^TA  =  o.a 


(a 


(!»):■ 


—  d  ^  (a^q) 
' — A  =  o:  a 

A  =  o;  a 


(213): 


.4  =  o;  a  v214 


—  j.«(o^(a^£))  =  o;  o 
(IHh):  


(82):- 


[q^e.(o~(a^e))  =  q^(o]  a)  (er 

■  - 

|.o^(a^g)  =  5^(o;  a)  (215 


215  ^o^(a^aiF\e,  aj)  =  aeJl(e,  a)^(o;  a) 
(33) :  


(IIIc): 


|.jP(o,  a)  =  a<LFl(e,  a)~(o;a) 

(rG^fFlf,  a)^(o;  a)) 
l  6?(jRo,  a)) 


(216 


(217 


§  148.  Zerlegung. 

Um  die  Sätze  (rj)  und  (#)  des 
§  14Pi  zu  beweisen ,  benutzen  wir 

(213)  und  bedürfen  dazu  des  Satzes     beweisen  können.  Dieser  folgt  aus  (S). 


tm  =  c 
x  =  d 
m\  x  =  c;  d 


iE! 


c  ^{e^p)  1 
m;  x  =  c\  d 
d^(i  ^q) 
i — o;  a  =  e\  i 

,  *-x^(a^q) 

den  wir  mit  dem  Satze 


(« 


§  149.  Außau. 

S   li(m^{x^€))=m;  x 

(in  c) :  

e))  =  c;  d 


(lila): 


ih;  x  —  c  i 


(er 
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(JS)::- 


185  - 

m;  x=c;  d 
$(c^{d^e))  =  c;  d 


(Vb):- 

\ 


Le(m^(x*e))=z£(c"(d 
Lm;  x  =  c;  d 


(33): 


m;  x  =  o;  d 


Lm;  x==  c;  d 


(33): 


1 


(lila, 


m;  a:  =  c;  d 


(C 


(Ie):: 


Lm  =  c 

Lm:  x  =  c;  d 

(Illh):-  

L /*(»»,  x)  =  f{c,  x) 

L  m ;  x  =  c ; 
(III  c) :  

L-Am,  d) 


(3 


(IUe,  Ille): 


(Id):  

Lx=d 

Lm;  s  =  c;  i 
•  •  

218  Lrm  =  c 
*-x  =d 

I — m;  a:  =  c:  d 
Ib>-  


(218 


(219 


(ine) 


222 


™»    ^™    «™*>  — 

fr/l*»,a:)=/Uvd) 
Lm;  x=c;  d 

L/lm,  *) 
Lm;  x=c;  d 
 •  •  

L_m;  x=c;  d 
l—d^(a^q) 
-p-m^(o^) 


(222):  

kc  ~(e~p) 
m;  £  =  c;  < 

L—  d  ^  (»  r> 

I — o;  a=e;  % 
La;  ^(a^q) 


iß 


(y 


(« 

(220 
(« 

(221 
(222 


(o 


Digitized  by  VjOOQle 


-    186  - 


a    o     I  c 


c  ^(o^p) 
m;x  =  c,b 

L  b  '^(o  ^q) 

 o;  a  =  o;  a 


m-{o~p) 


(218); 


L-rt«:  #^(o;  a^{p 
L.in~(o"p) 
\-x  r  {  a^q) 


*9)) 


(y 


X 


m;  £^(0:  a^(^> 


(223 


(Id):. 


Lx~(a~q) 
Li 


■  m\  x  (o;  a^(p^q))  (224 
 •— — 

223  Lr-r  m~(o*p) 
*-x  ^{d^q) 
I — m;  :r^(o;  a^(p^q)) 

(lh):  


[^m~{o~p) 


m;  x~(p;  a   (p~q))  (225 


(Ha): 


h — F(0' a^ 

L  a;  ^  l  a  01  ^ 


I  m:  ar^(o;  aNp^  tf)) 

a) 

a;  ^  fa  ^ 

m^o^j))  (« 


0  0 


(217): 


(Illb): 


(214): 


rF(Otä) 


aiF{€,  a)  *  (o ;  a) 


1 — 7" 

I  0  a 


=0:  a 


--d?F(e,  a)^A 
U»;  x^iA^ip^qi)  (e 


.4  =  o :  a 
F(o,  a) 

m^(o^p) 


IIa):- 


rr  F(0,  a) 

\lx  ^(a^q^ 


rm:  x^(J^(;>^</)) 


La:  ^(a ^g) 


—  m^(o  ^p) 

Lm:  i, 

X 


<7» 


I  m^(ü 


0 


(224):: 


,«s.F(e,  a)^-4 
Lm:  «^(il^liJ^gi) 
ffo  a) 
x  ^  (a  ^  q) 

m~(o~p)  (22G 
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f.  >L~dlF(e,  a)~a 

I  ^x^(a^q) 


L  ^TD  =  c;  d 

'Ha,:  


(la):. 


h  rn  =  c-,d 


\-D  =  c,d 
L-d  ^  (a^q) 
' — A  =  o;  a 


(213):- 


I  rD  rs  (A~(p~q)) 

Kl^LrrD  =  r,\>  (228 


21«  \  Fn,  y)  =  ae\F(«,  a)~(n;  y) 
(III  a) :  . 


fr  0(F\n,  y)) 


IIa 


(IIa): 


'  c  <"»(o  ^p) 


Ko,a) 

*U  b) 
o) 

b^(a^q) 
c  ^(o^_p) 
Jfc  b) 


Fe,  d) 

F{o,  a) 
b  "(a 

*lc;  b) 


(a 


U;  d-(4^(p-g)) 
L  F(c,  <*) 
F(o,  a) 
b^(a^g) 

C  ^  (o  ^  jj) 

JTc,  b)  (ß 


C_  ctf:F(€}  a)*A 
c;d^(A"(p~q)) 
aiFie,  a)~(c;  d) 
F(ofa) 
\>^(a^q) 
c  ^(o^p) 

F^  b)  (y 


rD  =  c;  d 

F(o,  Q) 
b~(a~g) 

c  ~(0"\p) 

F(c,  b) 

\*-D~(A~(p^q)) 
L«f\F(£,  a)~i)  (<J 

7)  =  c;  b 

Q) 

b^(a^>5) 

C  ^(0 

Kt,  b) 

Um«,«)-/)  (c 
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rD^(A~{p^  q)) 

F(o,  Q) 
b^(a^g) 
c  ^(o^p) 
b) 

jdiF(e,  a)~A 


t  » 


EaeFXe,  a)"A 
D"(A~(p* 

I\o,  o) 


d£F\e,  a)^a 

ail^fi,  a)^b 
F(o,  a) 

•b^(Q^gi 

■  F\c,  b) 

(123):  >  

L,  1  äeFic,  a)~(n;  y) 

\^  —  ctfF{B}  a)^a 
Lm;  a;A(a^(p^g)) 
-F(o,  0) 

m;  ^(n;  y^i(p^q)) 


(230 


(229): 


(« 


F(n,y) 


L«: 


»227): 


m;  x^(a^(p-?)) 

*To, «) 
b^(a^g) 

F(c,  b) 

m;  £~(n;  y^±(p~q)) 


0 


-1  

I  m"(o^p) 


F(o,  a) 
b  ^(a^q) 
(  *  (0  ^_p) 
F(c,  b) 

m:      (n;  jf  g)) 


0231 


Digitized  by  Google 


§  150.  Zerlegung. 

Um  nun  den  Satz  (fi)  des  §  146 
abzuleiten,  ersetzen  wir  in  (231)  die 
Functionsmarke  £)'  durch 

X  n  (£*J.q) 

Die  dazu  erforderlichen  Sätze  be- 
weisen wir  leicht  aus  (138)  und  (131). 

§  151.  Aufbau 

133  L-m^(o^J.p) 

\lc  ^(o^p) 

*-m^(c^j.p) 
de):  

x  *(a*± q) 
c  *p) 
I — m-(c  ~±p) 

 x  ^(a^sq)  (o 

(133)::  


x  ^(a-">  j.  q) 
c  ^(o  ^p) 
-m^(c  ^  ±p) 
■d  ^(a^q) 
■x  ^(d^sq) 

(Ib,  Id)::  =  =  =  =  = 

x  ^(a^xq) 
d  "(a^q) 
I — c  ~(o^p) 

\-x  "(d^±q) 


iß 


-_m^(c^zp) 


u  u   


m^(ü  ^  ±p) 

x     (a  r\  ±  q) 

x  ~(a  *>q) 
m^(o  "p) 

m;  x~(c:  d^tpxq))  (« 


1 

\-x  ^(ar,Sq) 

— m^(o^sp) 

 X  *>  (a  r\  i  q) 

(131,  131)::=  =  =  = 

-r^m^{o^±p) 

1 

*-x  ^(a^iq) 

1 — x  ^(a^q) 

—  tn^(o^p) 

(C 


f°!_m-(o-^|>) 
L  x    (o  «  ^  g) 
I — x^(a^q) 
I  m^(o  ~p ) 


(«):  — 


a;  ^(d^j!.g) 

m;  x^(c;  d^^(p-g))  (232 


(Id): 


Lx^(d^-ig) 


q))  "233 


(136): 


Lx^id^L  i 

Lm:  xr\(r.: 


(200):  :• 


m:  #^>(c;  d^-Mp-g))  (er 


m^(o^-ip) 
x  ^(a^iq) 
b  ^(a^g) 
c  ^(o~_p) 
—  m^(c^ip) 
L  x  ^  (b  ^  ^  g)  (d 


L^x^(d^iq) 
\lrc:  d  =  m;  x 

*—m:x"(c;d^i(p^q))  (fi 


Lx  f>  (d^  iq) 
ld=x 


139  (| 

d=x 

(210)::  


(231): 


i-x^id^i  q) 
lc;  d  =  m;  x 


(fr 
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i-x^(d^Lq) 


m:  x^(c;  d^L{p~q))  (234 


210) 


c  ^(d^im;  x~{p~  q)))      ( 235 
X 

lra:^(d-ig)  (286 
(212):  


[_ — rc~(d~(m;*-  p^q))) 
[^.o^is  ^(m;x"(p^q))) 


—  c^{o^p) 


IIa  L  rm"(x^(m;  x"t)) 

l£rrtn*(t  ^(m; 

X 

—  m^{x^{m\x"t))  (a 

(238) : :  

\n^rm^(m;  x^fi)  (239 

239  [^»»^(e^lmii'fp^g))) 

(237) :  

I  n  *  (<  « (m :  a; r  (p  ^  q))) 


(« 


 tn^in^Lp) 


(22): 


l  C^(0  ^p) 

X 

[p-nrxLrr  o^(c  - (m;  a; ~  (p - g))) 


 n^lm^^-p)  (ß 


c^ip^p) 
Ui^-b^e^g)  (y 


f*^pl^a~(c  ~(m:  #~(p~0))) 

I  r^-b-Cc  ~(ro;  x'(p^qV) 

^b^c^q)  (d 

(144):  

L. — —^.n  -  (c  ^(m:  i'(p^j))) 
lTVi^rm^(c  ^(m;  £^(p» $))) 
b  ^(x-  ^ig) 

m^(»^^/)) 


X 

— rn^(m^Lp) 
L^-n^c  ^(m;  x"(p-5))) 
__,.b  ~(*-:$U<?) 
^b^e  ~3)  (240 


(237 


140  |.m;  a^im:  x^^t) 

(210):  

|.«»(#"fc»;  X\tfy  (238 


236 
(22) : 


Ln- (y^(m;  a; 


L.«^(y^(m;  x^ip^q))) 
Ky"{x"$±q)  (« 


(IIa)::  

L  „.n^(t/^(m 


Ig):  

L  rn~(y  w 

[*.n-(c  ~(m 

L«  ao(s~#.! 
U^(a^(m 
(240) :  


x~(p*q))) 
x~(p*q)) 


x-(p^q)))  iß 


x\(p*q))) 

q) 

X*\{pxq)))  (y 
x^(pxq))) 

x^(p^q)))  (d 
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b  n  ar  ^$~g) 
Ii  ^  (o  «  g) 


ff») 


(m^£  :.p) 
(#  i  g) 
(a  ~(m;  x"^{p^g))) 

Ll^b-.e  ~g)  (C 


(11):  


•  z'fp^g)) 


§  152.  Zerlegung. 

Wir  haben  in  (241)  das  Unterglied 
; — [(m;  *T(p~g))' 
durch  andere  EU  ersetzen,  um  unsern 
Satz  (d)  des  §  144  zu  erhalten.  Der 
Gedankengang  ist  dabei  folgender. 
Wenn  die  Paare  (b;  d)  und  (6:  o) 
der  mit  {m\  x)  anfangenden  (p^gV 
Reihe  angehören,  so  muss  (6;  d)  der 
mit  (b;  a)  anfangenden  (p^  q] -Reihe 
angehören  oder  auf  ,6;  d)  in  dieser 
Reihe  folgen,  sofern  die  (^^-Be- 
ziehung eindeutig  ist.  Sowohl  wenn 
(b:  a)  auf  (6;  rf),  als  auch  wenn 
b:  d;  auf  (b;  a)  in  dieser  Reihe 
folgte,  müsste  b  auf  sich  selbst  in 
der  /»-Reihe  folgen,  was  gegen  unser 
(Tnterglied 


I 


PY 


,  -m^(\^ip) 

Verstössen  würde.  Es  bleibt  also 
nur  die  Möglichkeit,  dass  (6;  d)  mit 
(b :  ti)  zusammenfällt.  Dann  fällt 
auch  d  mit  a  zusammen. 

Wir  bedürfen  demnach  des  Satzes 

kr  ^(n^ipY 

L-Tp 

, ' —  m^{r  ^  :p)  (er 


(241 

in  Worten :  „  Wenn  ein  erster  und 
ein  zweiter  Gegenstand  der  mit 
einem  dritten  anfangenden  p- Reihe 
angehören ,  so  geht  der  erste  dem 
zweiten  vorher  oder  gehört  der  mit 
dem  zweiton  anfangenden  Reihe  an, 
falls  die  reihende  Beziehung  ein- 
deutig ist." 

Wir  beweisen  diesen  Satz  mit 
(144),  indem  wir  die  Functionsmarke 
,F\$Y  durch  —^(n^lp)1  ersetzen. 

,  lr  n  «  (|  ^  ±  p) 
Wir  haben  dann  den  Satz 

L_a^(n^p)' 
Wn^{a^sp) 
d^(a^p) 
v__d^(n^  Lp) 
wn^{d"  ip) 
L—  Ip 

Dazu  brauchen 


iß 


zu  beweisen, 
den  Satz 

a  *  (n  «"» l  p)1 
d^{a^p) 
LI, 
d^(n^ip) 

den  wir  aus  den  Sätzen 

^  (n  n  L  p)' 

~(a  ^p) 


wir 
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und 


ld^(a  ~p) 

I  d^(a^p) 

,1  Ip 


ableiten. 


§  153.  Aufbau. 


137 


L.a^ro'-^p) 
U  ^(m^p) 


b  ^  (a  rxp^ 
a  ri  (b  n  '  p) 


(123): 


I  d^(n^-ip) 

13    L*  =  „ 

L(i  r>  (a^p) 

139):  


a<M6^:p) 

d^(a~p) 
Ip 


a"(a 
i^(o  ^p) 
d^(a^p) 


(/*>:• 


L—a^Cn^  2  p) 
L<J~(ar  p) 

 •  


131  Ln^(a^-ip) 
Ln^(a^p) 

(IIIc):  

L-w  *  (a-zp) 
M-d  n  (a~p) 
Ln  =  d 

(130)::  

L^n-^-zp) 
Lrf^(a^p) 
lrd^(n^/p) 


(Ia): 


1« 


(242): 


0» 


(y 


(242 


k«A(»A'p) 
M  n  [fl  *"»  i  p) 
I — ei^a^p) 
— rd^(n^^p) 
—  d^(«^ :  p) 

iLrn^(a^^p) 
i—  d  r  (a  -^p) 
I — J?) 

a)::  

L__  a  ^  (n  «  Lp) 
K-n^ia^sp) 
*—  d^(o^p) 

Irn^(d^^p) 
-Ip 


133 


L.»o(a^zp) 
Ld^(a^p) 
l-n^(d^-ip) 
v 


n^(d^zp) 
d^(a^p) 
n^(a^^p) 


(«):« 


(a 


0» 


er 


«5 
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n^^a^ip) 
I— d^(a^p) 

Td^Kn^tp) 
n^d^p) 
i—lp 


t  t 


(144): 


o  ^(n^^p) 
n^(o  p) 
* —  b  ^  ;a  ^p) 
b  «  (n  « Lp) 
n  ^  (b  «  /  j>) 


Lr»  ^vr  ^p 
m   (n  ^Lp) 
Um  ^^m~j.p) 
l_Ip 

—  m^(r  ^  Lp) 

i  ::  

r  ^(n^  Lp) 
n  '"»(r  *  i  p) 


232 


(Ib): 


m  *  (6  «Lp) 
6 ;  J  =  m ;  x 

m;  x~(b;  d-  i(p  -q))  (/* 


1 


139  Lm  «  (fc~«Lp) 
U  =m 

(220)::  

L  w  ^  (6  °  l  p) 
lb;  d  =  m:  x 

iß) 


L  w  ^  (6  ^  :  p) 


g))  i24«; 


(«) :  


Lf(6  ^(d^M  •"*))) 


(247 


243[_&:a-(6;d~L(p-g)) 
Vrb;  d"{b;  a^i(p*q)) 
m;  d^Hp^q) 


(130) 


L_I(p~?) 

I  m  :  x  (b  ;  a  r  L  (p~q\) 


x  ^(d^j-q) 

m;  d^i(p^q^) 


■  b:  d  =  b:  a 


L  m^ib^sp) 


•m;  x^(6:  d^sip^.q))  (244 
X 

L-m;*'  (6;  '(p~?)) 
lrm^(6^ip)  (245 


136 


6  Lm^(6^Lp) 
*-m^(b^  ip) 

C244)::  

Lm^(6A  L  p) 

*-m,  x^(b;  d^±(p^q))  (a 
(200::  

f  rr<e,  (ir 


L  t;  a  ^  (6;  d^i  ip^q)) 
Wb;  d  *>  (b;  a^s  (p  ~  q)) 
I — m;      (6:  d^Hp^q)) 
-l(p^q) 

-m:  x^  (6:  ar  :  (p^?))  (a 
(246,246)::«  =  =  =  =  =  =  = 

kb\  d  =  b:  a 
6^(6^-i  p) 
l—m;  x^(6;  d^L(p-g)) 
I— I(p-g) 

—  m;  x^(b:  a~L(p-g))  (,i 


v219): 


Wb  ^  (b^^p) 
—  m;  rf^  *  (p * ^)) 

I—  I(p  v  g) 

—  m:  x   (b;      '- {p  ~  q))  (y 


(IIa):: 


13 
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Im  n  (b^^p) 
l»     i  ~(i~±p) 

Lm  «  (i 
 m; 

 m;  a~i(/>*0)) 


Dazu  bedürfen  wir  des  Satzes 


1 


L-o;  a  =  e;  •« 
,  L_a  =  » 


0» 


der  aus  (H)  abzuleiten  ist.  Mit  (13) 
gewinnen  wir  hieraus  den  Satz 


(246):: 
\ 


d  =  a 


tat 


•  m;  x~(b;  d^Hp^q)) 
m;      (b:       '.  (p*qi) 


(« 


,•247,  247)::=  =  =  =  =  =  =  = 


(y 


Lfc  ~  (<J~(ro:  x  "(p^q))) 


l — i^(t  <^g) 

I  d^(a^q) 

Ig 

Für  ,o;  o'  führen  wir  und  für 
.c;  il  ,^4'  ein  und  wenden  dann  nach 
Einführung  deutscher  Buchstaben 
(213)  an. 

§  155.  Aufbau. 

S  |.f(o^(a^*))  =  o:  a 
(III  c) :  


I  e    b  a 


=  a 

<>  (a~(wr.  j'(^^g))) 
e  *  (D~(w;  #  ~(/>^g)0 
t     i  «(i~*p) 
Lw^(i'^p) 
 I(/>  *  ?) 


('S 


(16): 


.  I(m;  ar"(;»^0) 

 I(P-«) 


(248 


§  154.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  noch  den  Satz 


I(p±qy 

Ip 


c« 


LF(0;a) 

221  LAm,*)=Ac<*) 
Li 


(249 


(lila): 


i 


Am, 

m;  x=c;  d 


(250 


Illh  Lo  -  (j~*)  =  <!~(»W) 


(lila): 


Digitized  by  Google 


—    195  — 


' — o  =  e 

(V   a=*  (/* 

L.e\oNa-c))  =  <?(e~(i~£)) 
U  =  e 

La=i  (y 

(249) :  


i 


o;  a  =  f(e^(t^€)) 
o  =  e 
a=  i 


(249).- 


L.o:a  =  «:» 
lo  =  e 
La  =  i 

3):-=  =  =  = 

o;  a=«:  j 
c  ^{e  ^p) 
c^ifi  ~p) 
\-Ip 

' — d^{i  ^q) 
' — d^(a^q) 


i .  —  ■ 

lue 


UTTTT7>=e:' 

l  c  ^  {e  ^p) 
-c  ~(o~p) 

-Ip 

—  d  ^  (i  ^q) 
d  «  (a^q) 
Ig 

D  =  o\  a 

X 


TT«  -(O-J)) 

L  c  «  (e  ~p) 
-rD=c;i 
L_Ip 

•  ei  °  (»'  ^g) 

>d  «  (a^q) 
Iq 

D  —  o\  a 


■  250) 


(251 


(« 


iß 


»1  o 


(o~p) 


c: 

LrZ>  =  c;  » 
L-Ip 

(l  «  g) 

D  =  o;  a 
m;  *  =  c;  d 


(lila): 


.p-m  ^  (0  ^p) 


(213): 


Lc  -  (e^p) 
U-Z)  =  e;  t 
-Ip 

I  rf  rs  (§  r>  g) 

-Ig 

-£  =  c;  d 

X 

13* 


0? 


Digitized  by  Google 


—    196  — 


\~-E  =  c;  d 
—  d  *  (i  r,  q) 

l—  E  -  {Do(p*q)) 

' — r-D  =  ß  '■  i 

-Ip 

-Iq 


illla): 


-c  ^  (e^p) 
L£=c;  d 
l—  d  «  (» «  g) 
■  >l  =  e;  i 
I  £  -  (Z)~(p~</)) 

•I/' 
.Ig 


3» 
f» 


(< 


L_Ig 


-£  ~  (2>"(p*g)) 
i-Ip 
L_lg 


I  e  ~  (t»  ^(|> 

I  Ip 


*g)) 


(16):  

llq 


(262 


(248):  

L  I(m;  «^(p^g)) 

Ig 


(253 


(213): 


(241):  


ll~ — rb  !  q) 


(254 


145 


(255 


(264) : 
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l>— rb'H*'^fl) 


b  *>  (e  ^q) 
If 
Ig 


(« 


(71): 


2) 


LsL^-b^Cc  ~g) 


Ig 


(25(5 


§  156.  Zerlegung. 

In  (256)  haben  wir  den  Satz  des  §  144.  Es  ist  nun  noch  ,7) 
zu  beweisen.  Wir  gebrauchen  dazu  (254),  indem  wir  für  ,q ,  für  ,xl  ,0', 
für  ,m'  ,2t*  und  für  ,g'  ,f  schreiben.    Das  dann  auftretende  Unterglied 

-»  rb-CQ-^if)' 

wl^-b^Cc  ~f) 


können  wir  mit  (156)  wegschaffen.    Es  bleibt  noch  der  Satz 

\x,  m*\w~p)  =  \(m\  x~{p*q)Y 


abzuleiten,  wo  allgemeiner  statt  ,0'  und  statt  ,f4  Jpi  geschrieben  ist. 
Dieser  Satz  ist  auf 


,(.*;  m^(y\  n~  Kq~p))  =  m\  x~(n;  y^Hp^q))' 
zurückzuführen.    Wir  leiten  (ß)  aus 


Lx;  m^(y;  n^L  (q^p)Y 


,  Lm;  x~{n:  y^Mp^q)) 
ab,  den  wir  mit  dem  Satze 

h 


(y 


T  F(n,  y) 
L  F(m,  x) 
F\o,  Q) 
b^(a^g) 
c^(o^/>) 
F(c,  b) 

m:  *~(n;  y->:  (p-g)) 


beweisen.    (<5)  folgt  aus  (230)  und  (144). 


Digitized  by  Google 


-    198  - 


§  157.  Aufbau. 


144 


V  u 

12 


(230) 


(220): 


(229)  :• 


_  äiF\e,  a)  «  (n ; 
**aiF(e,  a)^(m:  x) 
aiF(e,  a)^a 
b^(a^(/)i=r  q)) 
ätF{e,  ct)~b 
m;  ar-(n; 


t  b 


-«fF(«,  a)~(n;  y) 
LafF(e,  «)~(m; 


F(o,  a) 
o^{a^q) 


*Tc,  b) 

m;  x~(n;  y^-Mj^g)) 


t*\*>  y) 

Jt0f  Q) 
b^(Q^^) 

c  ^(o^p) 
F(c  b) 


-r  y) 

L  F{M,  X) 

F(c,  a) 
b  ~(a^q) 
c  ^(o^p) 
F(c,  b) 

m;  *~(n;y^(j>*0)) 


(« 


(257 


200 


x\  m~(a;  o~l(0~/))) 


L_.x;  m~(a: 
I-  c  n  (o  p) 


—  x;  m^(d;  c^Hq^p)) 


x;  m^(a;  o^:  (q^p)) 

br\(a^q) 

c  ^(o^p) 

x;  m~(b;  i^^iqssp)) 


(267):« 


(« 
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L.x;  w  -  (y ;  n^-L(q^p)) 
y-z  \  m^(x\  m^^(q^p)) 

\-m-x~(n;y~i[p^q))  (ß 
(140)::  


Lx:  m~{y\  n~L(qap)) 
Im;  x^(n;  y^L{p~ 


fl»  (258 
(IV.):  

L_( — x;  ro-(y;  n~>L(q~p)))  =  ( — m;  *~(»;  y-Mp^-g))) 
Im;  x~(n;  y^(p*g)) 

Lx;  m~(y;  »^(g*p))  (a 

(258) : :  .  _ 

(.( — X\  tw~(y;  n"t(q~p)))  =  (—m:  *~(n;  y~l(p~ g)))  f/J 
(203) :  

|.x;  m~(y;  n^(g~p))  =  ( — m;  *~(n;  y^(j»-g)))  (y 
(203) :  , 

[x:  m-(y;  ~j>))=m;  x-(n;  y^(p~?))  (d 
(210):  

\x;  m"{y\n"i{q~p))  =  n~(yr  {m)x'(p~q)))  (« 

f^x;  m~(a;  n~^(0  -  pi)  =  n~(a^m ;  ^(p-j)))  (£ 
(Va):  

).«?(*;  m~(£;  n^i(j ufg))»4»n(«"(tt;  x ^(p- g)))|  (ij 

f^L-  e(x ;  m  « (c ;  a  « i  (<j  -p)))  =  ef a ~ (c ~ (m :  x  ^ (p  -  5)))]  {l> 

( Va) :  

j. ui(x ;  m~  (e:  a^i(q^ p)))  =  oV [a <> (e ^ (m ;  x  ~ (p q)))]  (4 
(Hie):-  

Lae(x;  m^(«;  a^i(«J«p)))  =  x^(p~g)) 
L  a« [a   (e  * (m ;  x  ~  Ipx  q)))]  =  £(m ;  x  "  (p  -  q))  (x 
(£)::  

[ui{x:  m~(e;  a^M^p)))  =  ^(»»;  «  \())^}))  (Ä 
(III  c) :  

Lx;  m^(q*p)  =  $(m;  x*\{p~q)) 

Uf'(x;  m-(c;  a^(g~p)))  =  x;  m~(qap)  (p 

(ü)::  

Lx;  mX(q^p)  =  ${m;  x~(p~q))  (259 

an  c) :  

LF{\{m;x\{p*q))) 

LF(x;m~(q~p))  (260 
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1  hrA0 


■AO 

■9(i) 
(IIa)::  

\nf{i- 


150 


(22).- 


(« 


(261 


(254): 


l>«     i  ^ (i ^ -i 5) 


 1« 

 If 

(261,  71)::  

U-r  '-  g~(G~:$if>)(*;  8^(g*f))) 

I  Ig 

i'JCO):  — 


*  -  £  !  5  -  (0  >  $  i  f  - )  #(0 :  x  \  (f  *  q ))  | 
1? 


(32): 


?/(Q-^:f  =  ?t{x~%.  iq) 
^.i  ^(t^.£  g) 


(256): 


Ig 


(205)  :• 


ä=#(£~£i  g) 
\>^{x^^.-iq) 
b^(e  ^>g) 

i  n(|    z  gi 


(III  a): 


(« 


0 


(262 
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i  ~=WM 


ig 

X 


(« 


[p9   ^tt  =  a.,^^q 

ULt  r*  n  m 


xz 


X 


=  //!* 

«=sa^|. :  q 


1  "          »  -V 

L»  rt>  -  M 


Iq  (203 


K.  Beweis  des  Satzes 


a)  Beweis  des  Satzes 
LT-&(s;y£g)=W(l;nAf)' 

—  x;  \  ~(y;  n^z,(q^t)) 


§  158.  Zerlegung. 

Wir  können  für  endliche  An- 
zahlen einen  dem  letzten  ähnlichen 
Satz  beweisen,  dass  nämlich  die  An- 
zahl eines  Begriffes  endlich  ist,  wenn 
sich  die  unter  ihn  fallenden  Gegen- 
stände in  eine  einfache  (unver- 
zweigte, nicht  in  sich  zurücklaufende; 
Reihe  ordnen  lassen,  die  mit  einem  ge- 
wissen Gegenstande  anfängt  und  mit 
einem  gewissen  Gegenstände  endet. 
Wir  bedürfen  dazu  einer  Abkürzung, 
die  wir  im  Folgenden  einführen: 


IM 


Wenn  1\  J}  0  Gegenstände  sind 
und  T  der  Umfang  einer  Beziehung 
ist,  so  drückt 

,/  -(  /;  Qsry 

aus,  dass  /'  der  mit  J  anfangenden 
und  der  mit  0  endenden  T-  Reihe 
angehöre,  wobei  die  1'-  Beziehung 
eindeutig  sei  und  0  in  der  T-Reihe 
nicht  auf  sich  selbst  folge.  Wir 
sprechen  dies  in  Worten  kurz  so 
aus:  „/'  gehört  der  von  J  bis  0 
laufenden  1- Reihe  an".  Mit  der 
so  erklärten  Bezeichnung  stellt  sich 
unser  Satz  in  der  Form  dar ,  wie 
ihn  die  Hauptüberschrift  zeigt.  Es 
ist  nämlich 

J:  0.a 

der  Umfang  des  Begriffes  der  von 
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J  bis  0  laufenden  T-lieihe  ange- 
hörig. 

Wir  beweisen  zunächst  deu  Satz 


-   202  - 

ab,  den  wir  mit  den  Sätzen 

=  »ff)' 


Iwy^iy^  '  q) 
L-lq 

,  I — x;  n"±iqx$)  (a 


\rrr-?tiX,y&q)- 

I — x;  1  ~(y;  u^i  (q*t)) 


(y 


aus  dem  dann  die  Unterglioder  weg-  beweisen.  (;')  ist  auf  den  allge- 
zuschafFen  sein  werden.    Wir  leiten     meinern  Satz 


{u)  aus  (234)  in  der  Form 
Li 

und  dem  Satze 

k/f(x,yiq)  =  n  ' 
y^iy^'q) 

I — x;  l  ^(y  i      L  (</*  f)) 
\ 


\ 


9,(x;y&q)=mt»;n&py 


x  *  (i rt  d  #) 


zurückzufübren ,  zu  dessen  Beweise 
wir  des  Satzes 


I  ySq^(m;  n&p*)(x;  m~(q^p)))' 


■  x  «(l^ig) 

— Iff 
—ip 

 x;  m^(y;      !  (?^J>)) 

m  *>  (t  «  i  i>) 


bedürfen.  Dieser  löst  sieb  nach  (11) 
in  die  Sätze  (253)  und 


.d*>(x',  y  iq) 


l«     a~(m;  n&p) 
 x;  m~(y;  »rt£-(g*jp)) 


auf.    Wir  leiten  (i,)  aus 


^d"{x,y.iq) 

Sp) 
m~(q*p))) 
^rX\  m~(d;  c  r*Hq*p)) 

 r)i"(*ri])) 


Ld^(a^(x; 


.x]  m^(y  \  n^^iq^p)) 


ab,  indem  wir  das  Unterglied 
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wegschaffen.  Wir  beweisen  (#)  mit 
dem  Satzo 


■  c^{m;  n£p)  1 
x;  m^(d:  c  ^-L(g^p)) 

l-d~(x;  y£q) 
L— m~(y:  n^Uq^p)) 

1|»  (< 

der  auf  die  Sätze  (234)  in  der  Form 


t  Lx:  m^(d;  c^-L(q^p)) 


und 


Lx;  m^(y;  n^(0-p)) 
,1 — a:;  m^(d;  c~L{q~pj) 
§  159.  Aw/lau. 


zurückgeht.     Nach  (243)  haben  wir 

kd;  c  ~(y;  n^i(y-^))' 
y:  n         c  <■ 
I—  x;  m~(y:  liq^p)) 
I — 

,  I  x;  m^(d;  c^i  (q^p)) 

Mit  (244)  beweisen  wir 


Ly;  n~(d;  c^s(q^p)) 


(46):- 


n  m 


womit  wir  das  Unterglied 

,-ry;  n~(tf;  c^j.(q~p))1 
wegschaffen  können. 

Zunächst  ziehen  wir  die  unmittel- 
baren Folgerungen  aus  unserer  De- 
finition (P). 


=  A£q 


(Id): 


U n  ^(n^zg) 
I — j4  =  m;  n 

 d  ~U£q) 


(264 


(265 


264 


n  m 


de):- 


of  ^  (n  ^  d 
m  ^  (d^^  q) 
L-rn  «  (n  ^^5) 
1 — -4  =  m;  n 
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d  *"»  (n^L  q) 
ut      {d^l  q) 
«-r  ii  r*  (n  f>  i  q) 
I — A  =  m;  n 
d  -  :^.£3) 


m 


X 

d  ^  (n  *  &  q) 
m  n  (d^iq) 
n  ~  (n^zg) 
I —  A  =  in ;  it 


222  L^~(n-i9) 

I —  a; ;  y  =  ro ;  n 

d  ~(y~^g) 
La;  ^  (d  ^  -L q) 

■y  "(y^^q) 


I    n  m  


(266) : 


d  *  {Ii  f>  i  3) 

n  n  (n  «  z  g) 
i —  x ;  y  =  in ;  n 

L  a; r» (d  **»  I  g) 


d^ix:  y£q) 
d^(y^lq) 
x^\d'  i  q) 
y^iy^iq) 


X 


rt  m 


(266 


(« 


—  d~(x; yiq) 


(Ic): 


td~(y^g) 
a^Cd^g) 
d~(x;  y£2) 


(Ib): 


d^(y^lq) 
d~(x;y£q) 


268 


td^(y~iff) 
a:^(d^.i  g) 


ld~(a;;  y£g) 


267 


d~(y^g) 

a^Cd^g1) 
y^iy^sq) 
I — d~(a:;  y£g) 


e  ^  (n  ^  :  p) 
in  « (fi  <"»  £  f>) 
•  n  ^{n^±p) 
.  m ;  n  =  nt ;  n 


y~(y~±q) 
d~{x;  ySq) 

X 

d~(a;;  y-ig) 
y^iy^-q) 


(44): 


(2f37 


(208 


(269 


(270 


(271 


(272 
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.  c  ^(m;nip) 

L^«    c  ^n^p) 

L  m  r»  (C  o  ^jj) 

rn  ^(n^-ip) 
_»»;  n  =  m;  n 

-Ii» 

(If)::  

L  c  ~(m;  nXp) 


I  o  •  •  V"»  i  '»  *  i 

c  ~(n~ip) 

L  Hl  n  (c  «  i  p) 

Un  ~(n~-ip) 

—  m;  n=m;  n 
-Ip 

X 

L"™_c  ~(n~^p) 

U-n  ~(n^.ip) 

-  m ;  n  =  m ;  n 
rc  ~(m\n$p) 
-Ip 


(IIa):' 


^  1  '  "^T 


c  ^(n^^p) 
m^(c  ^p) 
n  ^(n^sp) 
i — m;  n  =  m ;  n 
C  ~(m;  n£p) 


(IIa):- 


L_.c  ^(n^ip) 
P-»i  (c^ip) 
U-n  ^(n^^p) 


L— rc  -(m;  n£p) 
-Ip 


(Ille):. 


L^c  ^(n^^p) 
P-wA(ß  ^~p) 
U«  ^(n^ip) 
L-rC  '-(rn;  »».ip) 

L_ip 

X 


(« 


^(mj  n  ip) 
TH  ^(n^zpi 

i_c  ^m^^p) 
i-ip 


133  yx^(a^±q) 
*-x^{d^±q) 


iß 


I  x^(b^>q) 


(128):  

q) 

Ld^{y^iq) 

(200) : :  


[_  x  -  (y  «  J.  q) 

ly=d 


I— d  n  (y 


(« 


(lila) 


L-x~(y~.ig) 


244 


(276): 


Ly~(d~-^) 
Ly;  c 


(274 


(« 


(275 


(a 


(276 


Ly;  n~(d;  c~.i(g*p)) 

Ld^(yo^g) 


(a 


X 


-Mg*p)) 


(273 


f_y;  n~(d:  c~i(q 

\—d^(y^~Lq) 
(271,  269)::=  =  =  =  =  =  = 


ty;  n~(d;  c~ 
d^(s;  yig) 


(y 


(243): 


kd;  c  -(y;  n~±(q*p)) 
d~(x;  y£q) 
\-x;  m~(y;  n*L(q*p)) 

I — x;  mr>(d;  c^L(q^p))  (d 


(252) : :  ■ 


c  ~(y;  n^^iq^p)) 
V-d^(x;  y&q) 
La;;  m~(y;  n^^(q^p)) 

L_iP 

I  x;  m~(d;  c  ^~L{q^p))  (e 


(266)::« 


L_d;  c  ~(y;  n^i  {q~p)) 
\\-d^(x;  y&q) 
\-x;  m~(y;  n^i(q^p)) 
Llp 

I — x\ m~(d:        (q^p))  (C 


(234):- 


L_e~(n~ip) 
V-d~{x;  y&q) 
Lx;  ro~(y;  n^i  iq^p)) 

Li, 

I — a;;  ro^(-J;  c^(£ (ij 


(274):- 


c  m]n£p) 
m~(c  ^-/)) 
Ln  ^(n^.i_p) 
L-d  ~(a:;  yXg) 
I — x;  nf>(y;  n^Mg^ji)) 
'  


(234):: 


|__  c  « (m ;  n  £  />) 

La:;»tr>('i;c^i(g  *  p)) 

I — a;;  m^(y;  n~i(£*P)) 
' — ip  Cl 

X 


La:;  m~(d;  c 

-c^(tn;n£p) 
I — x;m~(y;n~i(q*p)) 
■  Ip 

(IIa)::  


Lx;  m^(<i;  c  ^-L  (q^p)) 
Kn~(n~ip) 
I — d-(c ~(x;  m\(}ü|)))) 

 x;  m~(y;  n^(g~j>)) 

 Ii» 


(210)::- 


Tri~(a;;y£?) 


I—  x;  m^(d;  c  ^(g^j))) 
»^_.a  ^(m;  nXp) 
L<|^(a  <^(ar;  m 

 x;  w^(y;  n^-Mg-/?)) 

 Ij) 

X 


-a::  m~(rf;  c~i($:*j>)) 
Kn^in^sp) 


•  d^(a;;  y£f?) 
^(m;  n&q) 
Lrf^(a  ^(a;;  m*\(g^/>))) 

 x;  m^(y;  n^^(g^jj)) 

 Il>  (» 


a;;  m^(i; «  ^  (?^/>)) 
n^{n^J.p) 
d~{x;  yiq) 
a  f>  (m ;  n  £p) 
d^(a  ~{x\ m\(q^p))) 
x;  m^(y;  n~i(2^.p)) 
I*  (I 

X 
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,  rd-(x:  yiq) 


d^(a  ^{x\  m\{q~ p))) 
y.x\  m^(d;  e  p)) 
Tn^(n^sp) 
-x;  w~(y:  n^L(q^p)) 
-Ip  (277 


§  160.  Zerlegung. 

Es  muss  nun  das  Unterglied 
»-rvL-r^;  m^(d;  t^l(q^p)y 

weggeschafft  werden  (vergl.  §  158). 
Dies  geschieht  mit  dein  Satze 

(n  rd^ix^y&q) 

IvL-rX;  m^(d;  e  n  L{q~ p)) 
,*—x:  m~(y;  n^i(q~p))  (et 

den  wir  mit  (257)  beweisen,  indem 
wir  die  Functionsmarke  ,F(|,  £)' 
durch 

ersetzen.     Wir  bedürfen  dazu  des 


x  ^(x;  o£q)  1 
x,m^(x;e  nMq*p)) 
-x;m~(o;a"L{q~p)) 
-  d^(a^p) 
-c^(o^q) 
i-rpiq — rf^Gr;  c  £  q ) 

,     '  x\m^{c;d"i(q~p))  {ß 

Dieser  ist  auf  den  Satz 

L~r  «  (x;  caj)' 

L-r  o  =  r 

, ' — x^(c^i^)  (y 

zurückzuführeu,  der  aus 


IrrTTTr^t^-?)' 

Lc^(o^g) 

—  r  ^  (0  * 
—  x^(c^  L q) 
-x*->(r^  iq) 


0 


folgt.  Um  (d)  zu  beweisen,  benutzen 
wir  den  Satz  (243)  in  der  Form 

\Kc^(r^sq) 
\—x^(c~Lq) 

,  I  x^{r^tq) 

und  zeigen ,  dass  hei  unsern  Be- 
dingungen r  nicht  auf  c  in  der  q- 
Reihu  folgen  kann ,  weil  dann  nach 
(242)  r  der  mit  0  anfangenden  (/-Reihe 
angehörte,  und  mithin  0  auf  sich 
selbst  in  der  g-Reihe  folgte. 

§  161.  Aufbau. 
134 


(242)::  

a^(a^  '  q) 
d'(a^q) 


(278 


(279 


275 


(20(j)::  


Digitized  by  Google 
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\—-X  r\($*l  q) 
lrd  =  x 

—  d  "  (y^^q) 


(Illcj. 


x^(y^iq) 
x^{d^tq) 
d^{y^±q) 


280 


(242)::' 


i 

y-o^(r^tq) 
Lr^(o^sq) 

y-c^io^q) 
Llq 

I—  c  ^  (r  «  i  q) 

—  r^(o^sq) 

X 

L^c~(r~sq) 
y-c^(o^q) 
i-Iq 

l—r0"{0^±q) 

—  r^io^sq) 

L-r^(c^iq) 
\-c  ^(o^q) 
llq 

-rön(0nij) 

—  r  ^(o^  -'  q) 

—  x^(c^'  q) 

—  x^{r^i.q) 
(274):  

.r^ix;  c&q) 
x^(r^~Lq) 
c^ic^iq) 
L-C^{o~q) 
Iq 

O^io^-tq} 
r  ^{o^iq) 
■  x^{c^Lq) 

(279, 200) : :  c  =  =  =  = 


(243): 


(a 


(280 


(« 


iß 


rr  «  (x;  c&q) 
*-x  t*  (f^ig) 

L-I? 

L-rO  r*  {0^±q) 

ro  =  r 

-r  *  (o^-iq) 
-x  «  (cni  g) 

(2*59,270)::: 

r  n  (*;  c.i^) 

r  «  (*;  o£$) 
c  n  (o^g) 

-ig 

0  n  (O'^iq) 

o  =  r 

■  x  ^  {c^-i  q) 
(271,  205)::=  =  =  m  = 

Uo  =  r 

— #  «  (c^i  q) 


[<<|T 


I— c  «  (o~g) 
o  —  r 

I  a:  «  (c^-iq) 


(C 


(v 


(III  a) :  


x\  m^(r;  a^-Mg^p)) 
a;;  m^(r;  e  ^i(q^p)) 


L — Pa-;  m^(o;  a^Mg^f)) 
Ul^-x;  m^(r;  c  ^i(q^p)) 


o  =  r 


(Ia):- 


Lj;m^(o;  a l  (q  * pj) 
svX  \  m^(r;  e  r>>  (q^p)) 
—  o  =  r  (x 


uigiiizeo  Dy  Vjüu 


—   209  — 


fr 


(II  a) : : 


-rrr~(x;  o£q) 
La?;  m~(o;  a^i(q*pj) 
^rX\  m^(r;  c  ^^(q^p)) 
-rr~(x;  c&q) 

—  c  « (o  «  q) 

—  x^(c"  l  q) 


■^(x;  o&q) 


 x;  m^(o;  a^-Mg^j?)) 


(le): 


x;  m^(o;  (q^p)) 
r~(x;c£q) 
x;  m~(r;  e  ^(g-ja)) 


(Id,  Ib)::; 

traf «,  iiruad«ct«tT<;  I. 


a:;  m-(r;  e  "l(q~p)) 
x;  m^(o;  a^fy^p)) 
m-(o;  a~i(g~p)) 

m~(T;  e  ~^(0~p)) 
c  « (o  j) 

(209,246)::=  =  =  =  =  =  =  =  =  =  = 

m^(r ;  c  ^(g^p)) 
•^(a^p) 

-ar;  m~(c;  d"±{q~p)) 
*"(x;  c£q) 
x;  m^(r;  e  ^(g~p)) 


(i 


14 


)gle 
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r  r*  (x ;  o  &  q) 
x;m^(x;<  ^Mqxp)) 
x;  m^(o;  a^i(q^p)) 
d^{a^p) 
c^(o^q) 
.x~(x;c&q) 


(« 


.z;  m~(r;  e  ^t(q^p)) 
X]  m^(o;  a^(g^//)) 

-c  ~(o^g) 
— rr~(a;;  c£g) 
Ll^x;  m~(r;  e  ~6(g~j>)) 
 s;  m~(c;  b  ^i(g-p)) 


(257):' 


711: 


x~(x;y£q) 
-x\ m-(t;  e  ~.i(g~j>)) 
m^(y;  «  ^(g^P>) 
T~(ar;  x&q) 
X)  w^(r;  e  ^l(q^p)) 
x;  m~(x;  m^^{q~p)) 
x;  m^(y;  n  ~«Mg~p)) 


(Ib):- 


(Ie)::- 


r~(a:;y£g) 
-x;  m^(r;  e  ~>L(g~j>)) 

t^(x;  s£g) 
-ar;  ro~(r;  e  ^i(g^p)) 
x\  m^(x;  m^L(q*p)) 
x\  m^(y,  n  ^d(g~j))) 

x*(p\  yiq) 
X)tn^(x,c  ^-L{q^p)) 
x^(x\ x&q) 
x;m^(x;t  ^^(q^p)) 
x;  m^(x;  m^i(q^p)) 
x;  m~(y;  n  ^(g-.p)) 


(140):: 


* 


^igitized  by  Google 


yiq) 

lrrX\  m^(r;  e  ^^(q^p)) 
 x;  m-(y;  n^(g~p))  (281 


270  r 

(200):  

L-s~(ro.ig) 

lrr  =  X 

L-r  «  (x;x£q) 
(276):  

kx  ">  (x^iq) 
r  =  x 
I— r  *  (x;  x&q) 
—  r  »"»  (x^g) 
(269)::  


U-x  *  (x^sq) 
\Kr  =  x 
I— r  n  (x;  xkq 


X 

yrx  ^  (x^sq) 
L-r  «  (x;x£q) 
(271;::  


(y 


Lr=* 

lr  ~  (x;  x 


Olla):- 


iq) 


(282 


x;  m^(r ;  m^i(g^p)) 
x;  m^(x;  m~-L(g^p)) 
»•^(x;  x£g)  (a 


(140)::- 


La;;  m~(r;  m^^(g-p)) 
Lr~(x;x£$)  (ß 

X 

L-r~(x;  x£g) 

Irx;  w^(r;  m^sL(g-p))  (y 
(IIa)::  

tr^x;  x£g) 
x;  m-(r;  e^(?~p))  (d 


(0*1»)  (« 


(281): 


fplq — r^{x;ySq) 
I     kSr-x;  m~(r;  e  ^(g-p)) 
I  x;  m~(y;  w^(j  ~p))  (C 

L — rd~(s;y£g) 
LL-tX;  m»(d;  e  ~Mg*,p)) 

I  x;m"(y;  n^L(qxp))  (rt 

(277):  

l«.a  ~(m;  n£p) 

Lrf~(a^(x;  m  \(g~p))) 
— r  n^(n^-ip) 

 x;  m^(y;  n^^(g^p)) 

 Ip  <* 


(npiq — ^(*;y£g) 

kl™-a  ~(m;  n£p) 

U~(a-(x;m^(e~p))) 

 rn^(n^ip) 

 x;  m^{y;  n^L(q^p)) 

 Ip  (I 


(11): 


Ur*;      ?-(m;  n£p~)(x;  m^(g*p))) 

Irn^(n^^p) 
L-x;  m^(y;  n^z(q^p)) 
L-Ip 


(253):: 


(x 


14* 
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x; yLq~{m\ nKp*)(x;  m*\(q*p))) 


 1« 

I  1p 


-x;  m^(y;  n^i(q^p)) 
 •  


234 


Lm^(n^ip) 
Lx;  m^(y;  nni(^ 


(IIa): 


<*):• 


L — *  ^(n~.±j?) 

*-x,  m^(y,  n^^iq^p)) 
1«    i  -(i  mj) 

Lm~(i  ~ip) 


x\  y£q~(m;  n£p~)(x;  m\(q*p))) 


Ig 
Ip 

•  x\  m^(y;  n^:  (g^l>)) 
i  ^(i^-ij>) 
i^(i^p) 


260  ^mjn^Ociyig-^tom'xig^p))) 


•m;  n^O*;  y£g~)(m;  i^(p^g))) 


(32):. 


L-#(*;y£g)=»(»»;»£p) 

y  £g~(m;  n£p~)(:r;  m\{q^p))) 
Lm;  nfp^x;  y  £g~)(m;  x  \(p*q))) 
(283,  283)  :=  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  = 

Ln  nix;  y£q)  =  w(m;  n£p) 


Uly»  ^Cl^ff) 


-Ig 

•  Ip 

m~(y;  n^t(q^p)) 

•  m;  #~(n;  y^^(p^q)) 


(283 


(a 


0 
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m~(y;  n~x(g^p)) 


i^{i^Lp) 
 —  • — 


284 


13«  Ld~(y>^g) 

L<J~(y>.ig) 

(132)::  

La~(y^g) 

(285)::  

Lö^(l-f) 
I—  l~(6~if) 
(HO)::  


(285 


145 


l~(6^if) 
Li^(i^^i) 


(« 


(286 


(287 


(284): 
I 


Llyi  ~(i~.ig) 


•  Ig 
If 

.#;  l->(y;n~.L(g~f))  (et 


(71):: 
\ 


#(*;y£g)=#(i;w£f) 


t— —  wi*i  y  u  jf/ 
L*i  ~(i^-ig) 

La;^(i<^g) 


Ig 

x;\"iy\n~L{q~i))  {ß 


n{x\yiq)=ni\;n£t) 


 x;  \"{y;n~l  {q*t))  (288 

§  162.  Zerlegung. 

Um  in  (288)  das  Unterglied 
,-J^.i~(i~-ig)' 

durch  ,-ry^(y^J.qY  zu  ersetzen, 
vertauschen  wir  in  (288)  ,ql  mit 
.y^ig-g*.  Es  ist  nämlich  leicht 
der  Satz 


s-y^(y^-ig) 


q^q)Y 


(« 


zu  beweisen.  Damit  dann  für 
ly^^q-q*  wieder  ,g'  in  den  Satz 
komme,  sind  die  Sätze  (189), 

U-  K(x,y £q)  =  n{x;y &{y~±q^q)y 
\Ky^{y^±q) 

,Ll2  iß 
und 

La;;  i~(y;  n^(y~ig-g~f))1 
,U;  l~(y;  n~sL(g~#))  (y 

anzuwenden.  Wir  beweisen  mit  (257) 
den  allgemeinern  Satz,  der  aus  (y) 
durch  Ersetzung  von  ,1'  durch  ,m' 
und  von  ,f"  durch  ,p'  entsteht.  Wir 
haben  dazu  den  Satz 


L™-.r;  m^(o;  o^^(y^^g-g^p))' 
La'  <y  ^-Lg) 
L-c^(o^p) 
—  d^(a^g) 
■x;  m~(<i;  c^-L (y ^ ^g-g-j))) 


d~(y^g) 


(<* 


nöthig,  der  aus  (209)  und  (197)  folgt. 
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§  163.  Aufbau. 

197 


197  L.d~(a-(y^ 

(209):  • 


-q-q)) 


(I):: 


L-j-a;;  m^(a;  o^fy^j-g^p)) 
L-a^(y^g) 

—  x\  m^(d;  c^^(y^tq-q^p)) 


x\  m^(a;  o^(y  ^  :  g  -  g  :=?p)) 
c  « (o  «j») 

l— a^(y^ö/) 
I — d^iy^^q) 

■  x\  m^(d;  C1^ L(y^tq^q^pi) 

■d^(y^i.q) 
_  ■  >)::  

.ar;  m~(a;  o^*:  (y~,Lg^  g~p)) 
•a^Cy^-ig) 

w°(d;  c  ^  i  (y  ^  ^.  2  -  ?  -  P)) 


hm 


d^(y^  lq) 


leb     o  a 


m^(o;  a ^ ^ (y ^ i ^ - g ^ /?)) 

•  b^(a  ^p) 

■  i^(o^q) 

■  x;  m^(c;  b~^(y^g- q^p)) 


(257):- 


(I)::. 


L_a;;  m^(a;  o  ^sL(y>i  g-.  <f^p)) 
la^(y^lq) 

T'  a;;  w^(ar;  m^^(y^^g^g^p)) 

L-x;  m^(a;  o  ^(g^p)) 

L— .x;  m^(a:  o  «.I (y^- £-P)) 
La^(y^sLg) 

L-ar;  m^(ar;  m^i(y^«!,g^:  j^p)) 
—  x;  m^(o;  o  p)) 


(140)::- 


(a 


ifl 


(r 


iß 


Digitized  by  Google 


-   215  - 


x;  m^(o;      t{y^i.q-  q^p)) 
a^iy^iq) 

x;  m^(a;o^>i(q*p))  (289 


140  [y^iy^iq) 
(289):  


x;  m^(y;  L(y^^q^q^p)) 
x;  w^(y ;  n^Hq^p))  (290 


§  164.  Zerlegung. 

Um  den  Satz  (ß)  des  §  162  zu 
beweisen,  brauchen  wir  die  Sätze 

^q~q)Y 


L-x~(d^^{y^^ 
,  *-x^(d"±q) 


(a 

(194)  und  (189).  Wir  beweisen  (a) 
mit  (144). 


§  165.  Außau. 


194 


Lx~(y~j.q) 
lx^(yrsS(U: 

X 


s~(y^-i(«^$)) 


(291 


137 


L.x^(a^^(y^d,g- 
|Ld^(a^(y^^g^i 


0) 

q)) 

(197)::  

L_.x-(a^(y~^g^g)) 
\y-d^(a^q) 
La^(y^ig) 
I—  « «  (d^  -L{y  *  ^  q  a  q)) 

.  x^(a^  ~L(y  ^  ^  q  ^  q)) 
d^{a^q) 

■  a^{y<->iq) 

•d^(y^-Lq) 
•  x<-*(d^-L(y>-Lqaq)) 

■  d^iy^-iq) 
(285)::  


(« 


(ß 


L-x"(a"Hy*±q^q)) 
la^(y^^q) 
-d^ia^q) 

Tx^(d^^iy^Lq^q)) 
d^iy^^q) 


b  a 


x^(a^i(y^iq  oq)) 
a  ^(y  "~q) 
b  f*  (a  «■»  q) 

x^(b^Hyr>i,q^q)) 
b  ^{y^-Lq)  (($ 


(144;:- 


LyX~(d^(y^g^p)) 
*-d^(y  ^-Lq) 

Tx^{x^L(y^lq^q)) 

L—  x n (d ^ {y *t  q^  q)) 
ld^{yr,Lq) 

y-x^(x^*L(y^Lq-q)) 
\—x^(d^^q) 


(5 


(140): 


x^(d^-Hy^tq^q)) 
d^iy^iq) 

x^(d^-Lq)  (292 


140  [y^(y^^q) 
(292):  


ld^(y^tq) 


(293 


(274):. 


y-x^(d^i.{y^^q^q)) 

K-y^iy^j-iy^^q^q)) 
\—d*(y~±q) 

—  I(y^±q^q)  (o 
(291,292)::=  =  =  =  =  =  =  = 
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iß 


kd~(x;  yHy^-Lq-q)) 
d^iy^i  q) 
\-.r^{d^^q) 
Ky^(y^sq) 
—  l{y^Lq-q) 
(269,270)::=  =  =  =  =  =  =  = 

\rrrd"(x;yi{y^iq^q)) 
W-d~{x;  y&q) 
\wy~(y~-tq) 
\—I(y^tq-q) 
(189)::  

\rrrd^(x;yS{yrstq^q)) 
\\Ld"(x;y£q) 
\K-y^(y^±q) 

(271,205)::=  =  =  =  =  =  =  = 

d"(x;  y&iy^q^q)) 
d^(x)ySq)  (294 
 •  


7 


274  L-a~fr;ySq) 
*-x^{d^^q) 
K-y^iy^-Lq) 
l—d^(y^iq) 
i-Iq 

(201,201)::=  =  =  =  = 

[ffjfd^ix;  yiq) 

x*(d^L(y^^q^q)) 
y^{y  ^±q) 
L-d^(y  ^t(yr>±q^q)) 
L-lq  (« 

(269,270)::=  =  =  =  =  =  =  = 


|m- yiq) 
*-d^(x;  y &{y^iq- 


Vry  (y"±q) 
\-Iq 


iß 


(IVa):  


[rrp(—  d"(x;y£q))  =  (—dr>(xiy£{yr-z,q^q))) 
Wd"(x;  yi(y^^q^q)) 
*-d^(x;  y£q) 
Ky^iy^sq) 


(294) : : 


( — d~(jr;  y£g))  =  ( — d~(a;;  y£(y^0^$))) 
y^(y~-^) 


(96): 


L»  ( — a~(:r;  y£q))  =  ( — a~(x;  yiiy^t  q^q))) 

L-  »(*;  y£y)=n{x\ y&iy^^q-q)) 

\lry~(y^j.q) 
i-Iq 


iß 


(295 


278 


-d^(d^-!£) 


^(Q^ig) 
(a^g) 


ff12 

I  b^(b^iq) 

I  lq 


(« 


(144) 
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L  i  r.  (i  ^  ^) 

(194)::  

\rrrU    (jfr  '  q) 
Ii  "(i'-iUf^  rq-q)) 
Llq 

L.»  ^.(y^-iq) 
X 

(193h  1  


(296 


0* 


i        r>j  iy<^lq  ~  q)) 
y~(y~sq) 

lq  (297 


f288):- 


 r;  \~(y;n~l(y^lq-q~l))  {a 

k ?/(•>•;  .v  £  *  '?-</))= w(  i ; «  i  ( l 

Llg 

(in  a) :  

k0(*;y£$)=w(i;  nXf) 
—  9t{x\yiq)=u{x; ySw^q-g))  (y 

(295)::  

=  //(!;  »Af) 


L_Ig 

I — l~(y;  n^^(q~t)) 


(298 


b)  Beweis  des  Satzes 
und  Sehl  u  ss  dos  Abschnittes  Ä. 


§  166.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  den  Satz  (d)  des 
§  158  mit  (160).  Dazu  brauchen 
wir  den  Satz 

\r?t  \  n£t)  =  w< Te  =  o  V 

,LU~(n~l#)  (a 


der  mit  (IVa)  und  (96)  aus  den  Sätzen 

a  ^  (1 ;  n^f)1 
a  =  Ü 
l— Q  n  (n^if) 
,L—  a  ~(n   -Lt)  {ß 


L  a  n  (n   i  f ) 
,L«  *(i;«£f)  (; 

folgt.    (0)  ist  auf  Jeu  Satz 
U  =  0 

,  I — a~(n^f)  (d 
zurückzuführen,  der  aus  (242)  abzu- 
zuleiten ist.    Wir  erhalten  zunächst 


L  1  ^ia^tt  f 
,1-Ö^(a^zf) 
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Es  kommt  nun  darauf  an,  den  Satz 


L-lWa^.' '  f)' 
,  L-a~(n~  :  f) 


zu  beweisen. 
Satze 


(C 


Dieser  folgt  aus  dem 


n  -(m^-i  p) 


der  ähnlich  ('243)  ist  und  daraus 
abgeleitet   werden  kann.  Schreiben 

wir  (243)  so 

n  -  (m  -  ' 
r  °  ( wi  ' 

J — '¥;> 

so  bleiben  die  Sätze 


IE 


L«  ~  (nt~j  ¥;>)' 

.  Ltii 


(.*> 


(4 


m^{n  '•  '  p) 

und  ähnliche  zu  beweisen,  was  mit 
(123)  geschehen  kann. 


§  167.  Aufbau. 
'23    La- (</-/>) 

(129)  j  


(« 


(123):« 


131  La^(»«^j») 

(23)::  


a  -  (n  -  /  j>) 
n~{a~%.p) 


()'): 


Lnn  Im  *  1 


1  (m  -  i  4^;^ 

X 

«t  m  *■»  (n  -  -i  |») 

Ulf  Ln=m 
Lm  =  n 

(139):  

Lm  -  i :p) 
lm  =  n 

22  La~(d~¥/^ 


La~(d~¥/ 
■-(^(a^p) 


(12!>):- 


a  (m^  s%p^ 
rt*-(m-.'  ¥;>) 


(123): 


U<~(a  -/>) 

I  b^(m^s$p) 

n  -  ( ro-  i  41p) 

Lt-o  "(»i^  ¥/>) 

m  — (a  ^p) 


(300 


(301 


(« 


0* 


0' 
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131 


(22)::-  - 


La  r  (m^z  J 
U»^(a  ^p) 


(136):  

L«  ^(m~i$p) 

(200)::  

n  =m 

m  «  (»  «£p) 
(301):  _. 

Li»^(m^i  $p) 


299  Lffl"(n-p) 
L»  ^(m^  i$p) 
I):  

L»i"(»  »  Lp) 


IS 


(200): 

.  m  f*  (n  n  ^p) 
m  =  n 

n  «  (m«i#p) 

(301):  

Lm~(»~.tp) 
t«  ^(m^  1  #p) 

(243)::  

L__m^(n  «  Lp) 
lh-m^(w  ^.i^Lp) 
L-r  ~(m^.i$p) 
L_r  ~(n  ^^p) 

(303,303)::=  =  =  =  = 


(« 


km-  (n^p) 

—  m  ^  (r  n  l  p) 

—  n  ^  (r  ~  :  p) 

'  typ 

(300) : :  


(302 


(a 


0* 


(303 


242 


t—typ 


Lti^(l-f) 

Lh 


(110,  71)::: 


(« 


0» 


(304 


(a 


Ll-(a-tf) 

Lo~(a^n 

305  L^0-(a  ^f) 
I — o^(n^^f) 

' — i¥f 

(126,  89)::  = 


1 


(200):- 


(306):- 


.0  «  (a^ifj 
a  =  0 

■(»  n  (n-  Lp, 
•  a  «  (n^  i.f) 

1  «  (a^Lt) 

o  « (n^if) 

■  a  «  (n  n  £  f) 


0* 


(305 


(306 


(307 


(« 


(308 


uigmz 


d  by  VjOOQIc 
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274  Ur«o(l;*f#) 
.If 

L.l  (a~^f) 

La->(n^sLf)  (309 

(308)::  

[_«  -  (1 ;  n£t) 

Ka  =  ® 

Lö  ~  (n~^f) 

I — a  ^  {n~i-f) 

(Ic,Id)::=  =  =  =  =  = 

L_a~(l;n£f) 

U  =  8 
L  a  ^  (n  *  i  f ) 

270  Ll~(a~if) 
La~(i;  n£f) 
(132):  

.(_a-(l;t»iCf))  = 


a~(l ;  nXf) 


(110)::- 


LO^(a^-tf) 
La^(i;  n&t) 


(Illd): 


a  =  G 

a  r>  (i;  w£f) 

Ö  «  (0-.if) 


(126)::- 


(a 


(310 


La  «  (1; 


(If):- 


La  «  (n^f) 
I— a  «  (1;  n£f) 
—  a  «  (n^i-f) 


(269)::- 


a  =  8 

a  «  (n^-if) 
a  ~(l;n£f) 


( 


(IV.):  

La  «  (n^6f)/ 


a  ~(l;n£f) 
.a  =  0 
a  ~  (tt"£f) 


1 

(77):- 

\ 


(-a-(l;»|f))=|_ 

0~(»^~0 


«  =  0  x 


(—  a«(l  ;»£*))  =  [— 


[  (le  ~  (»Aif))] 


[°  (_a~(l;nff))  =  J—  ■<*i^fB>* 
—  G  ^  (w  ^  '  f) 


(96)  :■ 


(a 


(311 


(312 


(« 


(r 


CS 
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\ 


O-(n^f)  (313 

(Illai:  

L.n=/y(l:  nXf) 

LM=?/f/-rr£  =  ü  \ 

(160)::  

Ln=?/(1;  n£t) 

Lo-(w^f)  (314 
(HI»):  

Ur  9f(z,y£q)=n 

Lo^(n^^f)  (a 

(298):: 

Ltt-         yiq)  =  n 
I — \  ~(y;  n~d(g~  f)) 


(lila): 


Uy~(y~.ig) 

I — ar;  Wyjn^Mg^O) 
I — B«(»oif)  (315 


i^.*;  1  ~(y;  e^:(g«  f)) 
y~(y>  tq) 
-Iq 

Tb~{<U{x)ylq\"il)  (318 


110  |.Q~(W) 
(285):  


Li  -(n^sif) 
(234)::  


(816 


0)  (317 


(315):-  - 


G~(?/(*;y£g)^f) 
y~(y^2) 

g;  l^(y;  n^i(g^f))  (a 
X 


§  168.  Zerlegung. 

Dio  lotztou  beiden  Uobergänge 
dienen  zur  Wegschaffung  des  ,n'. 
Wir  beweisen  nun  den  Satz 

\<nrx;  t~(y;c~Mtf^f))' 

,1  x^(y^Lq)  (« 

mit  (144)  und  brauchen  dazu  den  Satz 

I  d^{a^q) 

,Lr^JrrX;  \~{d;  <~L(q~f))  {{i 

den  wir  aus  (209)  ableiten. 

§  169.  Aufbau. 

200  L-x;  l~(a;  o-  '  (q^0) 
Lc^(o^r) 
h-(Z^(a  r*q) 
\—x;  \^{d\  c^  'Aq^O) 

X 

\\Kx;  l^(a:  o^K^^f)) 
M—  d^(a^q) 

I — x;  1  (er 

(IIa)::  

frn  rC-(o^f) 


d^(a^q) 


>(a~q) 
■  x;  1   (d;  c^M^f))  (/? 
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i-(a;  c~i(g-f)) 

I  dr  ia^q) 

 x\  \^{d\  c^t{q~t)) 

(156):  

l^(a;<~l(q*t)) 

I  d^(a^j) 

 x;  \~(d;  c^t(q^t)) 

X 


0' 


h 


G' 


r  d^(a^q) 
x;  1  c^l^D) 


(317)::  

L  rd~(ar>q) 

\Ul^rX;  e"£(fxf)) 
I  x;  l"(d;  c^Hq^O) 

X 

L — rx;  \~(d;  c~Hq~t)) 
\lLnrX;  1  -(a;  t~i(q~!)) 
I — —  d^{a^q) 

[<.x;\~(d;t^l(q~t)) 
iki^rx;  l ~(«;  ($r-f)) 
I  <i^(a'  q) 

X 

L'.-ar;  i        c~  :  f)) 

I  d^(a~q) 

U^x;  l-(d;c-i(2-f)) 

|     I  b^(a-g) 

I  r^x;  i~(b;e~i(g~f)) 

(144):  

x:  1 r  (y;  c^:i^  f)) 

x~(y-ig) 


IIa 


L — rs;  l-(a:; 
U^rrX;  l  ^(x:  c  ^i(q~ 


t)) 


(140)::- 


\ryLrrX\  \  ~(x;  c~l(q~t))  {v 

(l) :  

tlrrx;  l-(y;  c-'  (q~D) 
—  x^(y^lq)  (311» 

X 

L  rx^{y^lq) 

KLrrX:  1  ~(y;  t«i(j^fl)  (320 

(318)::  

L^-x-iy-^g) 

Li, 

X 

L — 8  yf«)^*) 
l—.x^(y~iq) 
Ky^iy^iq) 

-Iq  (321 

§  170.  Zerlegung. 

Es  soll  Dan  das  Unterglied  in 
(321)  weggeschafft  werden.  Wir 
beweisen  dazu  den  Satz 

L—?/(zfy£q)  =  W 
L^x^(y^tq) 

\Kyr(y~i-q) 
,  Ll9  („ 

mit  (97),  (271),  (265)  und  dem  Satze 

\d^x,yLq)  (ß 

der  aus  (2»  19)  und  (270)  mit  dem 
Satze 

y-x^{dri  L  q) 

Xd~xy~tq)  (y 
folgt,  den  wir  mit  (144)  beweisen. 
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137 


*-x^(d^  i  q) 
I  »  0 


x  n  (q  ^  Lq) 
b  ^  (a  ^  q) 
x^(b^i  q) 


(144;: 


*-d^(y^Z  q) 
),270)::=  =  =  = 
.x^iy^L q) 
d^(x;  ySq] 
(Ie):  


kx~(y.iq) 
y^iy^iq) 


I—  d~(x;  yiq) 

\—ryr,{y,±q) 

(271)::  

tx-(y^lq) 
y^iy^±q) 
d~(x;  y ig) 

(If);  

Li, 

I  d~(x:  ySg) 

I  lg 

<2<i5)::  

X 

d^(x;  yAq) 

X^{yr-  !  g) 

y^(y~-i?) 


! 


(322 


(323 


(324 


Ul^a^arjyig) 
L_x^(y^i  ?) 
lry~(y~-i 

(97):  

k— w(*;y£?)  =  o 

LpX~(y"±q) 
(189):  

fr— Q~(w(z;  y£g)^f) 
^y^y^^ 

(321):  

[Ü^(?ß(x;yAq)^l() 
(III  a) :  

\-A-x;  y 
X 

A  =x\  y 

(?t(A£q)"Lt) 


(la):- 


La;  ^  (rf^  rq) 
Lry  r,  {y  iq) 
I — A  =  x\y 


I  ■  ■  


(o 


0* 


(Y 
(325 

(« 


(y 


<J  r»  (n  ~~<?) 
i»     (rf  «  £  q) 
n  «  (n  n  /  q) 
' —  yl  =  in ;  n 


(206) 


a~(A&q) 


(5 


(97):- 
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(Elb):- 


X 

l?/{ASq)  =  U  ■ 
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(«3 


u=A&q 


(« 


I  rü  - 

X 

L  Q  n  (//a^lf) 

UUl^w  =  «Aq  (»27 


Beweis  des  Satzes 

.1  G~< 


§  172.  Zerlegung. 

Wir  versuchen  den  zu  beweisen- 
den Satz  in  Worten  so  wiederzu- 
geben : 

„Wenn  die  Auzahl  eines  Be- 
griffes endlich  ist,  so  lassen  sich 
die  unter  ihn  fallenden  Gegen- 
stände in  eine  einfache  Reihe  ord- 
nen ,  die  von  einem  bestimmten 
Gegenstande  bis  zu  einem  be- 
stimmten Gegenstande  läuft.1* 

Dieser  Ausdruck  ist  insofern  un- 
vollkommen, als  danach  dor  Satz  für 
die  Anzahl  Null  nicht  zu  gelten 
scheint.  Wir  können  aber  eine 
reihende  Beziehung  so  annehmen, 
dass  ihrer  von  J  bis  Ö  laufenden 
Reihe  kein  Gegenstand  angehört, 
indem  das  niemals  eintritt,  was  die 
Definition  fordert,    damit  ein 

Gegenstand  dieser  von  _/  bis  (') 
laufenden  Reihe  angehöre. 

Wir  haben  nach  (314) 


\r?JU 


m=w(1;  /7«£F)' 


Danach  giebt  es  eine  Beziehung,  die 
den  (1;  y/u  &  f )  -Begriff  in  den  t*- Be- 


griff und  deren  Umkehrung  diesen 
in  jenen  abbildet.  Es  sei  dies  die 
p-Beziehung.  Wrir  zeigen  nun,  dass 
wir  die  (^.p  —  f  —^-Beziehung  als 
reihende  nehmen  können.  Es  ist  zu- 
nächst zu  zeigen,  dass  jeder  unter  den 
t*- Begriff  fallende  Gegenstand  der 
von  x  bis  y  laufenden  — f— frt- 
Reihe  angehört,  wo  1  zu  x  und  yju 
zu  y  in  der  Beziehung  steht.  Wir 
schreiben  allgemeiner  statt  ,1'  ,w', 
statt  ,//m'  und  statt  ,P  ,ql  und 
beweisen  den  Satz 


c  ~(z,y6($p-<j-p)y 
c  *  u 

l-m;  n&q~{u >  )p) 

 n^{y^p)  (et 


der  mit  (8)  aus 

LiyC  {x;yk{%.p~q^p)Y 

l-o  ^(m;  n£q) 
I—  m^^x^p) 
—  m\  n£qr  (u")p) 
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folgt.  Folgendes  Bild  erleichtere  das 
Verständnis«: 


a  » •  c 

w  »~  x 
p 


Um  (ß)  zu  beweisen,  brauchen 
unter  andern  folgende  Sätzo 

x  ~(c^(£p-^p))' 
a  <">  (c^p) 
Lo  ° (m ;  n.(g) 
' — m^(a  ^>jj) 
, ' — m;  n£q^(u^)p) 


wir 


«im 


und 


(y 


Ln~(y~p) 
L-a~(c~p) 


,1— m;  n£g~(u^)p) 
die  wir  aus 

a  n  (c  r»jp) 

a  ^  (n  ^  i  ^) 
1 — s  ^(r  ^p) 
|l — m^(s  ^  g) 

•  i»  °(m;  n  A*g) 

•  m;  n£q~(u~)p) 

ableiten,  indem  wir  einmal  r  mit  x, 
s  mit  m  und  6  mit  o,  das  andere 
Mal  c  mit  y,  a  mit  n  und  &  mit  s 
zusammenfallen  lassen  und  dann  für 
,s*  ,a'  und  für  ,r*  ,c'  schreiben.  Man 
vergleiche  hierzu  folgendes  Bild, 
»»■•ff 

a  »-c 

^  r 

s  th*r 


I. 


Wir  gebrauchen,  um  («)  abzuleiten, 
(152),  indem  wir  die  Functionsmarke 
durch 

<r~(<~z(%p^q^p)y 
L|~(e  ~p) 
,  I  ^r»(f|r»i^ 

ersetzen.  Dabei  werden  wie  im  Be- 
weise von  .  (ISü)  die  Sätze  (183) 
und  (185)  angewendet,  wodurch  das 
Unterglied 

,  —  m;  n&q^iu^py 
eingeführt  wird. 

§  173.  Aufbau. 

183  »{0 

kl^d^(o^p) 

I  m;  n£q~(u* 

(273):  

Li  Iii  d  ^{n^-Lq) 
y-m^iß^i  q) 
L-rn  ^{nr  J.q) 
d  ^(a  °p) 
m;  n^g^(u^)p) 
I?  (a 
(271,  265)::=  =  =  =  =  =  = 

[yr-rrr^  ^{n^Lq) 
>-m^(d^Lq) 
—  b  ~(m;  n£g) 

rrd  ^(0  ^p) 

-m;  n;C?~(tt~)p)  (/* 
(185)::  

d  ^(n~±q) 
m^(d  z  q) 
1-6  ~(m;  nX?) 
l — a  ^(c  ^-  p) 
d  ^(a^j) 

r  ^(c^(#p— p)) 
u^.r  -(e  ^i($p^g_p,) 
L  d  ^  (e  ^p) 

m;nXg^(«~)p)  (y 

X 
16 
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r  ~(c~.M$.p~g  -P» 


(I)::- 

^ 


m*{d^tq) 
L-&  ^ro;  n&q) 
1—  a  *"»  (c  ^jp) 
I —  (i  ^  (a  ^  5) 
I — d       ~  i  g) 
.«    r  ~(c  ~M-frp-g-p)) 
La* 


r  ^(c     ^p—  g  —  p)) 

m^(d^iq) 


,•285): 


L-  6  »■>  (m ;  w  X  g) 
1 — a  ^(c  ^p) 
I —  d  ^a^g) 
—  d  ^(n^  !  g) 

*-d"(t^p) 

I  d  ~(n^g) 

 m;  nSq~:u~)p)  (« 


r. 


^(ß  ^p) 
-a  ^(n^-Lq) 
I —  d  ^(a^q) 
—  w*  [dr  1  q) 
><r  ~(e  $p-g_p)) 
ld  ^(c  ~p) 
<i  « (n  «  i  3) 
6  ~(m;  n&q) 
m\  n£q~(u~)p)  (£ 


La  <^(c  ^p) 
La  ^(n^iq) 
—  d  r  (a  0 
I — 8  ^(d^  g) 

r  «(«  ^<&>-ff-j>)) 

d  ^(n^-i  q) 
m^(s  ^ g) 
6  ^(m;  «ig) 
ro;  n£g-(w-)p)  (ij 


r  ~(e  ~        —  g— p)) 
a  ~(c  ^p) 
q  ^(n^  g) 
b  ^(a  ~g) 
s  ^(b  ^~g) 

r  ~(c  ^#p— g-p)) 
b  °(e  ^p) 
b  ^(n^^g) 
»n^(s  ~~g) 
b  "  (m ;  n  £  g) 


U  "(c  ^p) 
 a  ^(n^ig) 

—  s  ^(n^ig) 

—  m^(s  ^g^ 

—  b  ^(m;  n£q) 

—  m;  n^g^w^Jp) 

—  s  ^(a^-ig)  (1 


L^«.r       «iflfp— ff-p)) 
L0  ^p) 

I  a  g) 

^«    r  ~(c  "£($p— ff— p)) 
Ls  ^p) 

 m^is  ~i  g) 

 6  ~(m;n£g) 

 m;  n&q~(u~)p) 

 s  ^{a^iq)  (x 


(182)::  

«    r  -(€  "±Ctp— ff—  P» 

•  a  ^(e  «|») 

•  a  ^(n^ig) 
.5  ^  (r  ^  p) 

•  m^(s  ^g) 

•  6  ^(m;  nXg) 
m;  n£g~(u~)p) 
>s  ^(a^-Lq)  (>• 


(IIa): 
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*-a  ^(c  <\p) 

l—  s  ~  (r  ^p) 
I — m^(s  ^g) 
' — &  ^(m;  n£o) 

s  ^(a^iq)  (828 


140  Lm^(m^9) 

(828):  


La  ^(c  ~j>) 
La  ^(n^iq) 


•  a  ^  (m ;  n  £  q) 
1 — m;  wXg^(tt^)^) 
m  -  (a  ^  g) 

«(c~i(#p-g-p)) 
a  ^  (c  ^  /)) 
l-a  ">(m;  nXg) 

—  m:  n£q~(u~)p)  (329 


"rat 


140  |.M~(n~^g) 

,328):  


La  r»(e  ^p) 


l—a  -(m;  n&q) 
I — m;  f»£g"(«")p) 
-a  ~(n^g) 

,209,270)::=  =  =  =  =  =  =  : 

L  a  ^  (c  ^p) 
l—a^(m;  n^g) 


c       :;  y&(]t.p^q^p)) 


X  *  (c  ^  i  ( I?.;)  _  y  ^;>) ) 

y~(sr*-M-£p~g— p)) 

—  n^n'y  ^p) 
a  ^  (c  ^jp) 
L— a^(m;  n£<y) 
m; 


(329): 


L  a  *■»  (c  «p) 
La  ^(m;  wXg) 
L— wi^(it^p) 
' —  m :  n X q^{u^)p\ 

y  ~{y~±(\p^q^p)) 
n  ^(yr'p) 

I($P~£.-p)  (330 


§  174.  Zerlegung. 

Um  das  Unterglied 
,-ry"(y~±($p~q^pi)1 
wegzuschaffen,  beweisen  wir  den  Satz 

Ll*p 

Lx  "(y~i($p~ q^p)) 
*—m^(x^p) 
,1— n«(y\p)  (« 

den  wir  mit  (177)  auf 


L_m~(w~*) 
V-x  ~(t/~(£ 


(274): 


(*P~f-P>) 

Lift, 

(O  ,1  M  ^(jf>p)  C/^ 

zurückführen.    Wir  zeigen,  dass  es 
I  Gegenstände  s  und  a  giebt  der  Art, 
;  dass  5  zu  X  und  a  zu  y  in  der  p-Be- 
ziohung  stehen,  und  dass  a  auf  s  in 
der  q  -  Reihe  folgt.    Aus  der  Ein- 
(ft     doutigkeit  der  umgekehrten  p-Bo- 
|  Ziehung  folgt  dann,  dass  s  mit  m 

15* 
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und  a  mit  n  zusammenfällt,  dass 
also  n  auf  m  in  der  q-  Reihe  folgt. 
Auch  das  Unterglied 

ist  zu  entfernen.  Das  geschieht  leicht 
mit  (17). 

§  175.  Außau. 


lila 


l_s  =m 


0 


■  s  =  m 

(78)::  

|lrm«(*«l) 

I — x  ^%>p) 

X 

L-p-x-Cs-^) 
y-s  ^{n^l) 
L-r  m^(n^<) 
' — m^(x^p) 


x  ^(r  ^$^) 
t  ^  (n  ^  0 
m  (n  rt  0 

Pf* 


(16):- 


(lila): 


x  ~(n-(&p^  t)) 
-m^ix^p) 


\\y-r  I 


x  {a~($p-^t)) 

I — a=n 

{70)::  


(« 


(y 


La  °(y  ^/)) 

—  m^{x^p) 

—  n  «  (y  ^  jp) 


IC 


m~(n~<) 
m~(x^p) 

n  ^(y^p) 


in 


(16):- 


f_a;^(y^(^i)-^i») 
I — m"(g"ji) 

X 

L_n  ~(y\p)  (331 


177 


\rrX~(y"{#p~±q^p)) 
La^fywßji^g  — p)) 


(331):- 


L- »»^(a^p) 

—  n^iy^p)  (332 
 •  


332 


2  Lr^n^in^sq) 
Litt« 


l-y"(y~s($p^q~p)) 
L.n^(y^p) 

X 
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■  n^(n^.L  q) 

■  n  n  (y  r >  j>)  (ff 


(271;:: 


y~(y~-M£p-ö-p)) 

a~(m:  n£g) 
»~(y~p) 


(333 


17  LK¥*~«) 

(17):  

p 

i2f!5,  18)::=  =  =  =  == 

Lm;  njC3->(u~)p) 
Lrt^ro;  n£?) 

(330):  


0« 


j-c  ~(x;y£i¥.p^<i  ,p)) 
La  ^(c  ^p) 
L-o  r\m;  n&q) 

I — m;  n£g~(t*'">)p) 
-y  ~(y~-i(#p^(/  p)) 
■  n  "(y^p) 

23,333}::=  =  =  =  =  =  =  =  = 

Lc  ~(a~.#p) 
La  ^(m:  n  A*g) 

I— m;  n£g-(u~)p) 

■n~(y~p)  (<J 
X 


a  r  (m  ;  n£  q) 
c  ^(a^ftp) 
c         ;/A*l#p    q  -p)) 
—  m^ix^p) 
I — m;  nXg^(M^)p) 

n  ^(y^p)  (£ 


c  ^(a  ~£p) 

»»;  nA?0~(u~)p) 
•n  'My^p)  (£ 


(8): 


Ic        y£(£/>  -7 -j»)) 
I—  m  ^  ^p) 
I— m;  nA*2^a~)p> 

~(y\p) 

(18)::  -  - 

Ittttt0  ~m 

lc  »u;  y£(#p-g— p)) 

—  m;  n^3^(t*^)p) 

—  u  ^m;  n£g")$p) 
n^(y^p)  (i> 

X 

f_c  "(*;y£($jK-g  P» 

L  C  ^  U 

L-m^(x^p) 
L-m;  m^3-(u  )p) 

\—u~{m;nSq~)'$p) 
I — n^(y~p)  (834 

§  176.  Zerlegung. 

Wir  haben  nun  den  Satz  (a)  des 
§  172  bewiesen.  Es  bleibt  uns  noch 
der  Satz 
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U  ~{Z]  y£t$p~q^p)) 

I — n  *<jr\p) 
I — r  n  ^ung) 

m;  n£g~(t*~)j>) 
■ig  (« 

abzuleiten.  Dieser  ist  mit  (170)  aus 
den  Sätzen 

I 


\-m^(a:^p) 


0 


und 


^_.r  -(n-v  g) 
 Pf*  (/ 

abzuleiten,  indem  aus  der  Eindeutig- 
keit der  Qp  -  Beziehung  geschlossen 
wird,  dass  derselbe  Gegenstand,  der 
zu  c  in  der  p- Beziehung  steht,  auch 
der  mit  m  anfangenden  und  auch 
der  mit  n  endenden  g-Reiho  ange- 
hört. Statt  und  (y)  beweisen  wir 
zunächst  die  Sätze,  die  bei  denselben 
Untergliedern  als  Oberglieder  haben 

und 

,Tc-(i/-(^-:5- p)Y 

Mit  dem  Satze  (180)  gehen  wir  zu 
(J)  über.  Um  zu  (;')  überzugehen, 
bedürfen  wir  des  ähnlichen  Satzes 

««(Jl^^-i  g—  p)Y 
n^iy^p) 
Lc  ~(y~i($p.— g—;>)) 

den  wir  aus  (177)  ableiten. 


§  177.  Aufbau. 

La^^M^'  q) 
La^vw^-g) 
(174):  


o^(n^-^g) 

X 


t 

La^(n^z  g) 


(« 


Irr  c~(n  (#p^±q)) 
LrC~(y~{$p^^  g— 

I  rc^(y 


(15):- 


P) 

L.c-(y^(^p^-ig^p)) 
^c-(y^(^p-^g-p)) 

X 


(« 


Lc~(y  >($p^g^j>)) 


(177)::« 


c~(,f"(#p^iq~p))  (», 


140  Lm 

(184):- 


c~(yM£p— -g-j>)) 
P» 


L-cN/z^Cfo^g-j 


illlc):. 
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t 


n  *  (t/^p) 

■y  =  c  (x 

(130)::  

n~(y~p) 

c~(y~l(%p^q^p))  (X 


t 


(y~($P^iq-P)) 
n^(y^p) 

c~(>nl(£p^q~p)) 
1%P  (835 
X 

L-r*  q  -^p)) 

I—  \\p  (33«; 


•23  La^(c-p) 
(IU):- 


a^(n^:  g) 

r  ~(n^ig) 
r  ^p) 

X 

ll^-t  ~(»»  ^g) 
LT  ~(c 


(« 


0» 


c-(r  ~$p) 

t  n  (n  r»  4  g) 

r  ^(n^g) 


L  rc  -  (e^QLp^i  q) 


(c~p) 


(79) : 


c  "(e^($p — :  q)) 
e  ~(y^p) 
x  t -  {n^-Lq) 
v  ->(c  ^p) 
n^(y^>p) 

CS 

c^(x^(#p~tq)) 
x  ~(y~p) 
x  ^  (n  f>  •  q) 
x  ^{c  ^p) 

(y~p) 


» 


I  (15): 

j 

l 


L  r  ^(c^p) 

 n'(y^p) 

 IIP 


i33<;): 


L — p.c~(y^(#/>-g^;>)) 

l*     x  ~(n^g) 
Lr  ~(c  op) 


(337 


lila 


m  «  (a  ^  ^  5) 
s  =m 
(IIa)::  


0' 


(»):■ 


(lila):- 


L  rc~(n"{%p-.iq)) 


La  n  (c  '  p^ 
^  —  m  f>{t"i  q) 

 s  =  m 


(« 


(78)::- 
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La  ^(c  ^p) 
 m^(x^p) 

— l*p 

X 


^ 


p.  X  *  (S  * 

La  rt (a ^ £ 
' —  a  ^(c 

L  v  "  (c 


Hl! 


(16);. 


0* 


--9)) 


m^a^p) 


(15):. 


Tx  «(e~$p— ig—ji)) 


Lr  ~(c-\p) 


(V 


X 

x  "(c"*L(%p^ q^ p)) 
m^{x"'p) 

x~(c<-($p^iq^p)) 


(*):: 


Lm^(a-^p) 

Li** 

Lr  ~(e~p) 


IIa  L — g(a)  =  ( — a~u) 

(4fi):  

L — g(a)  =  ( — f[a)) 
|L^</(a)  =(__a~u) 
I  i(_  f\e))  =  u 


[«  <,(a)  =  (_/ta)) 
|U^0(a)=(-_a~«) 
I  i(—f(e))  =  u 


(Va) : 


L__fye)  =  <?(— fr» 
Lf,^a)  =  (—  a-M) 

I       f( — /^f))  =  u 

(III  c) :  

L  ^(e)  =  « 

L^p(a)  =  (—  a~u) 
I  /(_/{c))  =  u 


,338 


(33i> 


igitized  by  Google 


e  f>  (n^ig) 
m  »"»  (e  r>  i  g) 

I — J.=  m;  n 


=  ^Ug 


(339): 


L — ^(e)  =  4£g 


(340 


179 


(273):- 


Lm^(a^g) 
Un-(n-zg) 
I — a  ^{c  *p) 


.m:n£q~{u~)p) 
.lg 


(lila): 


L  m  ^  (a  ^ :  g) 
-r«  ^(n^  q) 
I — s  ^(c  ~p) 
c 

m;  n£g~(M-)j>) 
s  =  a 

(79)::  

p-s  ~(n^g) 
Ls  ^(c  ~_p) 

l— rn  ~(n~i  q) 
c  *u 

m;  n£g~(u~)j>) 

ig 

a  ^(c  r  p) 


*.t  ~(n~:g) 
Lr  ^(c  ^_p) 

 m^(a^g) 

 r»  ^(n~.ig) 

m;  n£g~(a~)p) 


•  Ig 

•  a  « (c 


(337)  :■ 


0> 


iLn  ^p1! 
1— m^(a  ^  '  g) 
I — r  n  «  (r»  ^  1  q) 
c  "tt 

m;  n£g~(u~)p) 


X 

m^(a^ :  g) 

a  ^^c  °p) 
n  rs(y  r  p 

' — r  n  *  (n  0  ^  g) 
c  0  u 

m;  n£g~(«-)p> 


.Ig 
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x  "(c  °jp) 
n  ~(y\p) 

tC 

-m;  n£g~(u~)p) 
-Ig 


(338) : 

I 


x  g  —  p)) 

n  ^(n^-tg) 
c  °u 

m;n£g~(«~)j>) 
X 


c  nu 


l—n  "(y^p) 

1 — c  ^(y^(#p— ff— J>)) 
I — rn  ^  (n  ^  jl  g) 

•  x  ^(c  ^i(£p— g— p)) 
•m;nig^(«^)i») 

•  Ig  (t 


(269,270)::. 


Ittttttt c  "tt 

LI*P 

l—n  "(y^p) 

— c  ~(s;y£i£p-g~ j>)) 
— r n  ^(n^-ig) 
— m;  nig^(t*^>p) 
—  Iff  (k 

(18)::  


rrc~* 


(x^p) 
l-u^Cmjnig^)^) 
I — n  ^(y^\p) 
Ii  "(»".ig) 
m;»£g"(«")p) 

Iff 


(IV»):- 


( — c-u)  =  ( — c~(x;  y^p^g^p))) 


c  "(x;y£(£p~g-j))) 
c 

1 —  m  ^  (x  ^_p) 
1 — «  ^(ro;  n£g^)$p) 
i — n  ^(y^p) 
n  ^(n^sq) 

Iff 


(834)::- 


Digitized  by  Google 


— rn  ^(n^zj) 
I — m;n£q*(u~)p) 


a~tt)==(_a~(x;y£(£p-o~p))) 
m^(x*p) 

-  n  °  (y  ^p) 

-m;  n£q"(u~)p) 
-13 


(I 


(340): 


^m^(x^p) 
Lu  -(ro;  n£g~)$p) 
—  n  ^(y^p) 

I — w;n^2-(w^)p) 
-Ig 

X 


(0 


Fm~(a;~p) 


tj( — e~u)=x,y£($p^q~  p) 
' —  **  ~(m;  n£gf>)#p) 
l — n  "(y^p) 

■I«  (TT 
(IIa)::  

I 


1  r**"(X~p) 

Ul^.t( — €^m)  =  z;  y£q 

 «  '•(»•;  nig^)^p) 

— —  n  r*(y  ^  p) 


•m;  n£q^(u^)p) 


(IIa)::  


■        ,  m^(x^p) 

 m  ~(m;  n£g~)#p) 

 n  ^{y^p) 

 rn  "(n^J-q) 

 m',n£q~(u~)p) 

lq  (ff 


m^(x^p) 
e(-_«~u)  =  *£q 
ti~(m;n£g~)#p) 
n  ~(y~p) 
r n  ^(n^zg) 
m;  n£g^(t«~)p) 

Lm^(a  ^p) 
«_e(_e~«)  =  *£q 
w^njg^p) 
n~(y^p) 
n  ^  (n  ^  -?.  g) 
m;  n£g~(ti^)p) 
Ig  (341 


Digitized  by  Googl 


X 

(IIa)::  

— e~«)  =  s;y£q  (x 
(IIa)::  

X 

|*<^e(_ e~u)  =  *Uq 

I  ^rfl^«  (/* 

(346):  •  


—  #(m;  n£g)  =  #u  (346 


(IHf)::  

I  m=»(m,n£q)  (347 

347  [«l^V-  «~u)  =  «£q 
I  0M  =  #(1;  »tt^f) 

(314)::  


(348 
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Anhänge. 

1.  Tafel  der  Grundgesetze 

aus  ihnen  zunächst  folgenden  Sätze. 


[ 

rO 

•  — 
—  O 

Ii 

•  — 

•  — — 

_  a 

t 


a 
b 
a 

b 

a 
b 
a 
b 


(I  (§  18) 


(Ia  (§  49) 


(Ib  (§  49) 


de  (§  49) 


(Id  (§49) 


(Ie  (§  49) 


(If  (§  49) 


) 


dg  (§  49) 
(Ha  (§  20) 


LMpiM)      (üb  (§25) 


l9(a  =  b) 

Km 

La  =  b 

Et7 

U/W 


(HI  (§  20) 


(Ina  (§  50) 


(Illb  (§  50) 


(IIIc  (§  50) 


(Illd  (§  50) 
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(ine  (§  50) 


(Hlf  (§  50) 


(T(__a)  =  (^a)  (Hlg  (§  50) 
U(a)  =  A&) 

la=b  (Hlh<,t?50) 

 •  

(.(— a  =  6)  =  (a  =  6)  (Uli  (§  50) 

 •  

L_( — a)=( — b) 
\{—a)=(Tb)    (IV  ($18) 


L  a 

hl 


(_<*)  =  (_&) 


(IVa  (4j  51) 
[(_a)=(^a)      (IV b  (§  51) 


•-A-«) 
—  •  

U— «0 


(IVc  <$  51) 


(IV  d  (§61) 


\(a=b)  =  (h=a)  (IVe  ($?  51) 


 •  —  

L—F(if\e))  =  F(«9i°)) 
L^A«)  =  <rt<0 

frA«)  =  <K<») 

L6A€)  =  a</Ca) 
•  ■■ 

L — a=\«A«) 


(V  (§  20) 

(Va  (§  52) 

(Vb  (g  62) 
(VI  (§  18) 

(Via  (§  52) 


2.  Tafel  der  Definitionen. 

^      (^l„  =  t'ü(6)j  V         U-(«~<?)j  (ß 

Beziehung  des  Hineinfallen«  eines     (Zusammengesetzte  Beziehung.  §  54, 

S.  72.) 

\^         I  c-;b-p)/  (/' 

(Eindeutigkeit  einer  Beziehung.  4J  37, 
S.  55.) 


Gegenstandes  in  einen  Begriffsum- 
fang.    §  34,  8.  53.)  ») 

1)  Diene  kanten  Hindeutungen,  die  ich 
in  Worten  den  Begriffsschriltdofinitionen 
hinzufüge,  erBchöpfen  die  8ache  nicht  und 
machen  keinen  Anspruch  auf  strengste  Ge- 
nauigkeit 
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rvLr,  rb~€ 

Lb^(a^j>) 


■  Ip 


(Abbildung  durch  eine  Beziehung. 
§  38,  S.  57.) 

(Umkehrung  einer  Beziehung.   §  39, 

S.  56.) 

\      Ltt^(e^)^q)j  (z 

(Die  Anzahl  eines  Begriffes;  d.  h.  die 
Anzahl  der  unter  einen  Begriff 
fallenden  Gegenstände.  $  40,  S.  57.) 


=  f 


La^u 

V  U-u7  (H 

(Beziehung  einer  Anzahl  zur  nächst- 
folgenden.   §  43,  S.  58.) 

\\  w*C,«  =  e)=:B  (0 

(Die  Anzahl  Null.    §  41,  S.  58.) 

||.»e(e  =  8)  =  l  (/ 

(Die  Anzahl  Eins.    §  42,  S.  58.) 

IM* 


lr 


>  ■» 


i — m 


■>!TlT8(a) 

j  Lb^(a^g) 

' — 80» 


(Ä 


(Das  Folgen  eines  Gegenstandes  auf 
einen  Gegenstand  in  der  Reihe 
einer  Beziehung.    §  45,  S.  60.) 


(Die  Beziehung,  dass  ein  Gegenstand 
der  mit  einem  Gegenstande  an- 
fangenden Reihe  einer  Beziehung 
angehört.    §  46,  S.  60.) 


(Die  Anzahl  Endlos.   §  122,  S.  150.) 
|  [  «1(-ttt  e  ~  (°  "  9)\=  «*  -  9 


,e^(a^q) 


(§  138,  S.  171.) 

\[l(o^(a^e))  =  o;  a 
(Das  Paar.    §  144,  S.  179.) 

=p-q 


(- 


(Koppelung  einer  Beziehung  mit  einer  Beziehung.    §  144,  S.  179.) 


(O 


144,  S.  179.) 


IM 


n  in 


c  *>  (n^i^qj 
tn  ^  (e^ig) 
L-r  n  n  (n-^^g) 
I — J.=m;  n 

1« 


(Der  Umstand,  dass  ein  Gegenstand  einer  von  einem  Gegenstande  bis  zu 

einem  Gegenstande  laufenden  Reihe  angehört.    §  158,  S.  201.) 
ff  g«.  Qnwtimtn  t  16 
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8.  Tafel  der  wichtigeren  Lehrsätze. 


 •  

L  F(f\a)) 
•  


Fifa  b)) 
F(a~(b^q)) 
difle,  a)  =  q 

F(a^(b"q)) 
Üfa  a)  =  q 


lF{a^{b^aefiE,  «))) 

LF(a~(b"<}if{e,  er))) 
LF(f\a,b)) 


^a^U/lt))) 
F(—fia)) 


1 


d^(m^{p-^q)) 
e  ^  (m  r*  q) 
d^(e  ^p) 


(1 


(77 


LF(ar>tf(e))  (82 
|./*(a,6)  =  a-(6-«^£)«))  (2 


(« 


(10 


(33 


(30 


(58 


(5 


Wenn  ein  Gegenstand  (d)  zu 
einem  zweiten  (e)  in  einer  (^Be- 
ziehung steht  und  wenn  der  zweite 
Gegenstand  (c)  zu  einem  dritten  (m) 
in  einer  zweiten  (^-)Beziehung  steht, 
so  steht  der  erste  Gegenstand  zum 
dritten  in  der  aus  der  ersten  und 


zweiten  zusammengesetzten 
hung  l). 

d^e^p^q^p)) 
c^(e^p) 
b^^c^q) 
.d^(b^$p) 


Bezie- 


(174 


e~(d^(p^q)) 
e*(x  ^p) 
x^(d^q) 

ig 


(15 


Lu!TlTb  =  a 

j  Le  (a^q) 
I— c  «"»  (b  -q) 


(16 


i 


d  =  a 
b  r»  (a^q) 
b  f>  {d^q) 
l-Iq 


(13 


Wenn  eine  Beziehung  eindeutig 
ist  und  wenn  ein  Gegenstand  (fr)  zu 
einem  zweiten  (d)  und  einem  dritten 
(a)  in  dieser  Beziehung  steht,  so 
fällt  der  zweite  (ci)  mit  dem  dritten 
(a)  zusammen. 


1(1»-*) 


(17 


Eine  aus  zwei  Beziehungen  zu- 
sammengesetzte Beziehung  ist  ein- 
deutig, wenn  jene  es  sind. 


1)  Die  Uebersotzungen.  die  ich  den  Be- 
griffsschriftsätzeu  anhänge,  geben  zwar  den 
Hauptinhalt  wieder,  erschöpfen  aber  nicht 
immer  den  ganzen  Inhalt. 
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(18 


(8 


b 


b  ^(a^q) 

ig 


(ii 


u  ^(v^)q) 

•W^(u^)p)  (19 
Wenn  ein  Begriff  in  einen  zwei- 
ten durch  eine  erste  Beziehung  und 
dieser  zweite  Begriff  in  einen  dritten 
durch  eine  zweite  (^Beziehung  ab- 
gebildet wird,  so  bildet  die  aus  der 
ersten  und  zweiten  Beziehung  zu- 
sammengesetzte Beziehung  den  ersten 
Begriff  in  den  dritten  ab. 

,F(a"(r~$q)) 
F(r"(a~q))  (22 


(23 


f  =  (24 

Die  Umkehrung  einer  Beziehung, 
dieaus  einer  ersten  und  einer  zweiten 
zusammengesetzt  ist,  ist  zusammen- 
gesetzt aus  der  Umkehrung  der 
zweiton  und  der  Umkehrung  der 
ersten. 

fi  r0*»fM 

L«^(w?-)^q)  (49 
Die  Anzahl  der  unter  einen  ersten 
(K7-)Begriff    fallenden  Gegenstände 


fällt  nicht  zusammen  mit  der  Anzahl 
der  unter  einen  zweiten  (xr-)Begriff 
fallenden,  wenn  es  keine  Beziehung 
giebt,  die  den  ersten  Begriff  in  den 
zweiten  und  deren  Umkehrung  zu- 
gleich den  zweiten  in  den  ersten 
abbildet 


t;~(«~)$0)  (32 

Die  Anzahl  der  unter  einen  ersten 
(tt-)Begriff  fallenden  Gegenstände 
fällt  zusammen  mit  der  Anzahl  der 
unter  einen  zweiten  (v-)Begriff  fallen- 
den, wenn  eine  Beziehung  den  ersten 
in  den  zweiten  Begriff  abbildet,  deren 
Umkehrung  den  zweiten  in  den  ersten 
abbildet. 


( — o^u)  =  (  drsV) 


(96 


\ 


/vi^Trr  m  =  a 


(<58 

\H  #  (71 

Die  Beziehung  einer  Anzahl  zur 
nächstfolgenden  in  der  Anzahlenreihe 
ist  eindeutig. 

(•UM  (89 

Die  Beziehung  einer  Anzahl  zur 
nächstvorhergehenden  in  der  An- 
zahlenreihe ist  eindeutig. 


c 

=  c\= 


(101 


16' 
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»tt  =  8  (94 

Wenn  Null  die  Anzahl  der  Gegen- 
stände ist ,  die  unter  einen  Begriff 
fallen,  so  fällt  kein  Gegenstand  unter 
diesen  Begriff. 

^C~(Q~f)  (108 

In  der  Anzahlenreihe  geht  der 
Null  nichts  unmittelbar  vorher. 


(97 


Wenn  kein  Gegenstand  unter 
einen  Begriff  fällt,  so  ist  Null  die 
Anzahl  der  unter  diesen  Begriff 
fallenden  Gegenstände. 

»u  =  a  (107 

Zu  jeder  von  der  Null  verschie- 
denen Anzahl  giebt  es  eine  ihr  in 
der  Anzahlenreihe  unmittelbar  vor- 
hergehende. % 

U^t>  (99 

Wenn  Null  die  Anzahl  der  unter 
einen  ersten  Begriff  fallenden  Gegen- 
stände ist,  so  ist  Null  auch  die  An- 
zahl der  Gegenstände,  die  unter  einen 
dem  ersten  untergeordneten  Begriff 
fallen. 

La  «  u 

(117 

Wenn  Eins  die  Anzahl  der  unter 
einen  Begriff  fallenden  Gegenstände 
ist  und  wenn  ein  erster  Gegenstand 
unter  diesen  Begriff  fällt  und  ebenso 


ein  zweiter,  so  fallen  beide  Gegen- 
stände zusammen. 

nu=\ 

a  =  c 
o  ^  u 

c^u  (121 


5 


Wenn  ein  Gegenstand  unter  einen 
Begriff  fällt  und  wenn  jeder  Gegen- 
stand, der  unter  diesen  Begriff  fällt, 
mit  jenem  zusammenfällt,  so  ist  Eins 
die  Anzahl  der  unter  den  Begriff 
fallenden  Gegenstände. 


(122 

Eins  ist  die  Anzahl  der  unter 
einen  Begriff  fallenden  Gegenstände, 
wenn  es  einen  Gegenstand  giebt, 
der  unter  diesen  Begriff  fällt,  und 
wenn  jeder  unter  den  Begriff  fallende 
Gegenstand  mit  jedem  Gegenstande 
zusammenfällt,  der  unter  den  Begriff 
Mit 

(110 

Die  Anzahl  Eins  folgt  in  der 
Anzahlenreihe  unmittelbar  auf  die 
Anzahl  Null. 

p=i  (Hl 

Die  Anzahl  Null  ist  von  der  An- 
zahl Eins  verschieden. 


\£2 


(113 


Wenn  Eins  die  Anzahl  der  unter 
einen  Begriff  fallenden  Gegenstände 
ist,  so  giebt  es  einen  unter  diesen 
Begriff  fallenden  Gegenstand. 
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La 


^(a^q) 

U  ^(a^q) 

I  F(b) 

 a^{b^j.q) 


(123 


—  a~{b^sq)  (124 

Wenn  ein  Gegenstand  auf  einen 
Gegenstand  in  einer  Reihe  folgt,  so 
giebt  es  einen  Gegenstand,  der  zu 
dem  ersten  in  der  reihenden  Be- 
ziehung steht. 

^a^G^-tf)  (12G 

Der  Anzahl  Null  geht  nichts  in 
der  Anzahlenreihe  vorher. 


M^ib^iq) 


ö  ^(a^q) 


(127 


"i: 


d^{a^±q) 

d^ia^q)  (131 

Ein  erster  Gegenstand  geht  einem 
zweiten  in  einer  Reihe  vorher,  wenn 
er  zu  ihm  in  der  reihenden  Be- 
ziehung steht. 


an(mr  13) 

•  a~(e  *^q)  (133 

Wenn  ein  Gegenstand  auf  einen 
zweiten  in  einer  Reihe  folgt  und  zu 
einem  dritten  in  der  reihenden  Be- 
ziehung steht,  so  folgt  auch  der 
dritte  auf  den  zweiten  in  dieser  Reihe. 


IE 


x^(d^±q) 

d^(y^sq)  (275 

Wenn  ein  Gegenstand  auf  einen 
zweiten  in  einer  Reihe  folgt  und 
einem  dritten  in  dieser  Reihe  vorher- 
geht, so  folgt  auch  der  dritte  auf 
den  zweiten  in  dieser  Reihe. 


x~(y~($p^sq^p)) 
x~(t/~J.($p^q^p))  (177 


d^(c^sq) 

d^ia^q) 

a^(c^-Lq) 


(129 


(302 


m^(n  f>  sp) 

M  "(m"-L$jO  (299 
Ein  Gegenstand  folgt  auf  einen 
zweiten  in  der  Reihe  einer  Be- 
ziehung, wenn  der  zweite  auf  den 
ersten  in  der  Reihe  der  umgekehrten 
Beziehung  folgt. 


F(a^(c^^q)) 


(130 


9) 


X  r>  (y- 

y—x 

■x^iy^iq)  (200 
Wenn  ein  Gegenstand  einer  mit 
einem  zweiten  anfangenden  Reihe 
angehört,  so  fallt  er  entweder  mit 
ihm  zusammen  oder  er  folgt  auf  ihn 
in  dieser  Reihe. 


X^(ßrxj_g) 

d^iy^t  q) 


(27« 
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x^(y^±q) 
x^(d^t  q) 


(280 


zugleich  der  mit  einem  dritten  (x) 
anfangenden  Reihe  derselben  Be- 
ziehung angehört,  so  gehört  der 
zweite  ebenfalls  der  mit  dem  dritten 
anfangenden  Reihe  an. 

\ld^(a^q) 
f-a^(y^iq) 


a^(b*lq)  (144 


L^a"{m*iq) 
y-e  ^(m^q) 

La^(e  ^iq)  (134 
Wenn  ein  Gegenstand  einer  mit 
einem  zweiten  anfangenden  Reihe 
angehört  und  zu  einem  dritten  in 
der  reihenden  Beziehung  steht,  so 
folgt  der  dritte  auf  den  zweiten  in 
dieser  Reihe. 


d^(c^±q) 
d^(a^q) 

a^ic^iq)  (132 

Wenn  ein  Gegenstand  einer  mit 
einem  zweiten  endenden  Reihe  an- 
gehört und  wenn  ein  dritter  zu  ihm 
in  der  reihenden  Beziehung  steht, 
so  folgt  der  zweite  auf  den  dritten 
in  dieser  Reihe. 


a^(m^L  q) 
a^im^sq) 


(136 


a^(m^iq) 
e^ini^q) 


(137 


\-X"(y~lq) 
\*-x*(d^<Lq) 
\-d^(y^  ^q) 
Wenn   ein  Gegenstand  (d)  der 
mit  einem  zweiten  (y)  endenden  und 


(322 


n  "  (b^^q) 
b  =  a 


(285 


(139 


(140 


(.a~(a~ig) 

Jeder  Gegenstand  gehört  der  mit 
ihm  selbst  anfangenden  Reihe  irgend- 
einer Beziohung  an. 

c~(y~($p>-^  Lq^p)) 
n^(y^p) 

c~(y~M$P^q~p)) 
I%p  (335 


x  ^(y~($P— ig— p)) 

tn^{x^p) 

•  X^yr^^p^q^p))  (180 


 rlXb) 

iFXa) 

I  a^(b  ^iq) 

I  


a~(b"^q)  (152 


(141 


L  C  "  (6  «  q) 

I  a^(b^±q) 

Wenn  ein  Gegenstand  (6)  auf 
einen  zweiten  (a)  in  einer  Reihe  folgt, 
so  giebt  es  einen  Gegenstand,  wel- 
cher zu  dem  ersten  (6)  in  der  reihen- 
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den  Beziehung  steht  und  welcher 
der  mit  dem  zweiten  (o)  anfangenden 
Reihe  dieser  Beziehung  angehört 
(8.  143). 

■8~(6~il)  (145 

Keine  endliche  Anzahl  folgt  auf 
sich  selbst  in  der  Anzahlenreihe 
(S.  137  u.  144). 

Q^(6^if)  (155 

Die  Anzahl  der  Glieder  der  mit 
einer  endlichen  Anzahl  (6)  endenden 
Anzahlenreihe  folgt  in  der  Anzahlen- 
reihe unmittelbar  auf  diese  Anzahl  (6). 

USri-(a-f) 

I  8~(6^f)  (157 

Zu  jeder  endlichen  Anzahl  giebt 
es  ein  unmittelbar  folgendes  Glied 
der  Anzahlenreihe. 


dritten  (a)  in  dieser  Beziehung  steht, 
so  gehört  der  zweite  (n)  der  mit 
dem  dritten  (o)  anfangenden  Reihe 
dieser  Beziehung  an. 

r  ^  (n  ^  ^p) 
n  r\(r^Jip) 
1—  m^{n^z  p) 

I  m^(r~Lp)  (243 

Wenn  ein  Gegenstand  (r)  der 
mit  einem  zweiten  (tn)  anfangenden 
Reihe  angehört,  deren  reihende  Be- 
ziehung eindeutig  ist  und  wenn  der- 
selben Reihe  ein  dritter  Gegenstand 
(n)  angehört,  so  gehört  dieser  (n) 
der  mit  dem  ersten  (r)  anfangenden 
Reihe  dieser  Beziehung  an  oder  geht 
diesem  in  der  Reihe  vorher. 


n  ^{rn^t  Qp) 
 •  


(303 


(304 


lo(a^if) 

8~(a~.if)  (30<; 
Wenn  ein  Gegenstand  auf  Null 
in  der  Anzahlenreihe  folgt,  so  gehört 
er  der  mit  Eins  anfangenden  An- 
zahlenreihe an. 


Ein  Gegenstand  (n)  gehört  der 
mit  einem  zweiten  (m)  anfangenden 
Reihe  einer  (jj-)Beziehung  an,  wenn 
der  zweite  (w)  der  mit  dem  ersten 
(n)  anfangenden  Reihe  der  umge- 
kehrten Beziehung  angehört. 

—d*(n*j.p)  (242 

Wenn  ein  Gegenstand  (d)  einem 
zweiten  (n)  in  einer  Reihe  vorher- 
geht, deren  reihende  Beziehung  ein- 
deutig ist,  und  wenn  or  zu  einem 


G^(a^^f) 

a^(n^^f)  (307 
Wenn  ein  Gegenstand  der  mit 
einer    endlichen   Anzahl  endenden 
Anzahlenreihe  angehört,   so  ist  er 
selber  eine  endliche  Anzahl. 

\—i*(y~±q)  (296 

Wenn  ein  Gegenstand  (y)  einer 
mit  einem  zweiten  (t)  anfangenden 
Reihe  angehört,  deren  reihende  Be- 
ziehung eindeutig  ist,  und  wenn  der 
zweite  Gegenstand  (»)  auf  sich  selbst 
in  der  Reihe  dieser  Beziehung  folgt, 
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so  folgt  auch  der  erste  (y)  auf  sich 
selbst. 


*X»(8~$if)) 


(205 


(165 


Endlos  folgt  auf  sich  selbst  un- 
mittelbar in  der  Anzahlenreihe. 


r 

Lo^t^f)  (172 

Wenn  Endlos  die  Anzahl  eines 
Begriffes  ist  und  wenn  die  Anzahl 
eines  andern  Begriffes  endlich  ist, 
so  ist  Endlos  die  Anzahl  des  Begriffes 
unter  den  ersten  oder  unter  den 
zweiten  Begriff  fallend  (S.  154). 

p^^-:  f)  (167 

Endlos  ist  keine  endliche  Anzahl. 


(188 


x^(y^.'.q) 
x*(y^±{u~q)) 

 •  — — 

y^u 

d^(y^{u-q)) 


(189 


(194 


(201 


(191 


(197 


iL-- rb-» 
k!^t>-(e-q) 

t  ^(t^^q) 
Iq 

cz=<ßu  (207 
Wenn  Endlos  die  Anzahl  der 
unter  einen  Begriff  fallenden  Gegen- 
stände ist,  so  können  diese  in  eine 
anverzweigte  Reihe  geordnet  werden, 
die  mit  einem  bestimmten  Gegen- 
stande anfangt  und,  ohne  in  sich 
zurückzukehren ,  endlos  fortläuft 
(S.  160). 

F(i(o~(a~e)))  (249 


Uo;a  =  e;» 

La  =  i  (251 
Wenn  ein  Gegenstand  mit  einem 
zweiten  und  ein  dritter  Gegenstand 
mit  einem  vierten  zusammenfällt,  so 
fällt  das  aus  dem  ersten  und  dritten 
bestehende  Paar  zusammen  mit  dem 
aus  dem  zweiten  und  vierten  be- 
stehenden. 

[o^(a^q)  =  q~(o;  a)  (215 


x  =  d 

m;  x  =  c;  d  (219 

Wenn  ein  Paar  mit  einem  zweiten 
zusammenfällt,  so  fällt  das  zweite 
Glied  des  ersten  mit  dem  zweiten 
Gliede  des  zweiten  zusammen. 


m  —  c 

m;  x  =  c;  d 

 •  


f\m,  x)  =  fa  d) 
m;  x=c\  d 
 •  


(220 


(221 
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-yD  «  (A  *  (p  *  q)) 
.(    ^  (o  >^p) 

D  =  c;b 
•  b      (a  ^q) 

A  =  o;a  (213 


m;  a;^(o;  a^(j>~g)) 


m;  £^(0;  a  ^  (p  ~ </)) 


(224 


(225 


tn;  #<>(n;  y-^(p-g)) 


(231 


Li 


m;«^^;  d^itpii}))  (233 

Wenn  ein  Paar  auf  ein  zweites 
in  der  Reihe  einer  gekoppelten  Be- 
ziehung folgt,  so  folgt  das  zweite 
Glied  des  ersten  Paares  (d)  auf  das 
zweite  Glied  des  zweiten  Paares  [x) 
in  einer  Reihe ,  deren  reihende  Be- 
ziehung das  zweite  Glied  der  ge- 
koppelten Beziehung  ist. 


Lx^(d^^q) 
Lm;  x^{c;  d^L(p~ 

Lm*{b~±p) 

 •  


ff))  (234 


ff))  (244 


ff))  (240 


r  ™*>  y) 

lFKm,x) 
Ffa  a) 
b^(a^q) 

m;  x*{n\ y^L(p^q)) 


(257 


I(pxq) 
Iff 


(252 


Wenn  eine  Beziehung  eindeutig  ist  und  ebenso  eine  zweite,  so  ist  die 
aus  der  ersten  und  zweiten  Beziehung  gekoppelte  ebenfalls  eindeutig. 
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Lc;  d"(o:  a^ip^q)) 
y-d^(a^q) 

\-c"(o~p)  (208 
Wenn  ein  Gegenstand  (c)  zu 
einem  zweiten  (o)  in  einer  (^Be- 
ziehung steht  und  wenn  ein  dritter 
Gegenstand  (d)  zu  einem  vierten  (a) 
in  einer  zweiten  (g-)Beziehung  steht, 
so  steht  das  aus  dem  ersten  und 
dritten  Gegenstande  bestehende  Paar 
(c;  d)  zu  dem  aus  dem  zweiten  und 
vierten  bestehenden  Paare  (0:  a)  in 
der  aus  der  ersten  und  zweiten  Be- 
ziehung gekoppelten  Beziehung. 

Ld  <* (a n q) 
-yl~(c;  d^Kp^q)) 


(209 


Lx,m~(y,n"i(q~p)) 

Lm;*«(n;y~£(p*j))  (258 
 •  

LF(Ar>(b;d^Lt)) 

lF\b  "(d"U*tÜ)  (247 


\xim^(q*p)=W»;x~Ap*q))  (259 


[_ — I(m;  x\lp~q)) 

U_t  "(\r>ip) 

LmA(in  ip) 

 Ip 

 Ig 


 •  

j.m"(g"(m;  a; 

^x^(d^^q) 


(253 

(210 
(238 


C"(d"(m;  x*\(p~  q)))  (235 


1? 


o^(a^(i'(^ü3))) 

d~{a^q) 

c  °(o  ^p) 

c^Crf^U^fp-g)))  (211 


Endlos  ist  die  Anzahl  der  unter 
einen  Begriff  fallenden  Gegenstände, 
wenn  sich  diese  in  eine  Reihe  ordnen 
lassen,  die  mit  einem  gewissen  Gegen- 
stande anfängt  und  endlos  fortläuft, 
ohne  sich  zu  verzweigen  und  ohne 
in  sich  zurückzukehren  (8.  179). 

Lj-c  ~(m;n£p) 

Kn  ^(n^j.p) 
—  c  ^(n^-ip) 

^.Ip  (274 

Ein  Gegenstand  (c)  gehört  der 
von  einem  zweiten  (m)  bis  zu  einem 
dritten  (n)  laufenden  Reihe  einer 
Beziehung  an,  wenn  diese  eindeutig 
ist,  wenn  der  dritte  Gegenstand  (») 
nicht  auf  sich  selbst  in  der  Reihe 
dieser  Beziehung  folgt  und  wenn 
endlich  der  erste  Gegenstand  (c)  so- 
wohl der  mit  dem  zweiten  (m)  an- 
fangenden als  auch  der  mit  dem 
dritten  (n)  endenden  Reihe  dieser 
Beziehung  angehört. 

|_n~(m;  n£q) 
y-m^(n^^q) 


dr>(Ä&q) 


(344 


(265 
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d"{x;  y£q) 


(269 


t: 


yf?)  (270 
Wenn  ein  Gegenstand  einer  von 
einem  zweiten  bis  zu  einem  dritten 
laufenden  Reihe  angehört,  so  gehört 
er  der  mit  dem  zweiten  anfangenden 
Reihe  derselben  Beziehung  an. 

a  =  Q 

■  a^(\;n£()  (312 
Wenn  ein  Gegenstand  der  von 
der  Eins  bis  zu  einem  zweiten  Gegen- 
stande laufenden  Anzahlenreihe  an- 
gehört, so  ist  er  von  der  Null  ver- 
schieden. 

n=  n£() 

G~(n~.if)  (314 
Jede  endliche  Anzahl  ist  die  An- 
zahl der  Glieder  der  von  Eins  bis 
zu  ihr  selbst  laufenden  Anzahlenreihe. 

'{y^lq) 

(323 


X' 


d*(x;  y£q) 


y~{y~±q) 
d~(x;y£q) 


r  =  x 

r    (x;  x£q) 


(271 


(282 


|fir-0(*;yf«)=«tt;»£f) 

\-Iq 

L_a;;l~(y;  n^^(g-f))  (298 
(8.  202.) 

|.ö~(w(s;y£$)^f)  (325 

Die  Anzahl  der  Glieder  einer  von 
einem  Gegenstande  bis  zu  einem 
Gegenstande  laufenden  Reihe  ist 
endlich. 

L  8  -  (m~t>t) 

U!^«  =  H£q  (327 

Wenn  die  unter  einen  Begriff 
fallenden  Gegenstände  in  eine  Reihe 
geordnet  werden  können,  die  von 
einem  bestimmten  Gegenstande  bis 
zu  einem  bestimmten  Gegenstande 
läuft,  so  ist  ihre  Anzahl  endlich. 

gia)  =  {—a~(A£q))  (340 


— e^u)  =  H£(\ 


Wenn  die  Anzahl  der  unter  einen 
Bogriff  fallenden  Gegenstände  endlich 
ist .  so  lassen  sich  diese  in  eine  Reihe 
ordnen ,  die  von  einem  bestimmten 
Gegenstande  bis  zu  einem  bestimmten 
Gegenstande  läuft  (S.  224). 
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Berichtigungen. 

Auf  S.  152  fehlt  in  der  ersten  Formel  des  §  124  das  Unterglied 

Auf  der  zweiten  Spalte  von  S.  168  hätte  der  Satz,  der  das  Abzeichen  ,x' 
erhalten  hat,  nach  den  sonst  hier  befolgten  Grundsätzen  eine  Ziffer  — 
etwa  ,179  a'  —  als  Abzeichen  erhalten  und  eben  damit  auf  der  ersten  Spalte 
von  S.  169  beim  Beweise  des  Satzes  (181)  angezogen  werden  müssen. 

Die  letzten  beiden  Sätze  auf  S.  196  müssen  so  aussehen: 


145 


Lo~(i^#)  (255 
(254):  

Auf  S.  216  muss  der  Satz  (295)  so  aussehen : 

[n-      y  £<?)= #(*; yiiy^^q-q)) 

\-Iq  (295 


il»)  tn  Jen».  —  1077 
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rB~[£Ks~#(t>^ff))~6f]' 

-Iq 

—  x^ic^tq) 

und  Ende  des  Abschnittes  M. 
§  25  bis  §  28.  Sätze  biB  (428)  

N.  Beweis  des  Sattes 
fn  B«(»»^f)« 

 8^(#W^f) 


Seite  30 


§  29  bis  §  32.  Satze  bis  (443)  

*  H  Beweis  des  Sattes 

h 


Seite  37 


L  nz=  nu 


-  #t>=  tt> 

a^v 
a^u 
a^w 

a)  Beweis  des  Satzes 

f1  r»*=#u  « 

*^(tt^)q) 
u^(js^)^q) 
a^(e^q) 

§  33  bis  §  36.  Sätze  bis  (453)  

b)  Beweis  des  Satzes 

lz~(u^)q) 

L  a*v 
-^rvL-r  a^(e^q) 

' — r  a^jp 
-sSpl^  a~(e~p) 
,  ' — r  a^v 

§  37  bis  §  40.  Definition  der  Function  Sätze  bis  (463)  .    Seite  48 


Seite  44 
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c)  Beweis  des  Satzes 


L  u  **  (e  « )  X  ff) 


>¥*) 


■ 


Ü 

a  ^tc 
o  ^(e^ff) 

Q  ^JS 

a  ^(c\p) 
a 

und  Schluss  des  Abschnittes  £ 
41  bis  §  44.  Satze  bis  (469)  


Seite  52 


0.  Folgesätze, 
a)  Beweis  des  Satzes 


§  45  und  §  46.  Sätze  bis  (472)  Seite  58 


■ 

^1 


b)  Beweis  des  Satzes 

§  47  bis  §  50.  Sätze  bis  (476)  

e)  Beweise  der  Sätze 
0io~(a~f)'  und  \n — rO^(»io^^f 


Seite  61 


L  QOtt 

.  I  nu  = 


§  51  bis  §  64.  Sätze  bis  (484)  Seite  66 
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III.  Die  reellen  Zahlen. 
1.  Kritik  der  Lehren  von  den  Irrationalzahlen. 


a)  Grundsätze  des  Definirens. 
§  55.  Vorbemerkung  Seite  69 

1.  Grundsatz  der  Vollständigkeit. 

§  56.  Der  Begriff  muss  scharf  begrenzt  sein  Seite  69 

4j  57.  Unzulässigkeit  des  stückweisen  Definirens   „70 

4j  58.  Entschuldigung  des  stückweisen  Definirens  durch  die  Ent- 

wickelung  der  Wissenschaft   „  70 

§  59.  Uuhaltbarkeit  von  Heines  Definition  der  Gleichheit  von 

Zahlzeichen   72 

4j  60.  Vermutliche  Verteidigung  Heines  und  ihre  Widerlegung       „  73 

§  61.  Ohne  ungültige  Definitionen  haben  wir  nicht  endgültige 

Lehr  satze   i,  74 

§  62.  Für  die  Beziehungen  gilt  das  Entsprechende.  Die  Be- 
ziehungen des  Grösserseius  und  der  Gleichheit    ....  „74 

§  U3.  Folgerung  für  die  Functionen  erster  Stufe  mit  einem  Ar- 
gumente   „  76 

§  64.   Die  entsprechende  Forderung  für  die  Functionen  erster 

Stufe  mit  zwei  Argumenten   „  75 

§  65.  Dasselbe  gilt  auch  von  den  arithmetischen  Zeichen,  die 

Functionsnamen  sind   „  77 


2.  Grundsatz  der  Einfachheit  des  erklärten  Ausdrucks. 
§  66.   Erläuterung  und  Begründung  dieses  Grundsatzes    .    .    .    Seite  79 
§  67.  Verstösse  gegen  beide  Grundsätze  des  Definirens  zugleich       „  80 

b)  Cantors  Lehre  von  den  Irrationalzahlen. 
§  68.  G.  Cantor  ordnet  jeder  seiner  Fundamentalreihen  eine  Zahl 
b  zu.    Zweifel  über  den  Sinn.    Annahme,  dass  die  Zahl  b 
ein  Zeichen  sei  und  die  Fundamentalreihe  bezeichnen  solle    Seite  80 


§  69.  Cantors  Erklärungen  der  Ausdrücke  „gleich  Null",  „grösser 
als  Null"  und  „kleiner  als  Null"  Verstössen  gegen  unsere 

beiden  Grundsätze  des  Definirens   „  81 

§  70.   Einwand  von  Illigeus  gegen  Cantors  Lehre   „  81 

§  71.  Weitere  Einwände  von  Illigens.    Bedenken  dagegen   .    .  „82 
§  72.  Pringsheims  Satz,  dass  die  rationalen  Zahlen  wohl  be- 
stimmte Quantitäten  vorstellen  können,  aber  nicht  müssen       „  83 

§  73.  Die  reelle  Zahl  ist  ein  Grösseuverhältnis   „84 

§  74.  Cnntors  Antwort  auf  Illigens  Einwände  vermengt  Zeichen 
und  Bezeichnetes.  Von  den  hier  erwähnten  abstracten 
Godankendingen  ist  in  seiner  eigenen  Erklärung  keine  Rede  „  85 
§  75.  Die  quantitative  Bestimmung  concreter  Grössen  durch  ab- 
stracto nach  Cantor.  Wir  haben  in  dem  von  Cantor  er- 
klärten Ausdrucke  nichts  der  Erklärung  Fähiges  ...  „86 
§  76.  Die  Cantorschen  Zahlgrössen  sind  überflüssig.  Das  Herein- 
ziehen der  Geometrie  giebt  uns  die  Hauptsache,  daB  Ver- 
hältnis.   Darum  ist  es  entscheidend   „  88 

§  77.  Versuch,  die  Cantorschen  Erklärungen  so  aufzufassen,  dass 
die  Zahlgrössen  nicht  Zeichen,  sondern  etwa  abstracte 
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Gedanken  dinge  seien.  Dies  misshngt,  weil  die  Zuordnung 

erst  möglich  ist,  wenn  man  das  Zuzuordnende  kennt     .    Seite  88 

§  78.  Cantor  ordnet  in  seiner  scheinbaren  Erklärung  des  Aus- 
druckes „gleich  Null"  gewissen  Fundaraen talreihen  die 
Zahl  Null  zu  und  giebt  in  den  scheinbaren  Erklärungen 
für  „positiv"  und  „negativ"  nur  Winke  für  weitere  Zu- 
ordnungen.   Definirt  wird  dadurch  nichts   „  90 

§  79.  Cantors  Definitionen  von  Summe,  Differenz  und  Product 

sind  in  mehrfacher  Hinsicht  fehlerhaft   „  90 

§  80.  Cantors  Festsetzung,  dass  einer  Fundamentalreihe,  deren 
Glieder  sämmtlich  die  rationale  Zahl  a  sind,  diese  Zahl 
a  zugeordnet  werde,  enthält  einen  Widerspruch  und  bringt 
uns  dem  Ziele  nicht  näher   „  91 

§  81.  Cantors  Definition  des  Gleich-,  Grösser-  und  Kleinerseins. 
Zweifache  Auffassung  des  Gleichheitszeichens.  Bei  der 
ersten  können  wir  nicht  über  die  rationalen  Zahlen  hin- 
aus, bei  der  zweiten  haben  wir  einen  Verstoss  gegen 
unsern  ersten  Grundsatz  des  Definirens.  Das  Schillern 
zwischen  Bekannt-  und  Unbekanntsein   „  91 

§  82.  Die  Definitionen  der  Summe,  des  Grösserseins  u.  s.  w. 
scheinen  die  Irrationalzahlen  schaffen  zu  sollen,  ein  Ver- 
stoss gegen  unsern  zweiten  Grundsatz   „  92 

§  83.  Die  Täuschung  verschwindet,  wenn  man  statt  der  alten, 

schon  erklärten  Wörter  und  Zeichen  ganz  neue  nimmt       „  93 

§  84.  Zusammenfassender  Rückblick  auf  die  Ergebnisse  der 

Prüfung  der  Cantorschen  Theorie   „  94 

§  85.  Eine  früher  von  Cantor  gegebene  Darstellung  ist  gleich- 
falls fehlerhaft   „  96 

e)  Die  Theorien  des  Irrationalen  von  E.  Heine  und  J.  Thomas. 

§  86.  Vorläufige  Kennzeichnung  dieser  Theorien  Seite  90 

§  87.  Heines  grundlegende  Aeusserung    „  9(j 

§  88.  Thomaes  grundlegende  Aeusserung   „  97 

§  89.  Grund  für  die  Vorziehung  der  formalen  vor  der  inhalt- 
lichen Arithmetik   „  98 

§  90.  Die  formale  Arithmetik  und  die  Begriffsschrift  als  Spiele      „  99 
§  91.  In  der  formalen  Arithmetik  drücken  Gleichungen  und 
Ungleichungen  keine  Gedanken  aus;  auf  diesem  Stand- 
punkte sind  also  auch  keine  Anwendungen  möglich   .    .       „  100 
§  92.  Die  formale  Arithmetik  entlastet  sich  auf  Kosten  der 

Wissenschaften,  in  denen  Anwendungen  gemacht  werden       „  101 
§  93.  Im  Rechenspiele  giebt  es  weder  Lehrsätze,  noch  Beweise, 
noch  Definitionen,  wohl  aber  in  der  Theorie  dieses  Spieles. 
Die  Möglichkeit  einer  Theorie  des  Rechenspieles  ist 

zweifelhaft   „  101 

§  94.  Man  braucht  von  den  eigentlichen  Zahlen  im  Rechen- 
spiele garnichts   „  102 

§  95.  Thomaes  Ausdruck,  den  Zahlzeichen  werde  in  Bezug  auf 

ihr  Verhalten  zu  den  Spielregeln  ein  Inhalt  beigelegt   .       „  103 
§  96.  Thomaes  Ausdrücke,  den  Schachfiguren  werden  gewisse 
Eigenschaften  beigelegt  und  sie  seien  äussere  Zeichen 
für  ihr  durch  diese  Eigenschaften  bedingtes  Verhalten  .      „  103 
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§    97.   Thomaes  Zugeständnisse,  dass  die  Zahlfiguren  zuweilen 

auch  als  Zahlzeichen  gebraucht  werden  Seite  104 

§    98.   Was  sind  Zeichen?   .      „  105 

§    99.   Gleichgestaltete  Zeichen  sind  nicht  dasselbe  Zeichen    .       „  106 
§  100.   Anders  in  der  formalen  Arithmetik.    Hier  haben  wir 
Figuren.    Gleichgestaltete  Figuren.    Unterschiede  der 

formalen  von  der  inhaltlichen  Arithmetik   „  107 

§  101.   Das  Rechnen  in  der  formalen  Arithmetik   „  108 

§  102.  Was  ist  Addiren,  Multipliciren,  Subtrahiren  im  Rechen- 
spiele?   ,.  109 

§  103.   Die  Null,  die  negativen  und  gebrochenen  Zahlen  bei  Thomae       „  110 

§  104.   Die  Rechenoperationen  nach  Heine   „  110 

§  106.   Die  Einführung  des  Negativen  bei  Heine   „  112 

§  106.   Die  Rechnungsregeln  Thomaes   „  113 

§  107.  Sinn  der  Thomaeschen  Formeln  als  Spielregeln  ...  „  114 
§  108.   Die  Spielhandlungen  im  Rechenspiele.    Doppelte  Rolle 

der  Gleichungen   M  116 

§  109.  Doppeltes  System  von  Regeln  in  der  formalen  Arith- 
metik. Um  dies  zu  vermeiden,  müssen  die  Regeln  in 
Worten  ausgedrückt  werden.   Ersatz  der  Formeln  durch 

eine  Regel   „  116 

§  110.  Regeln  der  formalen  Arithmetik,  Gesetze  der  inhalt- 
lichen Arithmetik  und  Sittengesetze   „  117 

§  111.  Unvollständigkeit  des  Thomaeschen  Regelverzeichnisses  „  117 
§  112.   Die  formale  Subtraction  als  Umkehrung  der  formalen 

Addition   „  118 

§  113.  Die  Ausnahmestellung  der  Null,  weist  auf  eine  ver- 
bietende Regel  hin   „  119 

§  114.   Versuch,  diese  verbietende  Regel  auszusprechen      .    .       „  120 
§  115.   Unsicherheit  bei  der  Anwendung  dieser  Regel    ...       „  121 
§  116.   Fernere  Unzulänglichkeit  des  Thomaescheu  Regel  Ver- 
zeichnisses und  Versuch  der  Abhülfe   ,,  122 

§  117.   Thomaes  Ausspruch,   dass  die  Division  nicht  immer 

widerspruchsfrei  vollzogen  werden  könne   „  122 

§  118.  Thomaes  Ausspruch  über  die  Widerspruchsfreiheit  der 

Gebilde   »123 

§  119.  Lässt  die  formale  Arithmetik  eine  vollkommen  wider- 
spruchsfreie Begründung  zu?   „  123 

§  120.  Nicht  jede   inhaltliche   Arithmetik   gründet   sich  auf 

Sinneswahrnehmung   „  125 

§  121.   Das  Ordnen  in  Reihe  und  das  Grössersein  bei  Thomae  „  125 

§  122.   Positive  und  negative,  gemeine  Zahlfiguren  bei  Thomae  „  126 

§  123.   Das  Unendliche  bei  Thomae   „  127 

§  124.   Einführung  des  Irrationalen.    Heines  Zahlenreihen  .    .  „  128 

§  125.   Thomaes  Definition  der  unendlichen  Folge   „  129 

§  126.  Thomaes  Nullfolgen.  Zahlfiguren,  die  nicht  hinge- 
schrieben sind,  sind  nicht  vorhanden   „  130 

§  127.   Können  alle  Terme  einer  Folge  nicht  angeschrieben 

werden?   „  131 

§  128.   Der  Forraalarithmetiker  wird  seinem  Plane  untreu  .    .  „  131 

§  129.   Versuch,  Thomaes  Meinung  besser  zu  treffen.  Hindernisse  „  133 
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§  130.    Weder  der  Umstand,  dass  ein  Satz  aus  der  Vorschrift 
für  die  Fortsetzung  der  Reihe  folge,  noch  dieser  Satz 
selbst,  kann  zur  Definition  der  Null  Vorschrift  dienen    .    Seite  133 
§  131.   Wegen  der  Endlichkeit  der  Menge  der  Zahlfiguren  ist 
die  formale  Arithmetik  unfähig  zur  Definition  des  Ir- 
rationalen.   Verhüllung  dieses  Sachverhalts     ....       „  134 
§  132.   Die  Gruppe  »(0  0  0..0..)«  ist  keine  Zahlenfolge   .    .      „  135 
§  133.   Die  Gruppe  »  {ax  as  a3  . .  an  . .)  c  ist  ohne  Rücksicht  auf 
ihre  Zusammensetzung  wie  ein  einzelner  Buchstabe  auf- 
zufassen   „  135 

§  134.  Der  Folge  wird  ein  Zeichen  durch  das  Gleichheits- 
zeichen zugeordnet.   Wie  ist  die  entstehende  Gleichung 

aufzufassen?   „  136 

§  135.   Die  gemeine  Zahl  als  zugeordnetes  Zeichen.  Vieldeutigkeit       „  137 

§  136.   Scheitern  der  formalen  Arithmetik   138 

§137.   Rückblick  auf  die  formale  Arithmetik   „138 

d)  Das  Schaffen  neuer  Gegenstände  nach  Ä  Dedekmd,  H.  Hankel,  0.  Stolz. 

§  138.   Die    drei   Hauptvorzüge    der    Dedekindschen  Lehre. 

Schroffer  Gegensatz  zur  formalen  Arithmetik  ....    Seite  140 

§  139.   Der  Schnitt.    Das  Schaffen  einer  Irrationalzahl.    Ist  es 

möglich?    Die  Schaffensmacht  ist  beschränkt      ...       „  141 

§  140.   Ein  schrankenloses  Schaffen  wäre  zu  bequem,  als  dass 

es  erlaubt  sein  könnte   „  141 

§  141.  Die  alternirenden  Zahlen  nach  H.  Hankel.  Die  mit 
diesen  geführten  Beweise  sind  hinfällig.  Ihre  Eigen- 
schaften bleiben  dunkel.  Durch  die  Festsetzungen  wird 
nicht  einmal  eine  Klasse  bestimmt,  der  die  alternirenden 
Einheiten  angehören,  viel  weniger  sie  selbst  ....       „  142 

§  142.  Eine  grössere  Formstrenge  des  Beweises  würde  den 
Fehler  offenbaren.  Beweise,  die  mit  der  imaginären 
Einheit  geführt  werden,  sind  oft  ebenso  mangelhaft  „  144 

§  143.   Schöpferische  Definitionen  von  0.  Stolz.  Folgenschwere 

Einschränkung  der  Schöpfermacht   „  144 

§  144.   Aus  dem  NichtofFenbaraein   eines  Widerspruchs  kann 

nicht  auf  dessen  Nichtbestehen  geschlossen  werden     .       „  145 

§  145.   Ist  Stolzens  Theorie  formal  im  Sinne  von  Thomae? 

Grosser   Unterschied    der   Ansichten   von   Stolz  und 

Thomae.    Dedekind.    G.  Cantor   „  146 

§  146.   Unsere  Einführung  der  Werth  Verläufe  ist  verschieden 

von  dem  Zahlenschaffen  der  Mathematiker     ....       „  147 

§  147.  Unser  Verfahren  ist  eigentlich  nicht  neu,  wird  mit 
vollem  Bewusstsein  seiner  logischen  Zulässigkeit  aus- 
geübt. Ohne  es  wäre  eine  wissenschaftliche  Begründung 
der  Mathematik  unmöglich   „  148 

e)  Weierstrassens  Lehre. 

§  148.   Schwierigkeiten,  die  der  genauen  Erfassung  und  Be- 

urtheilung  dieser  Lehre  entgegenstehen  Seite  149 

§  149.  Der  Pfeffernussstandpunkt  hinsichtlich  der  Anzahlen  .  „  149 
§  150.   Die  beiden  Fehler  der  Weierstrassischen  Lehre  von 

den  Anzahlen,  Einschmuggelung  der  eigentlichen  Zahl       „  150 
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§  161.  Kampf  der  Weierstrassiachen  Lohre  gegen  die  Natur 
der  Sache.  Singular  und  Plural  beim  Worte  „Einheit". 
Eigenname  oder  Begriffswort  ?  Ist  das  Gleichheitszeichen 
Identitätszeichen  ?    Der  Werth  eines  Aggregates     .    .    Seite  151 

§  152.   Verschiedene  Bedeutungen  des  Pluszeichens.  Das  Wunder 

der  wiederholt  vorkommenden  Gegenstände     ....       „  151 

§  153.  Die  Zahl  als  Aggregat  abstracter  Einheiten  oder  der 
wiederholt  vorkommenden  Eins.  Die  drei  Auffassungen 
der  Zahl  bei  Weierstrass   „  152 

§  164.  Die  höhern  Zahlen  bei  Weierstrass.  Sinnlose  Gleichung, 
sinnloser  Satz.  Die  Erklärungen  reichen  nicht  hin  oder 
fehlen  ganz   „  153 

§  155.  Die  Anerkennung  der  höhern  Zahlen  beruht  nach  Kossak 
auf  ihrer  Definition.  Ein  Schaffen,  dessen  Berechtigung 
zweifelhaft  bleibt   „153 

f)  Rückblick  und  Ausschau. 

§  166.   Formale  und  inhaltliche  Arithmetik.  Beide  Wege  haben 

bisher  nicht  zum  Ziele  geführt  Seite  154 

§  157.  Die  reellen  Zahlen  als  Grössenverhältnisse.  Das  Gebiet 
der  Anzahlen  kann  nicht  zu  dem  der  reellen  Zahlen 
erweitert  werden  ,    .    .       „  165 

§  158.  Die  Zahlzeichen  bedeuten  nicht  Strecken.  Loslösung 
von  der  Geometrie.  Logische  Natur  der  Arithmetik. 
„Formal"  in  andenn  Sinne   „  156 

§  159.  Mittelweg  zwischen  der  geometrischen  Begründungsweise 
und  den  in  neuerer  Zeit  versuchten  Wegen.  Ablösung 
von  jeder  besondern  Grössenart,  ohne  das  Messen  zu 
vernachlässigen.  Handhaben  für  die  Anwendung.  Be- 
denken   „  156 

g)  Grösse. 

§  160.  Misslungene  Versuche,  das  Wort  „Grösse"  zu  erklären  Seite  157 
§  161.   Grund  der  Misserfolge  ist  eine  falsche  Fragestellung. 

Klasse.    Welche  Eigenschaften  muss  eine  Klasse  haben, 

um  ein  Grössengebiet  zu  sein?   „  158 

§  162.   Bemerkung  von  Gauss.    Relation.    Das  Grössengebiet 

als  eine  Klasse  von  Relationen   „  159 

§  163.   Beispiel:  Abstandsrelationen   „  160 

§  164.   Vorläufige  Entkräftung  unseres  Bedenkens  im  §  159  .      „  160 

2.  Grössenlehre. 

jt,  Sätze  über  die  Zusammensetzung  von  Relationen 

im  Allgemeinen. 

§  165.   Das  associative  Princip  ist  für  alle  Zusammensetzungen 

von  Relationen  zu  beweisen  Seite  163 

§  166.   Beweis  des  associativen  Princips.    Sätze  von  (485)  bis 

(491)   „163 

§167  bis  §  170.    Das  commutative  Princip  in  gewissen  Reihen. 

Definition  der  Function  „£.    Sätze  bis  (502)  ....       „  166 
8ätze,  in  denen  die  Aehnlichkeit  der  Umkehrung  der 
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Relationen  mit  der  Umkehrung  des  Vorzeichens  her- 
vortritt. 

§  171  und  172.   Sätze  bis  (508)  Seite  168 

B.  Die  Positivalklasse. 

a)  Definitionen  der  Functionen  dg  und  y£  und  Folgerungen. 
§  173  und  §  174.   Definition  der  Function  dg  und  Folgerungen. 

Sätze  bis  (517)  Seite  168 

§175  und  §  176.   Positivalklasse.   Definition  der  Function  y£ 

und  Folgerungen.    Sätze  bis  (544)   „170 

b)  Beweis  des  Satzes 
q^%q  =  $p^p' 
.pr>8 
ir\$ 

§  177  und  §  178.  Sätze  bis  (559)  Seite  176 

e)  Beweis  des  Satzes 

$p-8 
P"Ü8 

§  179  und  §  180.  Sätze  bis  (561)  Seite  180 

d)  Beweise  der  Sätze 
\rnQ-(P-$P)  =  ql  \mp~%p^q  =  qi 

Ly, 

}*-q*s  , 

und  Folgerungen. 
§  181  bis  §  186.  Sätze  bis  (585)   Seite  181 


ir  öätzt 


«)  Sätze  über  das  Grössere  und  Kleinere  in  einer 

Positivalklasse. 
§  187  bis  §  192.  Sätze  bis  (589)  Seite  186 

r.  Die  Gereimte. 
Definitionen  der  Functionen  gg £  und 

§  193  bis  §  196.    Es  giebt  nur  eine  «-Grenze  von  u.  Sätze 

bis  (602)  Seite  187 

J.  Die  PosiHvklasse. 
o)  Definition  der  Function  pg  und  Folgerungen. 
§  197  und  §  198.  (Sätze  bis  (607)  Seite  189 
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b)  Beweis  des  Satzes 
L~a<-(p~(s$p)y 

\_pr>8  (Archimedisches  Axiom.) 

}Lp8 

§  199  bis  §  214.    Definitionen  der  Function  fjj£.     Satze  bis 

(636)  Seite  1£ 

£  Beweis  des  Satzes 

\rrr  Q-P=P-Ql 

L'pS  /Commutatives  Princip\ 

l-g^«  \in  einer  Positivklasse./ 

a)  Beweis  des  Satzes 

I — %q^p^s 

§  215  und  §  216.    Satze  bis  (638)  

b)  Beweis  des  Satzes 

L  q^s 

\—pr>S 

,1—  q^$p~s 

§  217  und  §  218.    Satze  bis  (641)  Seit«  207 

c)  Beweis  des  Satzes 
L-,  rc=d 


Seite  204 


d^s 
c^s 


§  219  und  §  220.    Sätze  bis  (644)  Seite  209 

d)  Beweis  des  Satzes 
\—b^b^<q~p)~%(p~q)~s< 
Lb~s 


|l—  q^^b^s 
q^s 
p^s 

 ps 

p^\b^s 
§  221  bis  §  230.    Sätze  bis  (666) 


Seite  211 
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e)  Beweis  des  Satzes 
||    ■■■■■  a~s  1 


I —  qr>s 

p^s 
t^s 

■p^.#t^s 
1 — q^^t^s 
und  Ende  des  Abschnittes  £ 
§  231  bis  §  238.    Satze  bis  (678)  Seite  230 

Z.  Beweis  des  Satzes 

p^q  =  q^p( 
+  s 

p^Ös 
q^ds 

§  239  bis  §  244.    Sätze  bis  (689)  Seite  239 

§  245.    Die  nächste  Aufgabe   „  243 

Anhänge. 

1.  Tafel  der  Definitionen  Seite  244 

2.  Tafel  der  wichtigeren  Lehrsätze   „245 

Nachwort   „253 

Wörterverzeichnis   „  266 
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Berichtigungen. 

Band  I. 

S.  20,  letzte  Zeile.    Lies  „das  Falsche"  statt  „das  Wahre". 
S.  73,  zweite  Spalte.    Die  zweite  Formel  muss  das  Abzeichen  f  statt 
ß  erhalten. 

S.  77.  Beim  Uebergange  zu  Satz  (11)  ist  ein  doppeltes  Kolon  zu 
setzen. 

S.  86.  In  der  letzten  Zeile  des  Satzes  (d)  muss  >g«  statt  >p«  stehn. 
S.  86.    Das  letzte  Unterglied  des  Satzes  {»)  muss 

S.  92,  zweite  Spalte.  Im  Satze,  der  (43)  vorhergeht,  muss  am  Ende 
die  schliessende  Klammer  gestrichen  werden. 

8.  104,  erste  Spalte.    Im  Satze,  der  (59)  vorhergeht,  muss  statt  >a« 
'  a  stehn. 

S.  104,  zweite  Spalte.    In  dem  Obergliede  von  (y)  ist  *e^v*  statt 
»6  =  V«  zu  setzen.    Ebenso  im  Obergliede  des  auf  (d)  folgenden  Satzes. 
S.  109.    Das  letzte  Unterglied  des  Satzes  (63)  muss  »  ^rb^ia^q)  * 

sein. 

S.  111.    Im  Satze  (/u)  muss  im  vorletzten  Untergliede 
>i^-rje  =  cj«  statt  »«^e  —  c  stehn. 

S.  120.  In  der  ersten  eckigen  Klammer  des  Obergliedes  von  («)  muss 
in  der  ersten  Zeile  >  t  <  statt  »  i  «  stehn. 

S.  126,  zweite  Spalte.  Beim  Uebergange  zu  (i)  muss  das  zweite  Kolon 
gestrichen  werden. 

S.  135,  erste  Spalte.  Es  fehlt  der  Verneinungsstrich  vor  dem  Unter- 
gliede von  (d). 

8.  142,  erste  Spalte.    Das  Oberglied  von  (er)  muss  >  a^(m*±q)  «  sein. 
8.  156,  zweite  Spalte.    In  der  dritten  Zeile  von  (£)  muss  »a  =  c< 
statt  >a^c«  stehn. 

Band  II. 

S.  150.  In  der  dritten  Zeile  des  §  150  lies  „color  mit  pigmentum1 
statt  „color  oder  pigmentum". 

8.  183,  erste  Spalte.  Im  Satze  (567)  ist  in  der  letzten  Zeile  >q*s< 
statt  >q^s<  zu  setzen. 

S.  200,  zweite  Spalte.  In  der  vierten  Zeile  des  Satzes  (<J)  ist  die 
letzte  schliessende  Klammer  zu  streichen. 
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Vorbemerkung. 

Es  mögen  hier  zwei  Sätze  nochmals  aufgeführt  werden,  die  im  ersten 
Band  bei  der  Ableitung  von  (281)  auf  S.  208  die  Buchstaben  d  und  ij 
als  Abzeichen  erhalten  hatten,  um  sie  mit  andern  Abzeichen  zu  ver- 
sehen, mit  denen  sie  fernerhin  angezogen  werden  sollen. 


km 


r^(x;  c£q) 
x^(r^-Lq) 
-rC^(c^sq) 

o^(o^iq) 
r^(o~j.q) 
x^ie^iq) 


\—r~{x\  dq) 
*-r^(x;  o&q\ 

-rO  =  r 

I — x^(c^lq) 


<280b 


•  (280a 
M.  Beweis  des  Satzes 


a)  Beweis  des  Satzes 
|«  ajA(en(t,aig))' 

U~t"(i<v*flr) 
L^x"(a*(vbq)) 

J  1? 


§  1.  Zerlegung. 

Den  in  der  Hauptüberschrift  an- 
geführten Satz  können  wir  in  Worten 
so  wiedergeben : 

„Wenn  ein  Begriff  einem  zweiten 
übergeordnet  ist,  und  wenn  Endlos 
die  Anzahl  des  ersten  ist,  so  ist  die 
Anzahl  des  zweiten  auch  Endlos,  oder 
sie  ist  endlich." 

Wir  wissen  zunächst  nach  (207), 
dass  die  unter  den  u-Begriff  fallen- 
den Gegenstände  sich  in  eine  ein- 

Pr»f«,  (inindsMftif  II. 


fache  Reihe  ordnen  lassen,  die  mit 
einem  bestimmten  Gegenstande  an- 
fängt und  ohne  in  sich  zurückzu- 
kehren endlos  fortläuft.  Heben  wir 
nun  aus  dieser  Reihe  die  Gegen- 
stände heraus,  die  unter  den  »-Be- 
griff fallen,  so  ist  zu  beweisen,  dass 
diese  sich  —  wenn  es  deren  giebt 
—  ebenfalls  in  einevReihe  ordnen 
lassen,  die  entweder  auch  endlos  fort- 
läuft oder  mit  irgendeinem  Gegen- 
stande endet    Mit  den  Sätzen  (468) 

1 
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und  (327)  gelangen  wir  dann  au's  I 
Ziel.    Diese  Ordnung  geschieht  am  j 
einfachsten  so,  dass  wir   mit  dem 
Gegenstande  der  ursprünglichen  Reihe 
anfangen,  der  als  der  erste  unter  den 
v-Begriff  fallt,  und  dann  immer  zu 
demjenigen  weitergehen,  der  zunächst 
in  der  ursprünglichen  Reihe  unter 
den  i>-Begriff  fällt.    Wir  haben  zu- 
nächst zu  zeigen,  dass  e«  in  der  mit 
x  anfangenden  g-Reihe  einen  Gegen- 
stand giebt,  der  zuerst  unter  den  v- 
Begriff  fällt,  wenn  es  in  dieser  Reihe 
überhaupt   einen  Gegenstand  giebt, 
der  unter  den  v-Begriff  fällt  Was 
heisst  das  nun  „der  Gegenstand  y 
fällt  in  der  mit  x  anfangenden  q- 
Reihe  zuerst  unter  den  B-Begriff"? 
y  muss  unter  den  v-Begriff  fallen  und 
der  mit  x  anfangenden  g-Reihe  an- 
gehören; aber  kein  Gegenstand,  der 
ihm  in  dieser  Reihe  vorhergeht,  darf 
unter  den  v-Begriff  fallen.  In  unsern 
Zeichen  ist 

_r«(i^(eöir-iT)) 

der  Wahrheitswerth  davon,  dass  J 
der  mit  V  anfangenden  T-Reihe  an- 
gehört und  unter  den  0-Begriff  fällt, 
dass  es  aber  keinen  Gegenstand  giebt, 
welcher  der  mit  f  anfangenden  T- 
Reihe  angehört,  unter  den  ©-Begriff 
fällt  und  dem  J  in  der  T-Reihe  vor- 
hergeht.   Wir  definiren  nnn: 

||. «  i/—  €~(a~(t>^g^0i)\=t>äg 

Danach  ist  r*(J"(9lT))  der 
Wahrheitswerth  davon,  dass  J  zu- 
erst in  der  mit  T  anfangenden  T- 
Reihe    unter    den   ©  Begriff  fällt. 


Demnach  habeu  wir  in  der  zweiten 
Ueberschrift  im  Wesentlichen  unsern 
Satz.  Wir  beweisen  ihn  mit  dem 
Satze 


c*(x;y£q)  1 
e  °  v 


Ll>-rx*(a"{v&q)) 
i  x*\y~tq)  (o 

den  wir  in  Worten  so  aussprechen: 
„Es  giebt  keinen  Gegenstand,  welcher 
der  von  x  bis  y  laufenden  g-Reihe 
angehört  und  unter  den  «-Begriff 
fällt,  wenn  es  in  der  mit  x  anfangen- 
den g-Reihe  keinen  Gegenstand  giebt, 
der  als  erster  unter  den  v-Begriff 
fällt,  und  wenn  y  der  mit  x  anfangen- 
den g-Reihe  angehört." 

Giebt  es  nun  ein  Glied  der  mit 
X  anfangenden  g-Reihe,  das  unter 
den  «-Begriff  fällt,  so  können  wir 
dies  als  y  in  dem  Satze  (a)  annehmen 
und  gelangen  so  an's  Ziel  unseres 
Abschnittes  a.  Den  Satz  (a)  leiten 
wir  mit  (152)  ab  und  bedürfen  dazu 
des  Satzes 

L_ — ix;  a£q)  ' 
y-e^  v 
L-  d  f>  (a  *  q) 
Uls-rre~\x\d£q) 
Le^v 

I  x^(d^-Lq) 

t-^-rX~(a~(vl>q))  iß 

Wir  unterscheiden  dabei  die  Fälle, 
dass  a  unter  den  v-Begriff  fällt  und 
den  entgegengesetzten.  Im  zweiten 
Falle  zeigen  wir  mit  dem  Satze 
(280b)  r),  dass  dann  auch  kein  Glied 
der  von  x  bis  a  laufenden  g-Reiho 
unter  den  v-Begriff  fällt. 


1)  Man  vorgl.  «He  Vorbemerkung. 
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§  2.  Aufbau. 

280bL_c~(a:;d£g} 
L  e  o  (g ;  a  £  q) 

Lp  a  =  e 

—  x  -  (<J  « sL  g) 

X 

Ua=c 

V-e^(x;a£q) 

f-r  e^(x;d£q) 

—  z*(d~±q) 
Ulla):  

^-e^{x\a£q) 
l—d^ia^q) 
1—re*(x;d&q) 
I — z^(d^z.q) 


(IIa):; 


Le"(x;a£q) 
e 

«-(d-ij) 


(« 


(ß 


(349 
§  3.  Zerlegung. 

Wir  kommen,  um  den  Satz  (ß) 
des  §  1  zu  beweisen,  zu  dem  Falle, 
dass  a  unter  den  »-Begriff  fällt. 
Dann  fallt  a  selbst  in  der  mit  x  an- 
fangenden g-Reihe  zuerst  unter  den 
»-Begriff;  es  giebt  also  ein  solches 
Glied.    Wir  haben  den  Satz 

Lf|  x  n  (a  « (t>  ö  g)y 


Liqre~(*;d£g) 
 d  « (a  -  g) 


(« 


zu  beweisen.  Wir  brauchen  dazu 
den  aus  (£)  leicht  folgenden  Satz 


.  x"(a^(vbq))  1 

L  r-(a--tg) 
 d^{a^q) 


iß 


§  4.  4w/"6aw. 
Z  |.cr  ^/-ry«  -(cr-(t>  ^  ^ 


V  U-(cc-(t>^ig))  / 


(10): 


L-a;^(a^(!>^ig^zg)) 
La:-(a-(t;rji  q)) 
(Ii)::   

\rr-x~(a"(vbq)) 
Vr  z  -  (a-  (v  ä  z,  q^_  jl  q)) 
\--x^(an(v^iq)) 

(15,  197)::  =  =  =  =  =  = 

[_  x*(a^(vbq)) 


KLrrrX^(X"{V^Z,q)) 

*-t^(a^±q) 
 x^(a^Lq) 


(137)::  


kipp-  *rt(t«(jaij)) 


•  d-(a-g) 
a:-((J->Lg) 


279  ^.4-^-^5) 
V-d^(a^q) 

— ra~(a-.tg) 
(280a):  


(« 


0* 


(350 


(351 
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x^(c^^q) 
i-d^ia^q) 
L_Ifi 

a^(a^sq) 
I — c*{a^J.q) 
x^{d^tq) 


(265,271)::=  =  =  =  =  = 


C"(x;d£q> 
x^ic^iq) 
\-d*{a*q) 

—  (x;n£q) 
c^ia^J-q) 

I — x^d^i-q) 

(188)::  

f_c-(s;d£g) 
\.x*{c*{v^-iq)) 
\-d^{a^q) 

—  e^(x:a£q) 
I — c^(a^j.q) 
I — a;^(d^  g) 


(352 


(« 


(ß 


x^(c"(v^z,q)) 
\c~{x\d£q) 
I—  d^(a^q) 
■  e~(x\a£q) 
I —  c^(a^g) 
-  x^{d^iq) 


(IIa)::   

af*(c>(f>Ä,£,j)) 

^ryt^ix;  d£q) 

 «~(s;a£g) 

 c^Ui^i  q\ 

 x^{d^iq) 


(Y 


(102): 


(v-±q)) 


LT1 — p- 3^(0(1 
L , 


x*(t*(v^±q)) 
x^(a^±q) 


t~(x;d£q) 


L  pni 


•d^(a^g) 
■  e*{x;  a£q) 
x^{d^Lq) 


(351):  

x^(a*(v$q)) 
e~(x,d£q) 

d^(a^q) 
e^ix;  a£q) 
x^(d<^tq) 

(349)::  

 x^(a^(vhq)) 


ULyC^(a:;dig) 

 d^(a^q) 

 e^(x\ n£q) 

 x^  (d^iq) 

 e^v 

X 

rre^<x,a£q) 


l—d^ia^q) 
^rrrt~(x;d£q) 

 x  ^  1  d  ^  l  q ) 


-ra;~(a^(t;&g;) 


< 


(IIa) : :   


Digitized  by  Google 


—    5  — 
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L, 


iX 


a&q) 


' — d^ia^q) 
e*(x;d&q) 
c 

x^(d^Lq) 


e~(x:a£q) 
e 

b  rs  (q  r>  q) 
<"(x;1>£q) 
e  °t> 

«^(b^j) 


(152): 


L!qrC^(«;a;^g) 


•  x*(a^(vbq)) 
•x*(y^z.q) 


(353 


§  5.  Zerlegung. 

Wir  haben  das  Unterglied 
^Lrrrt~(x;x£qy 

wegzuschaffen,  indem  wir  zeigen, 
dass  x  selbst  unter  den  tJ-Be  griff 
tiele,  wenn  es  ein  Glied  der  von  x 
bis  x  laufenden  g-Reihe  gäbe,  das 
unter  den  r-Begriff  fiele.  Dann  wäre 
«das  Glied  der  mit  x  anfangenden 
g-Reihe,  das  zuerst  unter  den  v-Be- 
griff  fiele.  Wir  beweisen  mit  (282) 
den  Satz 

Xe*(x;x&q)  (o 

Wir  haben  dann,  um  (350)  anwenden 
zu  können,  noch  den  Satz 


LrrX~(r^(v^±q)y 
JLr  rs(x^j.q) 
,\—e^(x',x£q) 


abzuleiten. 


§  6.  Aufbau. 


188 


(280): 


Lx~(r"±q) 
lx*(r*(v^z, 


x^(x^iq) 
x^(r^(v  ^<lq) 
r^(x*±q) 

X 

x^ir^iv  -Lq)) 
r^(x^zq) 
x*(x^±q) 

(271)::  

x^(r^(v^Lq)) 
r^(x^iq) 
e~(x;x£q) 


i 


x^(x^(v^-Lq)) 

t*(x"J.q) 

e~(x;x£q) 


(360): 


t 


x^{x^(vbq)) 
e*{x;x&q) 
x^{x^^q) 
x^v 


(140):: 


x^(x^(vbq)) 

e*(x;x£q) 

x^v 


282 


"(x\x£q) 


(ß 


(« 


iß 


(y 
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\-e^(z;x£q) 

(S):  


x^{x^ivhq)) 
e*(x',x£q) 


te~(x;x£q) 
X"(x^(vhq)) 

(IIa)::   

L —  e~(x;z&q) 

K2s-rX<^(a^(vbqi) 
l^-rZ~(a~(t>ägO 


(353): 


I  x^iy^tq) 


\ 


X 

-r^fy^g) 


kl^-ra:^(a^(v^  q)) 


c  ^(x;y£g) 
e  ~v 


187 


.r^(y~(t7 -^)) 

X 

Ip.*«^  (•*!>)) 


(1 


(x 


(864 


(355 


(356 


344  L-y^xjyjCg) 
\-x^(y^tq) 

|lrF"(r"<£f) 

X 

•y~(*;yta) 
■y~(y^g) 

.Ig 

(IIa)::   

\m  irS^df^«) 

Lyr>„ 

:U!qre^(*;y£g) 
y^(y^j) 


(355): 


■r^fy^g) 


(356) 


L_Ia 

^rx^(a^(v6g)) 


L_x^(y~(t;^g)) 

Ug 

L-rar^iWvägi) 


(IIa)::  

[pi — r*n(if~(*-~8)) 


a?^(a^(ü4g)) 


(« 


(357 


(358 


(358a 


kl^ri  ^(i">-£g) 
ULnrx^(a^(t»äg)) 
I  Ig  (359 
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b)  Beweis  des  Satzes 

L~=#(w^(t>5g)) 
-x^(m^(vb  q)) 
-Ig 


§  7.  Zerlegung. 

Wir  knüpfen  nnn  an  §  1  wieder 
an,  indem  wir  eine  Beziehung  defi- 
niren,  mit  der  wir  die  unter  den  v- 


Begriff  fallenden  Glieder  der  mit  x 
anfangenden  g-Reihe  ordnen  können 
wie  dort  angegeben  war: 


[La«  fyj€^(a^(v^J.q^±q))\=vbq 


(T 


Wir  deuten  mit  ,m'  das  Glied  an, 
das  zuerst  in  der  mit  x  anfangenden 
g-Reihe  unter  den  ©-Begriff  fällt,  und 
haben  die  beiden  Sätze 


|Lm-( 

,      X  *  (l 


e^L{  vhq)) 
m~(väg)) 


h 


\lx  ^(c^iv^^q)) 
Lx^(m^(t>ig)) 
l-Ig 
•  t  "(i^iq) 


Iß 


zu  beweisen,  aus  denen  sich  ergiebt, 


dass  die  (v  5  q)  -  Beziehung  in  der 
That  die  von  ihr  verlangte  Ordnung 
leistet,  dass  also  Endlos  die  Anzahl 
der  Glieder  der  mit  x  anfangenden 
g-Reihe  ist,  die  unter  den  ©-Begriff 
fallen,  wenn  Endlos  die  Anzahl  der 
Glieder  der  mit  m  anfangenden  (vbq)- 
Reihe  ist,  falls  m  in  der  mit  x  an- 
fangenden g-Reihe  zuerst  unter  den 
©-Begriff  fällt  und  die  g-Beziehung 
eindeutig  ist  und  kein  Gegenstand 
in  der  g-Reihe  auf  sich  selbst  folgt. 
Dies  ist  der  in  unserer  Ueberschrift 
aufgeführte  Satz.  Wir  beweisen  (er) 
mit  (144). 


§  8.  Aufbau. 
T 


\ai  fTje^(a^(v^sq^j.q))\=vbq 
\  \-€^(a^(v^sq))  ) 


Lr  d~(a~{vbq)) 
Ld^(a^iv^±q^iq)) 
\-d*(a*(vaiq)) 


d^(a^(vh  q)) 

d^(ar*(v^  j.  gj) 

X 


(3G0 


(ö 


d^(a^(v^iq)) 


(861 


(188): 


d^(a^iq) 
d^(a^(vb  q) 


(302 


(280) : 
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x^(a^±  q) 
x^(d^<iq) 


(« 


(136): 


x^(a^-Lq) 
x^(d^-Lq) 
d^ia^ivbq)) 


(363 


(197): 


(188): 


x^(a^(v^-Lq)) 
■  x^(d^~Lq) 
d^(a^(vbqf) 


.x^(a^{v^-iq)) 
■  x^{d^[v  ^  Lqj) 
d"(a*(vbq)) 


(« 


(364 


361 


(191) 


Ld^(a*(v^± 
*-d^(a^(vbq 


d*(a^(vbq)) 


(3G5 


(364): 


x~(a^(v^±q)) 

d^(a^(vbq)) 

x^(d^(v^~Lq)) 


(« 


L*lTz^(a^(t>aig)) 


i    Lb  ^(a^(vhqi) 

I  X^{b^(V^-ll 


iß 


(144): 


Y 


x  ^{c^iv^^q)) 
m^(e^^(vbq)) 
x  ^(m^(v^iq)) 


(366 


|.at  /^e^(a^(v- tq^±q  )  \  =  vbq 
V  U~(ct~(t;^ig))  / 


(6): 


x  ^  (m  ^  ( v  ^  i  g  —  /  g)) 
»«(»'Hvdj))  (367 


(Id): 


[x*(m^(vbq)) 


(368 


(366) : 


XA(C^(»aij)) 
\^(c^^(vhq)) 
x"(m"(vbq))  (869 

§  9.  Zerlegung. 

Um  den  Satz  (0)  des  §  7  zu  beweisen,  leiten  wir  zuerst  den  Satz 

e  rs(m;n£<vbq)y 
c  "(m;c£q) 

•  n  ^ic^iq) 
Tc  ^(c^-ig) 

Ig 

•  m^(c^ig)  (o 
ab;  d.  h.  wir  zeigen,  dasa  es  unter  gewissen  Bedingungen  ein  Glied  der 


Digitized  by  Google 


—  9 


mit  c  endenden  g-Reihe  giebt,  von 
dem  gilt,  dass  jedes  Glied  der  von 


Um  diesen  abzuleiten,  unterscheiden 
wir  die  Falle,  dass  a  unter  den  v- 


m  bis  c  laufenden  g-Reihe,  das  unter    Begriff  fällt  und   den  entgegenge- 


den  v-Begriff  fallt,  der  von  m  bis  zu 
diesem  Gliede  laufenden  (t>5g)-Reihe 
angehört.  Aus  diesem  Satze  schliessen 
wir  dann,  dass  c,  wenn  es  unter  den 
ü-Begriff  fallt  und  der  mit  m  an- 
fangenden g-Reihe  angehört,  auch 
der  mit  m  anfangenden  (väg)-Reihe 
angehöre.  Die  Bedingungung,  dass 
c  der  mit  m  anfangenden  g-Reihe 
angehöre,  kann  ersetzt  werden  durch 
die,  dass  es  der  mit  x  anfangenden 
g-Reihe  angehöre,  wenn  tn  das  erst« 
Glied  der  mit  x  anfangenden  g-Reihe 
ist,  das  unter  den  r-Begriff  fällt. 
Den  8atz  (a)  beweisen  wir  nun  mit 
(152)  und  bedürfen  dazu  dos  Satzes 

c  rk(M>u£(v&$))< 
c 

d^(a^q) 
m^(d^Lq) 
e  ^(m;  nüivbqn 
c  ^(ro;  a&q\ 
e  f>v 

n  ^(a^^Lqj 
rai^\aryiq) 

ig 


iß 


setzten. 
Satz 


In  diesem  haben  wir  den 


r  e  r*  i  m :  n  £pf 
L  e  "im.a£  q) 

\—d^\a^q> 
—cd 

I — m^(d^^q) 
e  "{m  ,n&p) 
c  "(m;d£q> 


worin  p'  statt  ,t>  ä  g*  geschrieben  ist. 
Dieser  folgt  leicht  aus  (280b). 

§  10.  Aufbau. 
Elb  L_a» 


(280b):  

L~.fi  "(m;d£q> 

y-d  ^(a^q) 

L-r« 

—  m^id^lq) 


(0 


e  ^(m:n£p) 
e  ~(m;a£q) 
e 

l—  d  ^  (  a  *  q  i 

a 

I — m^(d^Lq) 
e  "(m,n£p) 
c  r,(m-d£q} 


1 


0» 
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"1 


c  r>(m;n£p) 
e  *>  (m ;  a  £  q) 
-e 
d  *(a^q) 
a 

m^id^  tq\ 
C  ~im  ]n£p) 
e  ^(m,d£q) 
C 

X 

c  <">  (m ;  m  Ä  p  i 
e       ;  dXgj 
c 

a  r>v 

m^id^^q) 
e  ~(m;n£j» 
c  ~{m;a£q) 
c 


(na)::  

L__l_e  ^(m;n£p) 
\-c  ^(m;  d  £q) 


n  t 

IL 


—  d^(a^q) 
e 


(137)::  

Ii  mr^TT*  ~(w,;n^' 

Le  ^(m;  g) 
 n  "(d^-Lq) 


tt  e 


d  ~(a~q) 
ra  "V 
-m^(d^^q) 
c  "{m:n£p) 
c  ~im;a£g 
e 

n  o(a^i-g) 


(« 


§  11.  Zerlegung. 

Zum  Beweise  des  Satzes  des 
§  9  fassen  wir  nun  den  Fall  ins 
Auge,  dass  a  unter  den  «-Begriff 
fällt,  und  beweisen  den  Satz 


h 


Le  ~<m;d£q) 

-c  °t? 

 d^(a~g) 

 Ig 

 ra  ^  (a*"»  .i  $) 

 m^d^g) 

 m^v 

 n  ~(d^g) 

 a 

e  »(fl»;ni(fiff)) 
c  ^(ro;aXg) 

c 


n  e 


•n^(a^ig) 


(« 


Indem  wir  den  Fall,  dass  n  zu  a  in 
der  (t>  ä  g)-Beziehung  steht,  von  dem 
entgegengesetzten  unterscheiden,  be- 
weisen wir  die  beiden  Sätze 


d  r>(a*q) 
m^(d^^q) 
c  ^(m;  nX/>) 
c  *■>(»•; a£g) 
-  e  °t> 
n  ^{a^  l  q) 
a  ^{a^J-p) 


iß 


wo  ,p*  die  Stelle  von  ,(t>5g)'  vertritt, 
(370  |  und 
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rvSrj-e  ~(m  ;n£<vbq)y 
Lc  ^im;d£q) 
-e 

 d^(a^q) 

 Ig 


-r»  ^(o^(t>ä q)) 

—  n 

—  a  ^t; 


.  (y 

Zum  Beweise  von  (ß)  unterscheiden 
wir  wieder  den  Fall,  dass  e  mit  a 
zusammenfallt  vom  entgegengesetzten. 
Wir  haben  mithin  die  Sätze 


1 


Ln  ^(a^p) 

L—  e  ^(m;  a£(?i 
—  m^>  (d^^q) 

e  ^(ro;n£p) 
e  ~<m;d£g) 
e 


e  ^(m  ;a£p)1 


e  *>  (m ;  a  £  j) 

a  =  e 

I — m^(d^tq) 

c  ~(m;nX;M 
c  "m;d£q) 
c  ^» 

a  ^{a^  i.p) 
n  ^(a^p) 


(« 


zu  beweisen.  Jener  ist  auf  (344) 
zurückzuführen,  und  wir  müssen  zu 
dem  Zwecke  zeigen,  dass  unter  unsern 
Voraussetzungen  a  der  mit  m  an- 
fangenden  p-Reihe  angehört.  Wir 


zeigen  dazu,  dass  m  der  von  m  bis 
n  laufenden  p-Reihe  angehört,  woraus 
folgt,  dass  n  der  mit  m  anfangenden 
p-Reihe  angehört  (269). 

§  12.  Aufbau. 

342  L^m^(d^Lq) 
d*(d^±q) 
m~(m;d&q) 
.Iq 

X 

(m;  d&q) 
d*(d~j.q) 
m^\d^^q) 

(279)::  

m^i  w;  d&q) 
d  ^(a^q) 
LIj 

a  ^(a^j-q) 

i   !':  i::=  =  s  s  s 

m^im;  d&q) 
d  "(a^q) 
e  <->(m;a£q) 


269 


(137): 


Lm^(n^^p) 


m"(m;  n£p) 


(344): 


Ä~(ro;a£pi 
n  ^(a^pi 
Lm~(m;n£p.) 
a  ^la^zp) 
I-Ip 


(371 


(372 


(373 


(« 


0* 


(265):: 
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L_a  ~<m;aKp) 
l  n  ^(a^p) 
*-m^(m;n£p) 

(Ha)::  


Ln  ~  a~p) 

i—  m^t; 
K>>n-c  nim;  n£ p) 
I"  e  *  (m ;  <f  £  g  ) 
c 

a  ^\a^J.p) 


,373)::  

L  ,,|M  a  rs(m.a£p\ 


En^(a^p) 
d^(a^q) 

— m^id^Lq\ 

so-n-  c  <■»  i  tn ;  n  X  p  | 
L  e  ^  im ;  d  £  g) 
-c 


(HIc): 


e  ^(m:a£pi 
n  'Ma^pi 

m 

c  ^(m; n£p) 
e 

a  =  e 


(y 


des  §  11.  Dazu  dient  uns  der  Satz 
(280b)  und  der  Satz 

|L  e  "(m ;  n£p) 

der  leicht  mit  (137)  abzuleiten  ist. 
§  14.  Aufbau. 


{6 


137 


(«".Lp) 
(a~pj 
w~ip) 


•nnc 


(374 


§  13«  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz  («) 


(269)::  

L.e"(a^Lp) 
L«o(ö^p) 
L-e^(m;n£p< 

(274):  

e  ~(m;a£p) 
m^e^-p) 
L|.a  ^(a^-ipi 
I—  n  ^(a^p) 
—  e  ~(m;n£p) 
Ip 

(270, 265)::=  =  =  =  = 

e"(m;a£p) 
e  ^(m;  n£p 
a^a^-tp) 
L-n^(a^p) 

(IIa): :  


-  e  ^  v 
c  ^(m;  n£p) 
(m;d£g) 

Ta^(«~.ip) 
-n^(a^p) 


(« 


iß 


(375 


(« 


(280b) : : 
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fr 


Le  ^(m\a£q) 

a  =  e 
I — m^(d^Lq) 
e 

e  ~(m;n&p) 
c  ~(m,d£q) 
e  r>v 

a  *(a*xp) 


1 


(374): 


U  ^(m;aig) 

I —  J  n  i  a  *  g) 
I —  m^((i^ig) 

c  "(m;<Z£ff) 
e  ^« 

n  ^(a^p) 


c  °(m;  a£p) 
e  ^{m\a£q) 
- c 

w>(d^ig) 
c  -im;ni/)) 
e  "(m;d£q) 
c 

a  ^(a^ip) 
n  ^(a^p) 

X 


iß 


c  ~(m;n£p) 

-c  ^t> 

 d  ^(a^q) 

 m^(d^-Lq) 

Lc  ~(m;aXg) 

 ra^(a^sp) 

 n  ^\a^p) 


(IIa)::   


c  ^(m;n£p) 
c  ~(m;d£g) 
c  *v 
d^(a^q) 
m^(d*<Lq) 
a  ^(a^-Lq) 
c  ~(iw;n£p) 
e  -(m;a£g) 

-  n  ^(a^ig) 
T  a  «  (a^sp) 

-  n  r>(a^p) 


(140):: 


U  ~(m;<Ug) 
-e 

 d  "(a^q) 

 m^(d^-Lq) 


n  < 


(« 


e  ^(m;n£i>) 
e  «(»;«fg) 

c  "V 
-n  ~(a^ig) 
Ta  ^(a^zp) 
-n  ^(a^/>) 
-m~t>  (376 
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§  15.  Zerlegung. 

Es  ist  jetzt  der  Satz  (y)  des  §  11 
zu  beweisen.  Dazu  brauchen  wir 
den  Satz 


schliessen.      Um   (y)   zu  beweisen, 
'  leiten  wir  mit  (144)  und  (363)  den 
Satz 


S-n^(a^(v^^  q^-.  sq)) 
}>—n^(a^(v^±q)) 


(« 
ist 


der  leicht  aus  (T)  abzuleiten 
Es  bleibt  hier  das  Unterglied 

j-rW>(a0(t>--3'<-'  -  ?))' 

wegzuschaffen.  Man  muss  also  zeigen, 
dass  es  kein  Glied  geben  kann,  das 
auf  n  in  der  g-Reihe  folgt  und  dem 
a  in  der  g-Reihe  vorhergeht  und 
unter  den  »-Begriff  fällt.  Wäre  r 
ein  solches  Glied,  so  müsste  es  unter 
unsern  Voraussetzungen  der  von  m 
bia  d  laufenden  g-Reihe  angehören: 

I 


*r  *(m;d£q) 
L<2  ^(a^q) 

Lya  *(a*j.q) 
I — m^id^^q) 

e  ^(m;  n£{vbq)) 
c  ^(m;d£q) 

-n  ^(r^-Lq) 
-r  *{a*±q) 


Dann  wurde  r  aber  auch  der  von  m 
bis  n  laufenden  (v5g)-Reihe  ange- 
hören und  mithin  auch  der  mit  n 
endenden  g-Reihe  nach  dem  zu  be- 
weisenden Satze 


Lr^(n^^q) 
,Lr«(m;n£( 


Da  nun  nach  der  Annahme  n  dem 
r  in  der  g-Reihe  vorherginge,  so 
müsste  n  auf  sich  selbst  in  der  q- 
Reihe  folgen,  ein  Fall,  den  wir  aus- 


Lr^(n^ig)  1 


ab. 


§  16.  Aufbau. 

136  Ln~(a^g) 
t  nn(ani 
(275)::  

(296):  

Lr«A(an-i«) 
Llq 

—  n^(r^-Lq) 
I — r^(a^^g) 


363 


L.r~(a~^g) 
Ld^(a^(ü5 
Lf>(<i'*£f) 


(144): 


r^(n^ig) 
r^(r^ig) 
r^(n^i(t;5g)) 


(140):: 


(269): 


Lr^(n^tq) 
Lr~(m;n£(i 


«5 


(377 


(378 


r<->(a^-Lq) 
\>"(a*(vbq)) 
r^(b^ij)  (a 


(379 


v&9))  (380 


(276): 
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(o 


(378): 


L  r  ^(m:n£(vbq)) 

Lifl 


(IIa)::, 


iß 


h 


wTre-(m;n^(f;52)) 
Le~(m;<*J?) 

 1? 


1 


C  ^  (m ;  n  £  (t>  ä  g)) 
c  ~(m;d£q) 
c 


(352): 


(381 


280 


Lm^(n^g) 


(136):  

L-m~(r^?) 
Lm~(n^g) 

(380)::  

Lro~(ro;n£(t>5g)) 
(IIa)::   

Lm~(m;d£$) 

^n-e  "(m;n&(vzq)) 
Lc  ~(m;d£g) 

—  n^(r*±q) 


(382 


(« 


0» 


(372)::  


jr  "(m;d£q) 
*-d^(a^q) 

a  ^(a^±q) 
I — m^{d^Lq) 

Ll~-c  ~(m;»£(t;5g)) 
•■c  ^{m,d£q) 
-e  ^t> 

 n  *>  (r^±q) 

 r  ^(a^iq) 


(381): 


,a  «(a^-ig) 

L-Ig 

o  ^(a^^g) 
I — m*{d*Lq) 
 m^v 

^trrrt  «  (»I J  n  J  («  5  ff)) 

Le  ~(m;d^) 


r  ^(a^^g) 


r 


(188,191)::=  =  =  =  =  = 


(Y 
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L  n  ^  (r  ^  (v  ^  l  q)) 


d  ^{a^q) 
-Iq 

^(a^iq) 
I — m^(d^-lq) 

■^qi-e  ^(m;n&(v?>q)) 
•■e  ~(m:d£q) 
c 

r  r*  (a^j.q) 


Lr  o(a^-tg) 

L-Ig 

cHa^-tg) 
m^(d^g) 

e  ^(m; nX(üä g) 
c  ^(m;(i£g) 


n"(t<-(v*j.q)) 

d  r>(a^q) 

ra  ^  (a  ^  -i  q) 
m^(d^^q) 

c  ~(m;n£(t>ög)) 
e  ~(m;d£g) 
e  ^t>  (383 


(10): 


[di  /rTTe^(a^(»--'5--i?))\ 
V  *-e^(a^(v^J.qj)  / 


v5g 


n^(a^(t?5g)) 
n  ^  (a  ^  (t;  ^  j)) 


I  h 


(If):: 


n^(a^(t;5g)) 
n^^o^(«^^g— sq)) 
n^(a^iv^  ±  q)) 


(384 


(197):: 


L_-n^(a^(t?ig)) 

»t  n  «  (a  «  ( t;  ^  z  q  — .  -i  g)) 
II—  n^(a^J.  q) 
I — a^v 


(15): 


(« 


n  n  (a  n  (t;  5  g)) 


kl^-p.  n  ^  (r  ^  (t?  -  -i 


2)) 


.n^(a^-ig) 


(134):: 

I 


.  n^(a^(vhq)) 

*-x  ^(a^±q) 

 d^(a^q) 

 n^(d^-iq) 


(385 


(383)::  


(« 


uigi 
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d  ^  (a  *  q) 
I — m^(d^^q) 


^rre- ~(m,n&(vbq)) 


•  n^(d^z,q) 
■  a 

X 


T-n  o(a~(üög)) 
—  a 


(376): 


«^.e  ~(ro;n£(t>5g)) 
U  ^(m;d£g) 


-d  ^(a^q) 
-Jq 

ra  ^(a^sqt 
-m*(d"±q) 

-n  ^(d<>ig) 
-a  ^ v 
c  ^(m;  n^(väg)) 
e  "(m,a&q) 
*-  c  «  v 
—  n  ^(a^ig) 
Ta~(a^(»öj))  (386 


§  15.  Zerlegung. 

Wir  schaffen  aus  (386)  noch  das 
Unterglied 

,Ta^(a^±(vhq))1 

weg  mit  dem  Satze 

'4  ff))4 


,  Ira^(a^^g) 


der  auf  den  Satz 


(o 


09 


,  La:^(y^-i(t>äg)) 

zurückzuführen  ist.  Dieser  folgt  mit 
(123).  Wir  beweisen  aber  besser 
zunächst  den  etwas  inhaltreicheren 
Satz 

Lx^{y^(v^sq)y 
Lz"(y"±(vbq))  (y 

den  wir  später  brauchen  werden. 
Die  Ableitung  ist  ähnlich  der  von 

(366). 

§  16.  Aufbau. 

361  Lx^(a^{v^.!.q)) 


>(•**)) 

x^(a^(o^.ig)) 
*o(a«(t>ög)) 


(« 


362 


(275): 


W^(«^^g) 

Li^(a^(t>äg)) 


(197): 


d^(a^(«ög)) 
^(d^-tj) 


iß 


.z^(a^(v^±q)) 

■  d^(a^(vbq) 

■  x*(d^±q) 


(y 


(365,188): 


Free«. 


II. 


2 
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x^(a^(v^iq)) 
d^(a^(vh  qj) 
x^(d^(v  ^  sq)) 


x^(a^(vmq)) 

b^(a^(väg)) 

x^Q>r>{v^-Lqj) 


(123): 


(«):: 


ic>(a^(t>5g)) 


(188): 


x^(y^^.(t;5g}) 


(387 


(388 


388 


La^(a^sq) 


(•äff)) 


X 


a^(a^j.q) 


(389 


(386) : 


fr 


(370): 


rwrrC  ^(m\n£{vbq)) 
U  d&q) 
-c 

d  ^(a^g) 

— h 

 ra  ^(a^-i 

 m^(d^g) 

 m^t; 

 n*(d^<Lq) 

 a 

c  ^(m;ni(t;i5)) 
e  ~(m;a£g) 
-c  ^ v 
n^(o^ig)  (a 


«^.e  ^(m;ni  (vbq)) 

-e  ^t> 

 n  ^(d~<Lg) 

 -d  *(a^q) 

 m^(d~z,q) 

c  "(M;itf  (•&?)) 
e  "(m,a£q) 


1  n  ^(a^ig) 

— ra  ^(a^±q) 
 1? 


(ß 


'  c^(m;ni(t)5}!) 
Le^(m;d^g) 

n^(d~ig) 
d^(a*q) 
m^(d^Lq) 

c~(m;a£g) 

n^(a^^g) 
r  a  n (a  «  ^  g) 
-Ig 


X 

c  ~(m;it£(«5gY) 
c  ~(m;a£g) 
-c 

n  ^(a^ig) 

m^(d^^g) 
c  ^(m;n£ (t>ig)) 

c 

n  ^(d^ig) 
ro  ^(a^±q) 
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c  *  (m ;  n  £  (•  5  q  \) 
e  ^(m;a£g) 
c  ^t> 

c  "(m;tt£(9&ff)) 
e  ~(w;d£g) 

n  ^(d^^g) 
rd  ^(Z^-ig) 
r  a  ^  (a  *  -i  g) 


(279)  (£ 

U  ~(m;  a£q) 
Lc 

•  n  Wa^ig) 

d  ^(a^g) 
m^(d^i-  g) 
c  n  (m ;  n  £  (v  5  g)) 
c  "(m;d£q) 

n  ^(d^-ig) 
f>(<|<\£  g) 


(152): 


c  ^(»i;n£(»5g)) 
e  ^(m;a£q) 
-  c 

it  ^(a^g) 

b  ~(a^g) 
ro~(b^.ig) 
c  tti(«öj)) 
c  *(m;h£q) 
e 

n  ^(b^g) 
Tb  ^(b^j-q) 

m^t>  (q 


e  ~(m;n£(t>dg)) 
c  ~(ro;e£g) 
-c 

n  ~{c*Lq) 
Tc  ^(c^±q) 
c  ^(m;n£(vbq)) 
e  ^(w;m£g) 
-c 

n  ^(m^g) 
Tm^(m^-i  gj 

wnc^g) 


(390 


§  17.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz 


c  ~(m;n£(t;ög))' 
c  "(m;tn£q) 
c 

—  n  ^(tn^^q) 
Ttn^im^iq) 
-Ig  (« 


der  zurückzuführen  ist  auf  den  Satz 


2* 
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k: 


L.e  ^(m;m£{vbq)y 
rm^(m^s  q) 

,1 — e  "(m;m£q)  [ß 

den  wir  aus  (344)  und  (282)  ab- 
leiten. Wir  haben  dazu  noch  den 
Satz 

nöthig,  der  aus  (243)  und  dem  Satze 


L-rd~{a^J.q)  1 
Lc  *(ar*(vbq)) 
,  I—  e  ^(d^(vbq)) 


folgt. 


§  18.  Aufbau. 

140  Lmr>(m"<!<p) 

(344):   


m^(m;m£p) 


(391 


136  Lc^(d^ij) 


■  e^(d^j.q) 
(362)::  

c^(d^^g) 


(392 


360  Lr«"(a"(v&f)) 

lf  6  (ff  £3 

I-  e^(a^(v^.i  g1)) 
(I)::   

te  «  (a  « (ff  5  g)) 
c^(a^(t;--i^5^^2))  (393 
(5)::   

Lrre  ry(a^(vbq)) 
y-d^ia^  +  q) 

*-e"(d"(v^±q))  (394 

X 


L-rd"(a~J.q) 
y-e  ^(a^(vbq)) 
L-c  ^(<l^(ffÄxg)) 

(361)::  

L-d^(a"±q) 
y-e  ^(a^(vbq)) 
\—e  ^{d^(vbqj) 
(243):   

\—a^(d^i,q) 
y-e  (a^ivbqi) 
\-er\(d*(vi>q)) 
I—  e  ^(d^-Lq) 

Li« 

—  e  ^(a~ij) 
(392,392)::=  -  =  =  - 

L—a^id^-Lq) 
*-e  ^(a^ivbq)) 
\-e  ^(d^(vbq)) 
Llq 

(130):   

d  =  a 

a^{d^  ±  q) 
l—e  ^(a^(vbq)) 
I — e  ^(d^(vbq>) 
Iq 

(396)::  

d  =  a 

e  ^(a^ivbq)) 
■  e*(d^{vbqj) 
Iq 


(395 


(396 


(« 


iß 


(y 


(d 


Le  ^(aWt>o  q)) 

!        I  e"(b"(ff5?)) 

I  Iq 


(« 


(16): 


t>o$) 


(397 


(391):  
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(389) : : 


| lila) : 


(282):: 


(I): 


L—  m  *  (m ;  m  £  (v  5  g)) 
^■»»^(m^-i  2) 

Li? 

c  ^(m; m£(t>äg)) 
iM^m^-ig) 

e  =  m 

ö  ^(ro;  m£(v5g)) 
m~(m  ^±q) 
•  Ig 

.<?  ~(m;m£g) 


m^{m^sq) 


(« 


iß 


(y 


(6 


c  ~(m;t»£g) 
-c 

m^m^j-q) 
Iq  (398 


FW 
G(n) 
F(n) 
(IIa)::  


Lö(n) 
U^-Ffn) 


FC«) 

ö(n) 


X 


(« 


0» 


UV-  F(n) 
F(it) 
Lff(n) 


140  [m"(m*-Lq) 


(399 


(IIa):: 


c  ^(m;mS(vhq)) 
e  ~(ro;  m£g) 
c  ^  v 

e  ^(m;n&(vbq)) 
c  ~(m;m£g) 
c 

n^(m~^g) 

X 

c  ^im;  n£(9bq)) 
t*(m;m£q) 

e  ^(ro;  ro^vig)) 
c  ^(m;  m£g) 
c 


0» 


(398) : : 


c  ~(m;n£(t;5g)) 
c  "(m,m&q) 
c 

-n  «(m^ig) 
-rm^im^sq) 

-ig  (y 


(390): 


c  ^(m;  c£g) 
c  ^t> 
-it  ^(c^tq) 
tC  ~(c~±q) 
-Ig 

-m^(c^^q) 


(399): 
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ITH! 


c  ^(m;  n£{vbq)) 
e  ~(m;c£g) 
c  n» 

-Ig 

-m^(c^ij)  (400 
—  •  


368  Lx*(m"(v^Lq)) 


.*~(m~(t>Äg)) 


(188): 


X"(m~(vbq)) 
—  •  


(401 


368  UA(w^(tiaig)) 
La?^(m^(vÖ5)) 


(101): 


\-x  ^(m^(vbq)) 


(402 


(400): 


e  ^(m;  nS(v^q)) 
e  ~(m;c&q) 
i_e 

rc  ^(c^^j) 

x  *(m^(vbq)) 
m*(c"<Lq)  (403 

§  19.  Zerlegung. 

Um  mit  (403)  den  Satz  (/?)  des 
§  7  abzuleiten,  brauchen  wir  den 
Satz 


m^(c^-L(vbq)) 


7*G 


c  ^(m-fC&q) 
—  c  ^t? 
e  ^  (ro ;  n  £  (t;  5  g)) 
~(m;c£g) 


(« 


Um  das  Unterglied 


wegzuschaffen,  bedürfen  wir  dann 
noch  des  Satzes 


.  m ' 


lq) 


[j-x  <~*(in'^(v-'Lq<->sq)) 
I—  x  ^(c^(v  ^■iqj) 
I — x  ^{c^^Lq) 

■  x^(m^Lq)  {ß 

der  aus  (243)  folgt  Die  Unter- 
glieder 

,-x^{m^^qf 
sind  durch  ,  —  x<^{m^(vh  q))1  zu  er- 


§  20.  Aufbau. 

367  U«.  x~  (m  *  (v  ^  i  q — i  q)) 


\—x^(m^(v^Lq^i 

*-x^(m^(v  ^  ~Lq)) 
I—  x*(m^(vbq)) 


(Ic):   

LrX^im^iv^tq^'q)) 
i-x~(m^(vbq)) 
—  •  — 

270Lm^(c^^(t;äj)) 

U  ~(m;n£(t>5g)) 
^a)::  


(404 


\ 


jtn^(c^t(vbq)) 
U  ~(m;c£$) 

klrrre  ^(m;n^(väg)) 
|Lc  "{m\ciq) 
c  °t> 

X 

e  «  (m ;  n  X  (t;  ä  g)) 
c  ~(m;c£g) 
c 

c  ~(m;c£g) 
c 

rm^(c>i(i>ä2)) 


I—  ( 


(« 


0* 
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(m;  n£(vbq)) 


e  ^ 

c  ^(m;  c£g) 
-e 

c  ^(ro;c£g) 


Tw^(c^^(t)5g))  (y 

X 


fm^(c^(t;äg)) 
C  "(m;c&q) 
c 

c  ~(m;  n£(t>äg)) 

«-c  (i 
-      :  l)::s  =  =  =  =  =  =  = 

tn^(e^-iq) 

l-Ig 

■  c  "V 

I — z~(m^(t>äg))  (405 
(IIa) : :  

.m'"»(e'n>i(t;äg)) 


^ 


Cm^(c^ig) 


(406 


(m^(v^tq^sq)) 
x^(c^{v^^q)) 


(« 


(243): 


l_  x  r\(c^(v^L q)) 

—  x  ~(e^ig) 
L—  Iq 

—  x^{m*±q) 
(401,404)::=  =  =  =  =  =  =  = 


L...  m^ic^tq) 
L  x  r\  (m  r*  (v  &  q)) 
\-x  ^(c^iv^^q)) 
—  x  ^(c^-Lq) 

L-Ig 


iß 


(188)::  


L—m^(e^tq) 
y-x  ^(m*(v&q 


**)) 
fl)) 


(406): 


x^(m  « (t>  a  i  2  g )) 
c  ^  (m  ^  j:  g) 

X 


_m^(c^(t;äg)) 
L  x  ^>  (m  « (•  ö  q)) 

L-lq 

i  ^(i^iq) 
c 


(191):: 


(IVa): 


-m^(c^i(t;äj)) 

L  <r  (t>r>  ig)) 

-*^(m^(«Äg)) 
i  ^(i^iq) 


(407 


(« 


iß 
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E—  [ — x^(c^(v^Lg))]  =  [  m*(c*-L(v?>q))} 
x  ^(m^(v^q)) 
la 


(369): 


[  x^(c^  (v^-Lq))]  - 

x^im^iv^q)) 


[ — m^(e^^(vbq))\ 


(22): 


[ —  c  «  (x*  #  (v  a  i  g))]  =  [ — m-(c~Mt?5  fl))] 
a:^(m~(»äg)) 

,1^.1  "(x^J-q) 


(22): 


Lig 


Cr 


ff 


(96): 


L   -  [—a-Cz-^^-^^l^t— a-(m-^^(t;5g))] 
1  1« 

UL-ri  ^ (i ^ -i q) 


Ö&(x"$(v^Lq))=&(m~$±(vbq)) 
X"(m"{vbq)) 
i  »01*4) 


(ITIa): 


~=0(tf~£(t;^g)) 
L-x^(m^(vbq)) 
1 — i^(t^^^) 


in 


(408 
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c)  Beweis  dos  Satzes 
:^{m^\v^q)) 


§  21.  Zerlegung. 

Um  nun  von  (40H)  aus  zu  dorn 
Satze  zu  gelangen,  dass  bei  unsern 
Voraussetzungen  über  q  und  m  End- 
los die  Anzald  der  Glieder  der  mit 
x  anfangenden  g-Reihe  ist,  die  unter 
den  »-Begriff  fallen ,  wenn  es  zu 
jedem  Gliedo  der  mit  x  anfangenden 
g-Reihe  ein  darauf  folgendes  giebt, 
das  unter  den  »-Begriff  fällt,  müssen 
wir  (262)  anwenden.  Bevor  wir  dies 
thun,  wollen  wir  diesen  Satz  für 
unsere  Zwecke  passender  gestalten. 
Wir  haben  nämlich  in  (2G2)  für  ,q* 
fV^q*  zu  schreiben.  In  den  dann 
auftretenden  Untergliedern  ,  _  I  (v  ä  q 
unr*  >-slr  Wt-i(t>3gi)'  ist  tvbql 
durch  ,g*  zu  ersetzen.  Dann  müssen 
wir  für  das  Unterglied 

b"(m~'$l,(vbq!y 
b"(t"(vbq)) 

x^(a^^q) 
einführen.    Den  dazu  nöthigen  Satz 


lL~d"(e^(vbq) 

 x^itn^Lq) 

a*(e^<Va±q)) 
x^(a^i>q) 
i  ^(x^j. q) 


(« 


I  x^m^:  q) 

I  d^(m"%z.(vbq'i) 


a^(z^{v^sqj) 
x^(a^L.q} 


iß 


L,  r  d^(r^(v^sq)y 

KLrr  d^ic^ivbg)) 

 rr^(r^iq) 

 I? 


Um  (ß)  mit  IIa  zu  beweisen  brauchen 
wir  den  Satz 


\^x~<d"Lq) 

,  L  d^(m^livSq  ) 


beweisen  wir  mit  den  Sätzen 


der  mit  (322)  aus 

L  w  «■  i  d  t  q  ) 
,ltn^(d^^(v 

folgt. 


5  ff)) 


22 


888 


Aufbau 

Lro~(  d^sq) 
L  m^(d^j.\v 


v:->q}) 


(186): 


Lm*(d"j.{v!>q\) 
(200)::  


(« 


m^id^ 


iß 


(139): 
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bq>) 


(409 


(23): 


(vbq))  (« 
(322):  


x^{dr^tq) 

d^(m^t{vbqj)  (ß 


(IIa): 


\—^jrrd^(t^(v^sq)) 

I  x^(m^-Lq) 

I  d~(m"$i(vbq)) 

x^(a^^q)  (410 

§  23.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz  (y) 
des  §  21.  Dieser  Satz  sagt:  wenn 
es  keinen  Gegenstand  giebt,  der  zu- 
erst unter  den  auf  d  in  der  g-Reihe 
folgenden  unter  den  «-Begriff  fällt, 
ao  giebt  es  überhaupt  keinen  Gegen- 
stand, der  unter  den  »-Begriff  fallt 
und  in  der  g-Reihe  auf  d  folgt,  so- 
fern die  g-Beziehung  unsern  Voraus- 
setzungen entspricht.  Er  ist  ähnlich 
dem  Satze  (.358)  und  kann  daraus 
abgeleitet  werden.  Wenn  d  zu  keinem 
Gegenstande  in  der  ^-Beziehung  steht, 
so  giebt  es  keinen  Gegenstand,  der 
auf  d  in  der  g-Reihe  folgt,  und  also 
auch  keinen  solchen,  der  unter  den 
^Begriff  fällt  Wenn  d  aber  zu  einem 
Gegenstande  a  in  der  ^-Beziehung 
steht,  so  können  wir  zeigen,  dass  ein 
Gegenstand  n  nicht  zuerst  in  der 
mit  a  anfangenden  g-Reihe  unter  den 
©-Begriff  fällt,  wenn  n  nicht  unter 
den  auf  d  in  der  g-Reihe  folgenden 
zuerst  unter  den  v-Begriff  fallt: 


[tttt  ff))* 
L  d^{a^q) 

Li, 

,  l— r  d^(n^{vbqj) 


bq))  (o 

Ferner  haben  wir  den  Satz 

a^(r^(v^Lq)y 
d^{a^q) 

t  —  d^(r^(v^±q))  iß 

abzuleiten,  was  leicht  mit  (242)  ge- 
schehen kann.  Um  (a)  zu  beweisen, 
gehen  wir  aus  von  dem  Satze  (384) : 

d^(n^(vbq\) 
d^(n^(v^J.q^±q)) 
d"(n"(v-±q\) 

und  haben  nun  die  Sätze 


L-d"(n~(v^J.q))' 
IL  d^(a^q) 
,  L  a^(n^(v^Lq)) 


und 


Ltt  d~(7i~(y^J.q^J-q)y 
L  d^(a^q) 
Llg 

-r  «^(n^(»^ig- ±q)) 


9 


zu  beweisen,  von  denen  (y)  leicht 
aus  (132)  folgt,  (d)  ist  mit  (15)  ab- 
zuleiten : 

L  rd~(n~(v*j.q~±q)) 

KLYd^(t^(v^j.q)) 
Lr  r*(n*±q) 

Das  geschieht  mit  (6): 

[rr  a^{n^{v^Lq^±q  ) 
L  r^{n<^±q) 
L  a^(r^  (v ^  -L  q)) 

und  (ß). 
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§  24.  Aufbau. 
y-d^{a^q) 

Li, 


(197): 


\—d^{r^±q) 


a^(r^(v^tq)) 
d*(a^q) 

I* 

I—  d*{r^j.q) 

(188,191)::=  =  =  =  =  = 

(r"(v*lqi) 


(« 


(411 


(5): 


on(nrt(ti2ig_/  q\) 
r^>(n^sq) 
d^(a^q) 

ig 

^(frt(p-ig))  (a 

X 

[_d^(r-(t7^-i?)) 
y-r  ^(n^±q) 

l_Ig 

I — ra^(n^(v^ij^^2))  (/? 


r^(n^-ig) 
d^(a~q) 

a"(n^(v^^q    j.q))  (y 


(15): 


(384): 


n~(v^iq^±q))  (d 


d^in^fvbq)) 
d^(a^q) 

Lr  a^(n~  (v^-Lq—, ±qj) 
I —  d^(n^(v^-i  g)) 


iß 


132 


L  rf^(a^) 
La^(n^ig) 


(197): 


|_d^(n^(v^ 

l<Wa^g) 
y-a^(n^iq) 
L-n^v 
(188,191)::=  =  =  =  =  = 

ei,)) 


l    i  ^  (n  ^  (o  ^  jl 
L  d^(a^g) 


(«): 


L  d*(a^q) 
Llq 


2)) 

ig)) 


(9 


L,.  a  «  (n  « (v  a  i  g  _  j.  q)) 

(368,404)::=  =  =  =  =  =  =  = 

L-d^(n^(vi>q)) 
\y-d^(a^q) 

Li8 

La«(n~(»Äg)) 

X 

a^(n^(vbq)) 
d^(a~q) 


(IIa)::  

a^(n^(t>$g) 
<*~(a~g) 

ig 

d^(e^(v52)) 


(Ä 
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I  d^(a^q) 

I  Ig 

(358;:  

L_a~(r~to^g)) 

L-  d~(a~g) 

L-Ig 

X 

\—^rrd^(c^(vhq)) 

I  ..  f  r\(f-r*j_q) 

d^{a^q) 

k 

a^(r*(v^Zq)) 


(411)::  

L—^d^ic^ivSq) 
I— r  r  «  (r^zg) 
d^(a^  g) 

—  <Z^(r^(t;^.£g)) 
X 

.-.rf'Ma^g) 
It  r^fr^g) 
^  tf"(c>  («&£)) 
-ig 

Ig 

r  ^{r^i  q) 
d^(r^(v  ^  ±q>) 


na  L — rd"{(i"q) 
KLrr  d^{t^q) 
(22):   

a~(d"$q) 
d^(t*q) 


(l 


(o 


(412 


(« 


(125):, 


tu 


r~(d^J.%.q) 
X 

L  r-lrf^#g) 

(302)::  


—  <*~r~.ig) 


(188)::- 


tlrrd^(^q) 
—  d^ir^iv  —  i 


x 

d^(c^g) 
(412)::  

d^(r^(t>-  ig)) 
d^(r^(tJ^^gi) 
d~(c~(ü5gi) 


(Ig): 


r^(r^iq) 
I  Ig 

(Ha)::  

Li  r^(^(»^})) 

Ui-ri^(i^-^g) 
I  Ig 


LjpLr,.  d^(i^ \v - 1 g)) 
Ulo-  cZ^(c^(v5g)) 
wr  i  *(i*±q) 
—  Ig 

X 


(y 


(413 


7 


(« 


(5 
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I  lq 


d"(t~(vhq)) 
x^im^i  q) 

(lrt(Cn(»fiij)) 
x^(a^z  q) 
i  ^(t^zg) 

X 


LLrrd~(c"(vbq)) 


x^(m^tq) 

x^(a^~L  qj 
X  "(x*  +  q) 


*«)) 


j  klrb^eNwäg 
L  #^(m~ig> 


—  •  


(« 


(414 


389 


|_a^(a~.i  (üi 

(IIa)::   

f_ Po^(a^^(»5g)) 


(« 


(415 


(262): 
I 


 \(vbq) 

(414,397)::=  =  =  =  =  =  =  = 

frn  r  —  =  W  (m  *  #  t  < »  A  g.'i) 


La;  «(*«-»  ig) 
'  ««(a^g) 


(401)::  

w>(»Äg.) 
[e^(t>s.tgi) 


(y 


(408): 


i  


(416 
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d)  Beweis  des  Satzes 
L_Q~[0(x-£(t;^g))~if]' 

Llq 

Lp  c^ic^ ±q) 

,  I  x^(c^-Lq) 

und  Ende  des  Abschnittes  M. 


§  25.  Zerlegung. 

Es  bleibt  uns  übrig  zu  zeigen, 
dass  die  Anzahl  der  Glieder  der  mit 
X  anfangenden  g-Reihe,  die  unter 
den  «-Begriff  fallen,  endlich  ist,  wenn 
auf  ein  Glied  (c)  dieser  Reihe  kein 
unter  den  «-Begriff  fallendes  Glied 
folgt,  falls  unsere  Voraussetzungen 
über  q  und  m  erfüllt  sind.  Dies  ge- 
schieht mit  dem  Satze  (326)  in  der 
Form 


Aus  (369)  folgern  wir  leicht  den 
Satz 

x^(a^(v  ^-L  q))  ' 
a^(m,n£(vbq)) 
x^(m^(vhq))  (ß 

Um  nun  auch  einen  Satz  mit 

-a"(m,n&(vbq))1 
,lx*(a"(v^±q)) 


Wir  haben  nachzuweisen,  dass  unter 
unsern  Voraussetzungen  die  von  m 
bis  »  laufende  (rog)-Reihe  alle  die 
Glieder  und  nur  die  enthält,  die  in 
der  mit  x  anfangenden  g-Reihe  unter 
den  «-Begriff  fallen,  wenn  n  ein 
solches  Glied  ist,  dass  alle  Glieder 
der  von  m  bis  c  laufenden  g-Reihe, 
die  unter  den  «-Begriff  fallen,  der 
von  m  bis  n  laufenden  («Ög)-Reihe 
angehören : 


(« 

als  Obergliede  zu  erhalten,  schreiben 
wir  (IIa)  in  der  Form 

Ha^{m;ni{vbqjy 
a^(m;c£q) 

^«.c  ~(m;n &(pbq)) 
V-e*(m;ciq) 

und  wenden  hierauf  den  Satz 


[—  a~(x~:$(«^ff))]  =  [__  a^(m;n£(vbq))}1 


t  x^(m^(v^q)) 

L-r  c  ^{c^sq) 
c  ^(e^iv^j.  q)) 
x^ic^-Lq) 
e  "(m;n&(vbqi) 
c  "(m;c£q) 
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^ 


a^(m;  c£q) 


L.x^(a^(v^^q)) 

— r C  ^(c^-ig) 
■C^(e«(«s/g)) 

an,  den  wir  ans  (407)  und 
[pn  a^ic^tq) 


(y 


x^(a^(v^L  q)) 
x*(c^Lq) 


iß 


ableiten.  Wir  beweisen  (6)  mit  (243). 

§  26.  Aufbau. 

197  L-  c  ~(a^(v^±q)) 


L-  c  ^  (a  ^  (v  ^  .i. 
IL  c  ^(a^-ij) 


X 

c  ^(a^(v^  -L  q)) 


(Ha) 


c  ^  (a  ^  -i 

c  «(e«(t>2zg)) 


(243): 


 a^(c^ij) 

lwTCrt(e^(»2ig)) 

 x^(c^^q) 

 Ig 

 x^{a^-Lq) 

(188,191)::=  =  =  =  =  =  = 


(y 


|jm  a~(c^g) 

kl^r  c  ^(e^(tJ^-ig)) 

 x^(o«(»flig)) 

 «^(c^ig) 

I« 


(417 


274   L~  a  ^(m;  c£g) 

?) 

c  ^(c^-tg) 
" —  a  ^(c^ig) 

(407,417)::=  =  =  =  = 

|n  im  a^(m;  c£g) 
*■  x^(m^(vbq)) 
-  «^(a^(t>^^g)) 

L- r  c  ~(c^.ig) 
c  ^(c^(»^^g)) 
x*(c*Lq) 


(IIa): 


a^(m;ni(«ä;)) 


g"(«t"(e&2)) 

L-Ij 

c  ^(c^z  g) 
c  ^(c^(v^^g)) 
■  x^(c^-iq) 


Li  im  a^(m;n£(viiq)) 


270 


-  x^(m^{vbq)) 

ui3 

-r  c  «(c>xg) 
-r  c  "(z^{v^s  qj) 

—  x^(c^<Lq) 
e  ^(m;  n£(t>5g)) 
c^(m;cig) 


^^(a^i^äg)) 
La  °(m;n£(t>ü>g)) 


(369): 


(418 


(419 


Digitized  by  Google 


x^(a^(v^^q)) 


(IVa): 


a^(m;n£(vhqf) 

x^(a^(v^^q)) 

x*(m"(vbq)) 


■■[ — a"(m;n£(vhq))} 


(22): 


(419):: 


[ — a~(x~$(v^Lq))}  =  [ — a~(m;n&(vbq))] 

o^(m;  n&(vhq)) 

x^(a^(v^Lqi) 

x^(m^(viq)) 


r  [_  a  r>  (x~  $  (V  =  L  q))]  =  [_a  «(m ;  n  &  (v  h  q})} 


««(w>(t>Äg!) 

e  ^(m;  n&ivb  q)) 
t"(m,c£q) 


L 

[_»[__  a~(x"#(v^Lq,)]  =  [—a>(m;n£(vbq))) 


e  ^  (m ;  n  £  ( t>  5  j)) 
c 


326  |.a^[0(m;«i(«52))^|] 
(lila) :   


\^&~[v(x"#(v^>Lq))~i{) 


(96):: 


(420) : : , 


L  0^[&(x^#(v-lq))">lt] 

KLr  [ —  a^(x^$(v^L q))]  =  [  a  f> (m ;  n X (e 5 g))] 


(a 


Ol 


(Y 


(420 


(« 


0* 
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1 


§^[&(x*$(v*Lq))"±{]  | 
a^(m~(t;äg)) 

I? 

e  ^(c^.i  g) 

a;^  (e^Lq) 
c  ~(m;n£(t>ög)) 

e 

X 


e  ~(m;n£(«5g)) 
e  e£g) 


— ar^(m~(t>&g)) 
-I? 

■c  ig)) 


c  ^(m;  n£(t>5g)) 


-Äo(w^(t>i5)) 

-I? 


X 

la;~(m~(t>&g)) 


I 


—  x^(c^-Lq) 
e  ^(m;  n£(t>ög)) 
e^(m;c£g) 
c  rt« 


(403:: 


La;  ^(«^(vif)) 


wegschaffen.  Dies  geschieht  mit  dein 
Satze 


-r  c  ^(c^-i  q) 
—  x^{c^tq) 


(421 


§  27.  Zerlegung. 

Wir  müssen  aus  dem  letzten 
Satze  das  Unterglied  ,  m^e^ig)' 

fr»»«,  Orundgweti*  U. 


.,  m^(c^ig) 

■  m^v 

■  a;  ^(e^*Lg) 
 Ig 

 x  ~(m^(*4$)) 


den  wir  mit  (243)  beweisen,  indem 
wir  zeigen,  dass  c  nicht  dem  m  in 

3 
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der  g-Reihe  vorhergehen  kann,  weil 
es  dann  ein  auf  c  folgendes  Glied, 
nämlich  m,  gäbe,  das  unter  den  v- 
Begriff  fiele. 

§  28.  Aufbau. 
IIa  L — rc^(tn^(v^J.q)) 

X 

(197)::  

Lpi^.  c  ^(e~(v^±q)) 

I  e  ^(m^iq) 

I  m^v 

X 

L — rc  "(m~±q) 
■  i 


(« 


iß 


(243): 


x  ^(e^-Lq) 
x  *{m^tq) 


Em^{c^-Lq) 
e  "(t^(v^±q)) 

 x^{c*lq) 

 Iff 

x  ^(m^{vhq)) 


(421): 


c  ^(c^iq) 
x^(c^~Lq) 
(402)::  


,Q~[#Cr~#(t;^i$))^f] 
L  («1^(065)) 

.  c^(e^iq) 

CA(e«(C£iig)) 

«^(c>ig)  (422 

X 

e^(t^(v^iq)) 
x<~*(c^tq) 
x^(m^(vbq)) 


-r  C  ^(c>.£g) 


(Ha)::  (er 


a;^(m^(t;äg)) 

ig 

lrr\^(\^Lq) 

—r§~[®{x~\(v^lq))"Lt) 


iß 


Q  °  (C  ^  (t>  —  I  j)) 


(416): 


—  I? 

-rQ~[#(a:~£(t>-ig))^f] 
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-la 


k 

X 

— 0(*"$(i>^ff)) 


„.;c~(m<-(t;äff)) 
lr~=»(tf~&(t>-iffY) 


Ui-(i^g) 


(359): 


l  ^(x^s  q) 

fm«  z-(eA(»^ig)) 

I  Iq 

JUr  i^(i^-tff) 

X 


Lpt  s^(e^(t^£  ff)) 


Ä 


(9 


(423 


IIa  L — r  x^(e^(v  ^z.q)) 
(22):   

[»  a^(x^(v^iq)) 
^Ln-x^(t^(v^^q)) 


(« 


0» 


L—  Qo[#(ir~#(t^!g))^#] 

I  Li« 

LU-i-(Wff)  (424 
(Hla) :  


(97): 


L  0Or~£(t>^ff))  =  G 

Ll-rS^e^tJ^ff))  (y 


(139): 


L  8-  (•  -  £  ff))     f  ] 

kl^r  x^(e^it;^^gO  (<J 


(425 


IL  ^  ^(_e^a)  =  a^^iff 

kLrrb^(C^ff) 

v^r  e( — e~u)  =  ci"¥>±q 


(423): 


(IIa): 


3» 
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.9  « 


Ui*(Wff) 
i  ^(t^-tq) 


< ...  > 


I  (  €^u)  =  o^^.^q 


(206):  


 «^u)  =  a^^iq 

i^(t^^q) 

Iq  (426 


191 


ff)) 


(IVa):  

L-  (  C^r)aet(***.Ä?^(on(»oXj))) 

Lö«->t>  (a 

(22):   

L-( — c^v)=( — (*o£g))) 
Lc^t;  iß 
23  LiA(Cnij) 

(lila):  


¥^g) 


(77):: 


(197):. 


L_  c  ^  v 


(« 


(ß 


¥^2  (y 


¥^2  (* 


(« 


(IIa)::  

L  .«-(c«(tiaij)) 


£  (— u)  =  x^^  tq 


in 
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( — a~t>)  =  ( — a^(x^(v~iq)) 

(96):  

 #»=#(a;~£(t;^g)) 

>i( — e^u)  =  x^^^q  (i 
(425) :  

(Wfljt^if) 
Ig 

i( — e^u)=x^$.*Lq  U 
X 

\rrm — Pi( — e^i*)=x^^ig 


I  Iq 


I  lq 

 r~=»t; 


(A 


X 


(427 


L__  tW#t>^ 


(428 


N.  Beweis  des  Satzes 


.1  Q~ 


0' 

§  29.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz,  dass 
einem  Begriffe  eine  endliche  Anzahl 
zukommt,  wenn  einem  ihm  über- 
geordneten Begriffe  eine  endliche 
Anzahl  zukommt. 

Es  sei  der  u-Begriff  der  über- 
geordnete, der  t>-Begriff  der  unter- 
geordnete.   Wir  haben  am  Schlüsse 


tt 

V 

(»«•«AI) 

des  I.  Bandes  gesehen,  dass  sich  die 
unter  den  w-Begriff  fallenden  Gegen- 
stände in  eine  Reihe  ordnen  lasson, 
die  von  einen  bestimmten  Gegen- 
stande bis  zu  einem  bestimmten 
Gegenstande  läuft,  wenn  die  Anzahl 
des  M-Begriffes  endlich  ist.  Wir 
setzen  daher  zunächst  statt  des  u- 
Begriffes  die  von  x  bis  c  laufende 
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g-Reihe  und  fassen  den  Fall  ins 
Auge,  dass  überhaupt  Gegenstände 
unter  den  «-Begriff  fallen.  Dann  sei 
in  unserer  Reihe  m  das  Glied,  das 
zuerst,  und  n  das  Glied,  das  zuletzt 
unter  den  t>-Begriff  fallt.  Wir  be- 
nutzen nun  unsern  Satz  (422),  aus 
dem  wir  zunächst  ,m'  mit  (357)  weg- 
schaffen. Wir  ersetzen  die  Unter- 
glieder 

, — x^fc^^qYj  , — x^ia^-iq)'  und 

durch  die  Unterglieder 

,  —  a^v1  und  -^i—a^Or;  c&qf 
,  lax»? 

So  erhalten  wir  den  Satz 

HBA[»(*4('aij))rti1l 

■vlq-  a*(x;  c£q) 
,      '■Q^r  (er 

Für  ,  ft(x*$(v^Z,q))1  ist  dann 
einzuführen  mit  dem  Satze 

L  &v=&(x"$(v-±q))1 

lLrrd"(x;c&q) 
,      L  Ct^tf  (/? 

der  mit  (IVa)  aus  (191)  und  dem 
Satze 

fi — rxr>(a*(v^±q)y 
lLrra*(x;c&q) 

,     L  a  *v  (y 

folgt 

§  30.  Aufbau. 


2!>6 


L  a^(a^sq) 

Lig 

X 


a^fa^^  gi 
c^(c^^g) 

a^(c^-Lq) 


269 


I-  a  «  (ä  ;  c 


iq) 


(276): 


c  ^(c^j.  q) 
cr^{ar^  ±q) 
a~(x:  c&q) 


(272): 


a^(x;  c&q) 
a^(x;e£q) 
c^(a^sq) 


(Ig): 


t: 


a^Ocjc^g) 
c^(a^^g) 
(188):  

a~(:r;  c£g) 
c^(a^(t>^xg-)) 

X 

c^(a^(v^sq)) 
a^(x;c&q) 
,IIa)::  

L — -c^(a^(^ig)) 
l^-*a"(x;c£q) 


(192): 


«^(a^ic^igi) 
a^(x;c^g 


[e.  c^(c^(t>^zgi) 

ULrrQ  *{X\C &q) 


(429 


(« 


0» 


(430 


0» 


(7 


(431 


(432 
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422 


||rTOMff(*"¥(v«<£*))"4#] 
«■  x^(m^{v^q)) 

•-r  c^{c^±q) 

-x^{c*-lq) 

X 

„x^(m^{vkq)) 
l-lq 


(« 


(357): 


x^(a^(v^q)) 
§r>[&(x"#(v*lq))~it] 


Crt(en(»2jg)) 


(429):: 


„x^ifl^lq) 
L  0«ü 

i-Iq 

l—r§"[ft(x^$.(V^lq))^Lt) 

— r  c^(c^-tg) 

Lrr  C^(t^(V  ^  iq)) 

—  x^(c^^q) 


L  a^v 

L-r  c^{c^±q) 

l —  a^(c^-Lg) 

— r  %~[<ü(x~\(v=>Lq))^±t\ 
Lrr  C^(t^(V^J.q)) 

—  x^{c^tq) 


(Y 


(271,  269): 
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(265,  323):: 
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a^(x;c£q) 
—r§~[&(x~$(v=>Lq))~lt] 
—  x^(c^tq) 

-x^{a~iq) 


i-a^(x;c£q) 

-ft«(e«(#ß^g)) 
X 

fr-rrrö-f  n     #     t  q)) ~l  f] 

L  a^v 

—  rc^a^ig) 
>r  c^(e^(t?--i^)) 


Q'Mw(*~¥(v-~5))'>~f] 
a~0r;c£$) 

L — rö^[w(£~¥-(t,-~?))°~*] 


(lila):  

L — r  Q^[»v^i#l 


(« 


1 


  nv=  w(x"$(v-Lq))  (433 


270 


L  x^ia^-Lq) 
L  a^(x;  c£g) 


(197): 


La~(*; 


ciq) 

(IIa)::   

fi — r^(o^(^ig)) 
klja^(x;ci«) 


191 


(IVa): 


( —  a  ^  v)  =  ( — x^{a^(v^iq)\) 
x^(a^iv  q)) 


(« 


0 
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' — a^v)  =  ( — x^(a^(v^-iq))) 


22  : 


L  (  a  ~  v)  =  ( —  a  q)\) 

Ulrr  a~(x:  c&q) 

I — ct~t>  =( — Q«(a?^|(osi}))) 


(C 


(96):   

L  


434 


133  k  


(435 


§  31.  Zerlegung. 

Das  untere  Unterglied  in  (435) 
ersetzen  wir  durch 

,     1  a^t?  und 
, — i(—e~u)=x;c£q' 
Dazu  brauchen  wir  den  Satz 


L  « 


(x;c£q> 

i( — e~u)  =  x;c£q  'a 
der  aus  (44)  folgt. 

Es  sind  dann  fil  und  weg- 
zuschaffen. Da  (345)  hierzu  nicht 
ganz  geeignet  ist,  leiten  wir  aus  (345) 
den  Satz 


ab.  Um  endlich  noch  ,al  wegzu- 
schaffen, benutzen  wir  den  aus  (97) 
folgenden  Satz 


7 


§  32.  Aufbau. 

L  <?  (  £-  u)  =  a: :  c£  q 


L  a^t? 


i(—  e~a)  =  x:c£<7  (436 


•^CL^ix.ciq^ 
u 

H  e^U)  —  x:  c&q 


u 

a  v 


f  I  t^U)  =  x:  c  ,(ry 

X 
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|l  a^v 

I  ^q-  Q-tt 

 r  B«(  ff  9~4,S)  \d 

X 


i( — £~«)  =  b;  a£q 


(437 


314 


(inf): 


L*=0(1;» 


L  W(l;n£f)  =  n 
 •  


(438 


IIa      L  -rt^M 

X 

\r-rra~V 

(IIa):*   

-vLj  Cl^M 
L  0  ^  « 


-43!» 


L — ri( — e~u)=m:n&q 
LSr  £  ( — e~«)  =m :  n  £q 
(IIa)::  

I  f  (  £  °  u  i  =  m :  n  ^  9 

k^>SrM  —  «~u)  =  m:a£q  <a 

|  e(  e^ui  =  m;  »i.wy 


(Uld):  


p.  A  =  in ;  M 


i^Srf'f — £~t«i  =  b;a£q  {y 

(Ja):  


I —  A=m;n 

—  i(  £^m)  =  A£q 

a-"-/(_«^a)  =  b;a^q 


n  m 


(206): 


L  J  ( — e^u)  =  A&q 


r  u 


Aiq 


m^(a^  151 

I — ^L  =  m;n 
 f  ( — e^u)  =  A&q 


^^^«(_«-u)  =  b;aXq  ß 


f( — «'>a)=b;aiq  uy 


X 
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[1  .  rei —  e^u,  =  AAq 


I  \ 


t>    a  q 


s( — e~«)=b;ajq  (i 


X 

6   a   "  -  e  ( — e^u)  =  b:a£q 


437;: 


rvL-r  Q  *  M 


1 440 


1  r«~t> 

W%Lrr  Ii  -  M 


a^t> 


(  131), 


u 

GW?/     :  f  i 


X 


14<i  LB~(8~£f) 
(IIIb):  


(»7)::   


i441>:  • 


(441 


iil'2 


(443 
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-.  Beweis  des  Satzes 


L_       ff  SS  fjW 


a)  Beweis  dos  S  u  t  z  e  s 
\ 


 r  ' 

kl-  n-  #^(»rt)q) 


§  33.  Zerlegung. 

„Die  Summe  von  zwei  Anzahlen 
ist  durch  diese  bestimmt",  in  diesem 
Ausdrucke  ist  dor  Oedanke  des  Satzes 
unserer  Hauptüberschrift  am  leich- 
testen zu  erkennen,  und  darum  mag 
er  angeführt  sein,  obwohl  der  be- 
stimmte Artikel  beim  Subject  die 
Aussage  der  Bestimmtheit  eigentlich 
vorwegnimmt  und  obwohl  das  Wort 
„Summe"  hier  anders  gebraucht  ist, 
als  wie  wir  es  später  bei  den  Zahlen 
gebrauchen  werden.  Wir  nennen 
hier  nämlich  ?/f  ^-j-e^tf  \  Summe  von 

£jt  z  und  von  //  v,  wenn  kein  Gegen- 
stand zugleich  unter  den  $•  und  unter 
den  »-Begriff  fällt.  Auch  unendliche 
Anzahlen  kommen  hierbei  in  Be- 
tracht. Wenn  wir  den  Satz  nur  für 
endliche  Anzahlen  beweisen  wollten, 
würde  wohl  ein  anderer  Weg  zweck- 
mässiger sein.  Wir  beweisen  zu- 
nächst den  Satz  der  Nebouüberschrift, 
der  etwas  mehr  besagt,  als  wie  (49). 
Durch  Wenduug  geht  nämlich  aus 


ihm  ein  Satz  hervor,  den  man  so 
wiedergeben  kann :  „Wenn  die  An- 
zahl des  «-Begriffes  mit  der  des  u- 
Begriffe8  zusammenfällt,  so  giebt  es 
eine  Beziehung,  die  den  «-Begriff  in 
den  a-Begriff  und  deren  Umkehrung 
diesen  in  jenen  abbildet  und  in  der 
ein  Gegenstand,  der  nicht  unter  den 
«-Begriff  fällt,  zu  keinem  Gegen- 
stände steht".  Es  sei  die  g-Beziehung 
eine  solche  und  es  sei  die  ^-Be- 
ziehung von  der  entsprechenden  Be- 
schaffenheit in  Bezug  auf  den  v- 
Begriff  und  den  ttf-Begriff;  dann 
bildet  die    a  i  / -r-e^ia^qn  -  Be- 

ziehung  den  ff-r-e<^g\-    in  den 

e  f-r-e^u  \ -Begriff  ab  und  ihre  Um- 

kehrung  diesen  in  jenen.  Damit 
diese  Beziehung  eindeutig  sei  sowie 
ihre  Umkehrung,  müssen  wir  von 
der  g-Beziehung  die  Voraussetzung 
inachen,  dass  ein  Gegenstand,  der 
nicht  unter  den  «-Begriff  falle,  zu 
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koinem  Gegenstände  in  der  q-Be- 
ziehung  stehe,  und  das  Entsprechende 
muss  von  der  p-Beziehung  gelten. 

L'm  den  Satz  der  Nebenüber- 
schrift aus  (49)  abzuleiten,  zeigen 
wir,  dass  die  $  (e^#  ^-Beziehung 
die  verlangten  Eigenschalten  hat, 
wenn  die  ^-Beziehung  den  «-Begriff 
iu  den  w-Begriff,  und  wenn  ihro  Um- 
kehrung  diesen  in  jenen  abbildet. 
Wir  beweisen  danach  die  «ätze 


ß 


I  Tm  (er)  abzuleiten,  brauchen  wir  nach 
(11)  den  Satz 

fn  r*«B 


IM 


(y 


und  dazu  den  Satz 

I 


d^la^q) 
—  d'-e 


der  aus  (197)  folgt. 

22  Ln^id^^q 

id^fa^q 
(197):  


(<J 


L  d^(n^q) 


(444 


I  Ia  : 


L  d~(a*q) 
ü  ^  w 


I  d^Ä 

w-rr  0  H 

Lrf-(Q-*..*Ä^J.) 

X 

L  r  d~Z 


iß 


18): 


Li™-  a~w 

L  (/^(Q^y.  (*  S2 


r  v  i 


II): 


L  l£ {g- $q  (445 


23 

(188)::  
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*■  a  ^  (e  ^  ( z  - 


»ff» 


(22): 


(13*:  

kd=a 

Llq 

{■IKJ)::  


(o 


(44C 


iß 


(16)! 


Lc-(a-4Lu^^ff)) 


Liff 

(18)::   

LUK*-»«) 


«447 


(« 


(445): 


L*"(tt~)$(je?^$.g») 

(448 

X 


||r*"(«")ff) 


§  35.  Zerlegung. 

Um  den  Satz  (ß)  des  §  33  zu  be- 
weisen, bedürfen  wir  dea  Satzes 


n  rd~U 


U"(z~)£q)  (o 


der  wieder  auf 

h — r  a"z 

\-d~(a~$q> 
zurückzuführen  ist. 


§  86.  Aufbau. 

(197)::  


(460 


X 


a^z 

d^{a^  %.q) 
d~{a~Hiz-tv) 


lila): 


U— TT«-* 

1  L^,«^) 


0 


*ff) 


(8,: 


\lLrn-  a~z 

I  u~(zr,)y.q)  ,d 


(11): 
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,29k:  

L«^(r)P^4?)) 

(189)::  

L«<->(*~)£g) 

Li*« 

(18)::  


191  La~s 


(a  *"> (z  a  $  g)) 


(22): 


X 

U  a^z 
•  r  a^z 


lila,: 


(9 


(451 


(452 


(« 


Lu«(#")*q) 
(451)::  


_Ä-(M^)4t^^^g)) 
L  »«(*«)$$) 
|r#"(«")«|) 


T  TT  *      v~  IH) 

ULjvL-t  fto(e«q) 

I  r  IT^XT 


(449): 


n1 


Lu"(«")$0> 

i»A(fr)  £q) 
a^(c^q) 


L«,^)»q) 


I — r  a  ^2 


q) 

>£q, 

q) 


(49): 


s~(u~)q) 

««(#«)*q) 

o«(e^q) 


(463 
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b)  Beweis  des  Satzes 


L  v~>w  )p\ 
a~(c^q) 

(1^2 

a^(c^p) 


§  87.  Zerlegung. 

Wir  definiren  nun : 


und  beweisen  den  Satz 
mit  (8)  und  (11). 


§  88.  Aufbau. 


=  q~p 


(10): 


e^ia^iq^p)) 

e^{a^qi 

e^(a^p) 


(I):: 


 •  


(454 


i455 


454  L— e^(a^(g«p,)J 

lr  e~a~p) 
-Ia) : :   


If 


(77): 


i 





<  r 
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§  39.  Zerlegung. 
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mit  dem  Obergliede 
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nöthig  haben.  Wir  unterscheiden 
hier  den  Fall,  dass  e  unter  den  v- 
Begriff  fallt  von  dem  entgegenge- 
setzten. 

§  40.  Aufbau. 


(ß): 


e~(d~(g~.p>) 

X 

\Ke^(d^q) 
\—e^(d*{q~p)) 
(IIa)::   

|_  e^(d^p) 

I  e"(d~{q*p)) 

(Ha)::  


a^(e^<7) 


(459 


(460 


(401 


(O 


[77 

'  r  a^Ä 

e-(rf^(g-p)) 


(0 


(Ha)::  


h 


"I 

L  a 


«^(d^P) 
e~(d~(g-p)) 


(18): 


Digitized  by  Google 


—  51  - 


a  =  a 

e^{a^p\ 


H 


a~(e~g) 
«~(d~(g~p)) 


(/):: 


•  r  0  ^  JET 

 0w(tf"(ffxf)) 

 Ip 


IIa  L — re~(d~p) 

(460):  


(IIa):: 


 e  ^(d^(q~p)) 


(13): 


\ 


a^(e^p) 
a  «  v 


(4 


(C 


r  <i=  a 

L  e^(a^(g~p)) 
e~(d~(j~p)) 


(«): 


I  d=a 

L  ft"(tf"(£~j>)) 
L_Ip 


L  Qr>V 
'  r 


b=a 

e~(a~i$~p)) 
c~(b<->(g~p)) 

ig 

a  ^  jp 

a~(e~p) 


(16): 


Iii, 

Lip 


Ii$~p) 


(3 


■wir  (l^B 

L  a«„ 
I — raA« 

Q^(C^pt 
118,18)::=  =  =  =  =  = 


Digitized  by  Google 


62 


• 


t  c 


(4«2 


r*(x:::)"('(x:::) 


I 


•Ott 

L  q  n 


.463 


c)  Beweis  des  Satzes 
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§  41.  Zerlegung. 

Um  einen  Satz  mit  dem  Ober 
gliede 
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§  48.  Zerlegung. 

Indem  wir  in  (463)  die  Ver- 
änderungen machen,  die  im  §  41  an- 
gegeben sind,  erhalten  wir  ein  Unter- 
glied 
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O.  Folgesätze. 

Oj  Beweis  des  Satzes 
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§  45.  Zerlegung. 
Indem  wir  in  (469;  und 
unverändert    lassen,    für  aber 
und  für  ,u;1 


IT 


einsetzen  und  die  Unterglieder 
-*a^vl  und         ü * vo 

hinzufügen,  gelangen  wir  leicht  zu 
dem  Satze  in  unserer  Uebetschrift. 
Wenn  wir  dann  für  yzl 
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fügen, dass  c  unter  den  u-Beto*ilf 
falle,  erhalten  wir  den  Satz 
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machen,  um  zu  beweisen,  dass  jede 


Anzahl  zu  einer  Anzahl  in  der  {-Be- 
ziehung steht,  was  im  1.  Bd.  nur  für 
endliche  Anzahlen  gezeigt  ist.  Neh- 
men wir  an,  dem  tp-Begriffe  komme 
eine  Anzahl  n  zu.  Dann  giebt  es 
entweder  einen  Gegenstand  c,  der 
nicht  unter  ihn  fällt,  und  dann  steht 
ff  W  zu   ff  h  (-r-  e  ^  u>\  in  der  #-Be- 


ziehung ;  oder  es  giebt  keinen  solchen 
Gegenstand;  dann  ist  der  (ö^^if  r 
Begriff  dein  tfl-Begriffe  untergeordnet, 
und  wir  linden  nach  dem  Satze  (ch, 
dass  ffw  zu  sich  selber  in  der  f- 
Beziehung  steht. 

Um  den  Satz  in  unserer  Ueber- 
schrift  zu  beweisen,  müssen  wir  zeigen, 
dass  ffiZ-r-e^z  \  mit  ffv 

zusammenfällt,  wenn  der  ^-Begritf 
dem  t>-Begritfe  untergeordnet  ist. 
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§  47.  Zerlegung. 

Um  nun  zu  unserui  Satze  («)  des 
$  45  zu  gelangen,  müssen  wir  be- 
weisen, dass 

mit  #fYTr«~«  Y^samroenfiillt,  wenn 
c  unter  den  «-Begriff*  fällt. 


§  48.  Aufbau. 
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A)  Beweis  des  Satzes 


§  47.  Zerlegung. 

Um  nun  zu  unsenn  Satze  (er)  des 
§  45  zu  gelangen,  müssen  wir  be- 
weisen, dass 

mit  &rY-n-£"t*\ zusammenfällt,  wenn 
c  unter  den  «-Begriff  fällt. 


§  48.  Aufbau. 
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§  49.  Zerlegutig. 

Um  nun  einen  Satz  mit  dem  Ober- 
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können  wir  liier  von  (68)  keinen 
Gebrauch  machen,  sondern  bedürfen 
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Um  (476)  zu  benutzen,  wie  in  §  45  gesagt  ist,  brauchen  wir  den  Satz 
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der  aus  (103)  abzuleiten  iBt.    Dazu  haben  wir  den  Satz 


nöthig. 

§  52.  Aufbau. 
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Wir  ziehen  aus  dem  Satze  (47t>) 
mit  (145)  und  (165)  noch  die  Fol- 
gerung, dass  einem  Begriffe  keine 
endliche  Anzahl  zukommt,  wenn  einem 
ihm  untergeordneten  Begriffe  die  An- 
zahl Endlos  zukommt. 


§  54.  Aufbau. 
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III.  Die  reellen  Zahlen. 

1.  Kritik  der  Lehren  Ton  den  Irrationalzahlen. 

a)  Grundsätze  des  Definirens. 
§  55.  Bevor  wir  prüfen,  was  hervorragende  Mathematiker  von  den 
Zahlen,  insbesondere  den  Irrationalzahlen  gelehrt  haben,  wird  es  gut  sein, 
vorweg  einige  Grundsätze  für  das  Definiren  aufzustellen  und  zu  begründen, 
die  fast  von  allen  Schriftstellern  auf  diesem  Gebiete  ausser  Acht  gelassen 
werden,  damit  wir  nicht  nöthig  haben,  jedes  einzelne  Mal  ausführlich  darauf 
einzugehen.  Wir  haben  solche  Grundsatze  schon  im  1.  Bd.  für  die  Be- 
griffsschrift aufgestellt;  hier  soll  es  sich  hauptsächlich  um  Definitionen  in 
den  Wort8prachen  handeln.  Zwischen  beiden  Aufstellungen  werden  freilich 
nur  solche  Unterschiede  hervortreten,  welche  in  der  verschiedenen  Natur 
dieser  Ausdrucksmittel  begründet  sind. 

1.  Grundsatz  dn  Vollständigkeit. 

§  56.  Eine  Definition  eines  Begriffes  (möglichen  Prädikates)  muss 
vollständig  sein,  sie  muss  für  jeden  Gegenstand  unzweideutig  bestimmen, 
ob  er  unter  den  Begriff  falle  (ob  das  Prädikat  mit  Wahrheit  von  ihm  aus- 
gesagt werden  könne)  oder  nicht.  Es  darf  also  keinen  Gegenstand  geben, 
für  den  es  nach  der  Definition  zweifelhaft  bliebe,  ob  er  unter  den  Begriff 
fiele,  wenn  es  auch  für  uns  Menschen  bei  unserm  mangelhaften  Wissen 
nicht  immer  möglich  sein  mag,  die  Frage  zu  entscheiden.  Man  kann  dies 
bildlich  so  ausdrücken :  der  Begriff  muss  scharf  begrenzt  sein.  Wenn  man 
sich  Begriffe  ihrem  Umfange  nach  durch  Bezirke  in  der  Ebene  versinnlicht, 
80  ist  das  freilich  ein  Gleichnis,  das  nur  mit  Vorsicht  gebraucht  werden 
darf,  hier  aber  gute  Dienste  leisten  kann.  Einem  unscharf  begrenzten  Be- 
griffe würde  ein  Bezirk  entsprechen,  der  nicht  überall  eine  scharfe  Grenz- 
linie hätte,  sondern  stollenweise  ganz  verschwimmond  in  die  Umgebung 
Uberginge.  Das  wäre  eigentlich  gar  kein  Bezirk ;  und  so  wird  ein  unscharf 
definirter  Begriff  mit  Unrecht  Begriff  genannt.  Solche  begriffsartige  Bil- 
dungen kann  die  Logik  nicht  als  Begriffe  anerkennen;  es  ist  unmöglich, 
von  ihnen  genaue  Gesetze  aufzustellen.  Das  Gesetz  des  ausgeschlossenen 
Dritten  ist  ja  eigentlich  nur  in  anderer  Form  die  Forderung,  dass  der 
Begriff  scharf  begrenzt  sei.  Ein  beliebiger  Gegenstand  d  fällt  entweder 
unter  den  Begriff  <J>,  oder  er  fällt  nicht  unter  ihn :  tcrtium  non  datur.  Hätte 
z.  B.  der  Satz  „jede  Quadratwurzel  ans  9  ist  ungerade"  wohl  überhaupt 
einen  fassbaren  Sinn,  wenn  Quadrahuurzel  aus  9  nicht  ein  scharf  begrenzter 
Begriff  wäre?    Hat  die  Frage  „Sind  wir  noch  Christen?"  eigentlich  einen 
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Sinn,  wenn  nicht  bestimmt  ist,  von  wem  das  Prädikat  Christ  mit  Wahr- 
heit ausgesagt  werden  kann,  und  wem  es  abgesprochen  werden  muss? 

§  57.  Hieraus  folgt  nun  die  Unzulässigkeit  des  in  der  Mathematik 
so  beliebten  stückweisen  Definirens.  Dies  besteht  darin,  dass  man  die  De- 
finition für  einen  besondem  Fall  giebt  —  z.  B.  für  den  der  positiven 
ganzen  Zahlen  —  und  von  ihr  Gebrauch  macht,  dann  nach  manchen  Lehr- 
sätzen eine  zweite  Erklärung  folgen  lässt  für  einen  andern  Fall  —  z.  B. 
für  den  der  negativen  ganzen  Zahlen  und  der  Nujl  —  wobei  dann  oft  noch 
der  Fehler  gemacht  wird,  für  den  schon  erledigten  Fall  noch  einmal  Be- 
stimmungen zu  treffen.  Wenn  man  nun  auch  thatsächlich  Widersprüche 
vermeiden  wird,  so  schliesst  man  sie  doch  durch  die  Methode  nicht  grund- 
sätzlich aus.  Meistens  gelangt  man  auch  nicht  zu  einem  Abschlüsse, 
sondern  lässt  Fälle  übrig,  für  die  man  keine  Bestimmung  trifft;  und 
Manche  sind  so  naiv,  auch  in  diesen  Fällen  das  Wort  oder  Zeichen  zu 
gebrauchen,  als  ob  sie  ihm  eine  Bedeutung  beigelegt  hätten.  Ein  solches 
stückweises  Definiren  ist  zu  vergleichen  dem  Verfahren,  die  Grenzlinie  eines 
Flächenstückes  in  Absätzen  zu  ziehen,  ohne  sie  vielleicht  je  in  sich  zurück- 
laufen zu  lassen.  Der  Hauptfehler  aber  ist  der,  dass  man  das  Zeichen 
(Wort)  schon,  bevor  man  es  vollständig  erklärt  hat7  benutzt  zu  Lehrsätzen, 
vielfach  auch  zur  woitern  Fortsetzung  der  Erklärung  selbst.  Ehe  ein  Wort 
oder  Zeichen  seiner  Bedeutung  nach  nicht  vollständig  erklärt  oder  sonst 
bekannt  ist,  darf  es  in  einer  strengen  Wissenschaft  nicht  gebraucht  werden, 
am  wenigsten  aber  dazu,  seine  eigene  Erklärung  weiter  fortzuführen. 

§  58.  Nun  muss  allerdings  zugegeben  werden,  dass  die  Entwickelung 
der  Wissenschaft,  die  sich  in  den  Eroberungen  immer  weiterer  Zahlgebiete 
vollzog,  fast  unausweichlich  zu  einem  solchen  Verfahren  nöthigte;  und  diese 
Nöthigung  könnte  als  Entschuldigung  dienen  *).     Freilich  wäre  es  möglich 

1)  8o  sagt  G.  Peano  im  VI.  Thl.  der  Revue  de  mathematique,  S.  60 — 61:  „II  Big. 
Frege  desidera  per  ogni  segno  una  sola  definizione.  E  ude  fr  pure  la  mia  opinione 
ho  si  tratta  d'un  segno  non  continente  lettere  variabili  (F,  §  1  P  7).  Ma  se  ciö  che  si 
definisce  contiene  lettere  variabili,  ciot>  e  una  funzione  di  queste  lettere,  allora  io  veggo 
in  generale  la  necessita  di  dare  di  quella  espressione  delle  definizioni  condizionate,  o 
dofinizioni  con  ipotesi  (id.  P  7'),  e  di  dare  tante  definizioni  quante  sono  le  specie  di 
enti  su  cui  eseguiamo  quella  operazione.  Cos)  la  fomiula  a  -f  b  si  definira  una  prima 
volta  quando  o  e  b  sono  intieri,  poi  una  seconda  quando  sono  fratti,  poi  quando  sono 
irrazionali,  o  complessi.  Si  incontra  lo  stesso  segno  +  fra  numeri  infiniti  e  trans- 
finiti  (F,  VT),  ed  allora  se  ne  devo  dare  una  nuova  definizione.  Lo  si  incontra  fra  dne 
vettori,  e  si  definira  di  nuovo,  e  cos)  via.  E  col  progredire  della  scienza  si  entende 
scmpre  piü  il  signifirato  della  stessa  formula.  I  varii  significati  della  scrittura  a  +  b 
hanno  proprieta  communi ;  ma  queste  sono  insufficienti  a  precisare  tutti  i  valori  che  puö 


Lo  stesso  awiene  per  la  fonnuia  a=b;  in  alcuni  casi  il  suo  significato  si  puö  assu- 
mere  come  idea  primitiva,  in  al tri  la  si  definisce,  e  precisamente  in  aritmetica  data 
l'eguaglianza  degli  intieri,  si  definisce  l'eguaglianza  fra  i  razionali,  fra  gli  irrazionali, 
fra  i  numeri  immaginarii,  ecc  Si  suol  dcfinire  in  geometria  l'eguaglianza  di  due  aree, 
di  due  volumi,  l'eguaglianza  di  due  vettori,  ecc.  Col  progredire  della  scienza  si  Rente 
sempre  piü  la  necessita  di  estendere  il  significato  della  formula  a*=b.   I  varii  significati 
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gewesen,  die  alten  Zeichen  und  Benennungen  durch  neue  zu  ersetzen,  und 
die  Logik  verlangt  dies  eigentlich ;  aber  dazu  entschliesst  man  sich  schwer. 
Und  diese  Scheu,  neue  Zeichen  oder  Wörter  einzuführen,  ist  die  Ursache 
vieler  Unklarheiten  in  der  Mathematik.  Man  hätte  auch  die  alten  Er- 
klärungen als  ungültig  aufheben  und  die  Wissenschaft  mit  den  neuen  von 
vorne  anfangen  können,  aber  zu  einer  solchen  reinlichen  Trennung  kam  es 
auch  nicht,  weil  man  die  alten  Definitionen  für  die  Anfänge  der  Wissen- 
schaft nicht  glaubte  entbehren  zu  können.  Dabei  mögen  auch  die  Bedürf- 
nisse des  Unterrichts  mitgesprochen  haben.  So  hat  man  sich  denn  an  das 
stückweise  Definiren  gewöhnt;  und  was  ursprünglich  ein  misslicher  Noth- 
bohelf  war,  wurde  üblich  und  unter  die  berechtigten  Methoden  der  Wissen- 
schaft aufgenommen,  sodass  jetzt  noch  kaum  jemand  daran  Anstoss  nimmt, 
wenn  ein  Zeichen  erst  für  ein  beschränktes  Gebiet  erklärt  und  dann  ge- 
braucht wird,  um  dasselbe  Zeichen  nochmals  für  ein  weiteres  Gebiet  zu 
erklären;  denn  das  allgemein  Uebliche  hat  eine  rechtfertigende  Kraft,  wie 
ja  die  Mode  der  hässlichsten  Tracht  den  Stempel  der  Schönheit  aufzudrücken 
vermag.  Um  so  mehr  muss  betont  werden :  bogriffsähnliche  Bildungen,  die 
noch  im  Flusse  sind,  die  noch  nicht  endgültige  und  scharfe  Grenzen  er- 
halten haben,  kann  die  Logik  nicht  als  Begritfe  anerkennen;  und  darum 
muss  sie  alles  stückweise  Definiren  verwerfen.    Wenn  nämlich  die  erste 

di  essa  hanno  proprieta  communi;  ma  io  non  veggo  com«  bastino  a  preciaare  nun  i  sig- 
nificati  nossihili  deU'eguaglianza. 

Del  resto  le  opiniom  dei  varii  Autori,  sul  concetto  di  eguaglianza,  diversificano 
assai ;  ed  uno  studio  di  questa  questione  sarebbe  assai  utile,  specialmente  se  fatto  coli* 
ajuto  di  simboli,  anziehe  di  parole". 

Peano  beruft  sich  hier  auf  eine  praktische  Nothwendigkeit;  aber  dadurch  werden 
die  in  meinem  Briefe  an  ihn  angeführten  Gründe  nicht  widerlegt.  Es  mag  schwer  sein, 
den  Anforderungen  der  Logik  beim  Definiren  immer  zu  gonügen,  möglich  muss  es  sein. 

Mehrere  bedingte  Definitionen  desselben  Zeichens  kann  man  allenfalls  dann  gelten 
lassen,  wenn  aus  ihrer  Form  klar  hervorgeht,  dass  sie  zusammen  alle  möglichen  Kalle 
umfassen  und  für  keinen  mehrfache  Bestimmungen  treffen,  und  wenn  keine  dieser  Theil- 
crklarungen  benutzt  wird,  bevor  sie  alle  gegeben  sind,  also  auch  nicht  bei  einer  andern 
Theilerklärung.  Dann  lassen  sich  diese  auch  der  Form  nach  in  eine  einzige  Erklärung 
zusammenziehen.  Immerhin  wird  es  besser  sein,  diese  Form  des  Definirens  zu  vor- 
meiden, wo  es  möglich  ist. 

Was  das  Gleichheitszeichen  betrifft,  so  worden  wir  gut  thun,  bei  unserer  Fest- 
setzung zu  bleiben,  wonach  die  Gleichheit  völliges  Zusammenfallen,  Identität  ist  Freilich 
sind  Körper  von  gleichem  Volumen  nicht  identisch,  aber  sie  haben  dasselbe  Volumen. 
Die  Zeichen  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitezeichens  dürfen  also  in  diesem  Falle  nicht 
als  Zeichen  für  die  Körper,  sondern  für  deren  Volumina  genommen  werden,  oder  auch 
für  die  Maasszahlcn,  die  sich  bei  der  Messung  durch  dieselbe  Volumoinheit  ergeben. 
Wir  werden  nicht  von  gleichen  Vectoren  sprechen,  sondern  von  einer  gewissen  Be- 
stimmung —  nennen  wir  sie  „BJchtungslänge"  —  an  diesen  Vectoren,  die  bei  verschie- 
denen dieselbe  sein  kann.  Bei  dieser  Auffassung  wird  der  Fortschritt  der  Wissenschaft 
nicht  eine  Ausdehnung  der  Bedeutung  der  Formel  ,a  =  b'  erfordern,  sondern  es  werden 
nur  neuo  Bestimmungen  (modi)  an  den  Gegenständen  der  Betrachtung  unterworfen  werden. 

In  dem  letzten  Satze  spricht  Peano  ein  grosses  Wort  gelassen  aus.  Wenn  die 
Meinungen  der  Mathematiker  über  die  Gleichheit  von  einander  abweichen,  so  heisst  das 
nichts  weniger,  als  dass  die  Mathematiker  über  den  Inhalt  ihrer  Wissenschaft  uneinig 
sind;  und  wenn  man  das  Wesen  der  Wissenschaft  in  Gedanken,  nicht  in  Worten  und 
Zeichen  sieht,  so  heisst  es,  dass  es  keine  einheitliche  mathematische  Wissenschaft  giebt, 
dass  die  Mathematiker  einander  in  Wahrheit  garnicht  verstehen.  Denn  der  Sinn  fast 
aller  arithmetischen  Sätze  und  vieler  geomotrischer  hängt  unmittelbar  oder  mittelbar  von 
dem  Sinne  des  Wortes  „gleich"  ab. 
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Definition  schon  vollständig  ist  und  scharfe  Grenzen  gezogen  hat,  so  zieht 
die  zweite  Definition  entweder  dieselben  Grenzen  und  ist  dann  zu  ver- 
werfen, weil  ihr  Inhalt  als  Lehrsatz  zu  beweisen  wäre,  oder  sie  zieht 
andere  Grenzen  und  widerspricht  damit  der  ersten.  Man  kann  z.  B.  den 
Kegelschnitt  definiren  als  Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Rotationskegel - 
fläche.  Hat  man  dies  einmal  gethan,  so  darf  man  ihn  nun  nicht  noch  ein- 
mal definiren,  z.  B.  als  eine  Curve,  deren  Gleichung  in  cartesischen  Co- 
ordinaten  vom  zweiten  Grade  ist ;  denn  das  muss  nun  bewiesen  werden. 
Man  kann  den  Kegelschnitt  nun  auch  nicht  definiren  als  ebenes  Gebilde, 
dessen  Gleichung  in  Liniencoordinaten  vom  zweiten  Grade  ist  ;  denn  hierin 
wäre  auch  das  Punktepaar  enthalten,  das  nicht  als  Schnitt  einer  Ebene 
mit  einer  Kegel  fläche  aufgefasst  werden  kann.  Die  Begrenzung  des  Be- 
griffes ist  hier  also  nicht  dieselbe,  und  es  wäre  ein  Fehler,  hier  dieselbe 
Benennung  „Kegelschnitt"  zu  gebrauchen.  Wenn  also  die  zweite  Definition 
durch  die  erste  in  keiner  dieser  beiden  Weisen  unstatthaft  gemacht  ist,  so 
ist  das  nur  durch  die  Unvollständigkeit  der  ersten  möglich,  die  den  Begriff 
unfertig  gelassen  hat,  in  einem  Zustande  also,  in  dem  er  garnicht  gebraucht 
werden  darf,  insbesondere  auch  nicht  zu  Definitionen. 

§  59.  Es  wird  nicht  unnütz  sein,  der  Abstraktheit  dieser  Ueber- 
legungen  ein  Gegengewicht  in  einem  Beispiele  zu  geben.  E.  Heine  stellt 
folgende  Definition  auf1): 

„Zahlzeichen  heissen  gleich  oder  sind  vertauschbar,  wenn  sie  zu 
gleichen,  ungleich  oder  nicht  vertauschbar,  wenn  sie  zu  ungleichen  Zahlen- 
reihen gehören  (§  1  Def.  3)". 

Was  würde  man  zu  folgender  Definition  sagen: 

„Zeichen  heissen  weiss,  wenn  sie  zu  weissen  Gegenständen  gehören"  ? 

Es  ist  mir  doch  erlaubt,  als  Zeichen  des  vor  mir  liegenden  weissen 
Papierblattes  einen  kreisrunden  schwarzen  Fleck  zu  nehmen,  falls  ich  dies 
Zeichen  nicht  schon  anders  verwendet  habe.  Und  ein  solcher  Fleck  wäre 
nun  nach  der  Definition  weiss.  Hiergegen  ist  zu  sagen :  Die  Definition 
setzt  durch  den  Ausdruck  „wenn  sie  zu  weissen  Gegenständen  gehören" 
die  Bedeutung  des  Wortes  „weiss"  als  bekannt  voraus;  denn  wäre  sie  es 
nicht,  so  wäre  garnicht  bestimmt,  welche  Zeichen  zu  weissen  Gegenständen 
gehörten.  Nun  gut!  Ist  das  Wort  „weiss"  bekannt,  so  kann  man  es  nicht 
noch  erklären  wollen.  Man  sollte  es  doch  als  ganz  selbstverständlich  an- 
sehen, dasa  man  ein  Wort  nicht  durch  sich  selbst  erklären  darf,  weil  man 
es  dann  in  einem  Athem  als  bekannt  und  als  unbekannt  behandelt.  Wenn 
es  bekannt  ist,  so  ist  eine  Erklärung  mindestens  überflüssig,  wenn  es  aber 
nicht  bekannt  ist,  kann  es  nicht  zur  Erklärung  dienen.    Dies  ist  so  ein- 

1)  Die  Elemente  der  Funetionenlehre.  Crelle,  Bd.  74,  f  2,  2.  Def.  Daraus,  das» 
ich  hier  nur  einen  Einwand  gegen  diese  Definition  erhebe,  möge  man  nicht  folgern, 
das»  ich  sie  im  üebrigen  für  einwandfrei  halte. 
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leuchtend,  und  doch  wird  so  oft  dagegen  gefehlt!  Bei  Heines  Definition 
haben  wir  denselben  Fall.  Mit  den  Worten  „wenn  sie  zu  gleichen  Zahlen- 
reihen gehören"  wird  als  bekannt  vorausgesetzt,  was  das  Wort  „gleich" 
bedeute,  und  dieses  selbe  Wort  soll  erklart  werden. 

§  60.  Heine  würde  dagegen  wahrscheinlich  bemerken,  dass  die  Be- 
deutung des  Wortes  „gleich"  nicht  für  alle  Fälle  als  bekannt  vorausgesetzt, 
sondern  in  seiner  Def.  8  in  §  1  nur  für  nicht  eingeklammerte  Zahlenreihen 
angegeben  sei,  wahrend  er  hier  von  eingeklammerten  Zahlenreihen  und 
andern  Zeichen  spreche.  Ausser  den  schon  angeführten  Gründen  ist  hier- 
gegen zu  sagen,  dass  eine  zwiefache  Erklärung  eines  Zeichens  oder  Wortes 
vom  Uebel  ist,  weil  dabei  der  Zweifel  bleibt,  ob  diese  Definitionen  einander 
nicht  widersprechen.  Es  müsste  wenigstens  ein  Beweis  verlangt  werden, 
dass  kein  Widerspruch  bestehe;  aber  dieser  Verpflichtung  entzieht  man 
sich  regelmäßig,  wie  denn  auch  bei  Heine  keine  Spur  eines  solchen  Be- 
weises zu  finden  ist.  Es  ist  überhaupt  eine  solche  Weise  des  Definirens 
zu  verwerfen,  bei  welcher  die  Rechtmässigkeit  einer  Definition  von  einem 
vorher  zu  führenden  Beweise  abhängig  wird;  denn  dadurch  wird  es  ausser- 
ordentlich erschwert,  die  Strenge  der  Beweisführung  nachzuprüfen,  weil 
dann  bei  jeder  Definition  eine  Untersuchung  nöthig  ist,  ob  vor  ihrer  Auf- 
stellung irgendwelche  Sätze  zu  beweisen  seien;  eine  Untersuchung,  die 
dann  doch  fast  immer  unterbleibt.  Eine  solche  Lücke  wird  eben  fast  nie 
gefühlt  und  ist  dadurch  für  die  Strenge  besonders  gefährlich.  Es  genügt 
eben  in  der  Arithmetik  nicht,  irgendeine  Behauptung  aufzustellen  ohne 
Beweis  oder  mit  einem  Scheinbeweise  und  nun  abzuwarten,  ob  es  jemandem 
gelingt,  ihre  Falschheit  nachzuweisen,  sondern  umgekehrt  muss  verlangt 
werden,  dass  jede  nicht  ganz  selbstverständliche  Behauptung  wirklich  be- 
wiesen werde,  und  dazu  gehört,  dass  die  dabei  gebrauchten  Ausdrücke 
oder  Zeichen  einwandfrei  eingeführt  seien,  sofern  sie  nicht  als  allgemein 
bekannt  angesehen  werden  dürfen. 

Und  ob  ist  überdies  so  leicht,  mehrfache  Erklärungen  desselben  Zeichens 
zu  vermeiden.  Statt  es  zuerst  für  ein  beschränkteres  Gebiet  zu  erklären 
und  es  dann  zu  benutzen,  um  es  selbst  für  ein  weiteres  Gebiet  zu  erklären, 
statt  also  zweimal  das  gleiche,  braucht  man  ja  nur  verschiedene  Zeichen 
zu  wählen,  indem  man  die  Bedeutung  des  ersten  endgültig  auf  das  engere 
Gebiet  einschränkt,  sodass  nun  auch  die  erste  Definition  vollständig  ist  und 
scharfe  Grenzen  zieht.  Dann  ist  die  logische  Beziehung  zwischen  den  Be- 
deutungen der  beiden  Zeichen  nicht  irgendwie  präjudicirt  und  mag  unter- 
sucht werden,  ohne  dass  durch  den  Ausfall  dieser  Untersuchung  die  Recht- 
mässigkeit der  Definitionen  in  Frage  gestellt  werden  kann. 

Es  ist  doch  wahrhaftig  der  Mühe  werth,  ein  neues  Zeichen  zu  er- 
finden, wenn  dadurch  nicht  geringe  logische  Bedenken  gehoben  und  die 
Strenge  der  Beweise  gesichert  werden  kann.    Aber  der  Sinn  für  die  logische 
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Reinlichkeit  und  Genauigkeit  scheint  bei  manchen  Mathematikern  so  gering 
zu  sein,  dass  sie  lieber  ein  Wort  in  drei  oder  vier  Bedeutungen  gebrauchen, 
als  den  ungeheuren  Entschluss  fassen,  ein  neues  Wort  zu  erfinden. 

§  61.  Durch  stückweises  Definiren  wird  auch  der  Bestand  der  Lehr- 
sätze in's  Ungewisse  gestellt.  Wenn  man  z.  B.  in  der  Beschrankung  auf 
das  Gebiet  der  positiven  ganzen  Zahlen  die  Worte  „Quadratwurzel  aus  9M 
erklärt  hat,  so  beweist  man  etwa  den  Satz,  dass  es  nur  eine  einzige 
Quadratwurzel  aus  9  gebe,  der  sofort  umgestossen  wird,  wenn  man  die 
Betrachtung  auf  die  negativen  Zahlen  ausdehnt  und  demgemäss  die  De- 
finition ergänzt.  Aber  ob  man  nun  zu  einem  endgültigen  Satze  gekommen 
sei,  wer  kann  es  wissen  ?  Wer  kann  wissen,  ob  man  sich  nicht  noch  zur 
Anerkennung  von  vier  Quadratwurzeln  aus  9  gedrängt  sehen  werde.  Wo- 
her will  man  eigentlich  wissen,  dass  es  nicht  mehr  als  zwei  Quadratwurzeln 
aus  —  1  gebe?  Solange  man  keine  endgültige  und  vollständige  Definition 
hat,  ist  es  unmöglich.  Es  würden  dann  einige  Sätze  nicht  mehr  gelten, 
wendet  man  wohl  ein.  Derselbe  Grund  würde  gegen  die  Zulassung  einer 
zweiten  Quadratwurzel  aus  9  sprechen.  So  hat  man  nirgends  ganz  sichern 
Boden  unter  den  Füssen.  Ohne  endgültige  Definitionen  hat  man  auch  nicht 
endgültige  Lehrsätze.  Man  kommt  aus  der  Unfertigkeit,  dem  Schwanken 
nicht  heraus. 

§  62.  Bei  der  Beziehung  steht  die  Sache  ganz  ähnlich  wie  beim 
Begriffe:  sie  kann  von  der  Logik  nur  anerkannt  werden,  wenn  von  jedem 
ersten  Gegenstande  um!  jedem  zweiten  Gegenstande  bestimmt  ist,  ob  der 
erste  zum  zweiten  in  der  Beziehung  stehe,  oder  nicht  Auch  hier  haben 
wir  ein  Tertium  non  datur:  der  Fall  der  Unentschiedenheit  ist  ausge- 
schlossen. Wenn  diese  Forderung  bei  einer  Beziehung  nicht  erfüllt  wäre, 
so  wären  auch  die  Begriffe,  die  wir  durch  theilweise  Sättigung  (Bd.  I  §  30) 
aus  ihr  gewinnen  können,  nicht  sämmtlich  scharf  begrenzt  ;  also  wären  sie 
genau  genommen  gar  keine  Begriffe,  sondern  unzulässige  Scheinbegriffe. 
Wenn  z.  B.  die  Beziehung  des  Grösserseins  nicht  vollständig  definirt  ist, 
so  ist  man  auch  nicht  sicher,  ob  eine  durch  theilweise  Sättigung  daraus 
gewonnene  begriffsartige  Bildung,  wie  grösser  als  Null  oder  positiv  ein 
eigentlicher  Begriff  sei.  Dazu  müsste  z.  B.  auch  bestimmt  sein,  ob  der 
Mond  grösser  als  Null  sei.  Man  kann  nun  festsetzen,  dass  nur  Zahlen  in 
unserer  Beziehung  stehen  können,  und  daraus  folgern,  dass  der  Mond,  da 
er  keine  Zahl  sei,  auch  nicht  grösser  als  Null  sei.  Dazu  gehört  dann  aber 
die  vollständige  Erklärung  des  Wortes  „Zahl",  und  daran  fehlt  es  meist 

Grade  bei  der  Grösserbeziehung  gehört  das  stückweise,  also  unvoll- 
ständige Definiren  so  zu  sagen  zum  guten  Ton  in  der  Mathematik.  Man 
erklärt  den  Ausdruck  „grösser  als"  zunächst  im  Gebiete  der  positiven 
ganzen  Zahlen,  also  unvollständig.    Die  so  gewonnene  Scheinbeziehung,  die 
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gar  nicht  gebraucht  werden  darf,  wird  dann  doch  benutzt,  um  die  erste 
Definition  zu  erganzen,  wobei  wohl  nicht  immer  erkennbar  ist,  wann  die 
Definition  der  Grösserbeziehung  als  abgeschlossen  gelten  soll.  Ganz  ahn- 
lich liegt  der  Fall  bei  der  Gleichheitsbeziehung ;  auch  hier  gehört  das  stück- 
weise Definiren  durchaus  zum  guten  Ton1).  Nichtsdestoweniger  müssen 
wir  dabei  bleiben:  ohne  vollständige  und  endgültige  Definitionen  hat  man 
keinen  festen  Boden  unter  den  Füssen,  int  man  der  Geltung  seiner  Lehr- 
satze nicht  sicher,  kann  man  nicht  zuversichtlich  die  logischen  Gesetze  an- 
wenden, die  ja  die  scharfe  Begrenzung  der  Begriffe  und  also  auch  der  Be- 
ziehungen zur  Voraussetzung  haben. 

§  68.  Hier  schliesst  sich  leicht  eine  Folgerung  an,  die  solche  Func- 
tionen betrifft,  welche  weder  Begriffe  noch  Beziehungen  sind.  Als  Beispiel 
nehmen  wir  den  Ausdruck  „die  Hälfte  von  etwas",  der  sich  als  Name 
einer  solchen  Function  darstellt,  Das  Wort  „etwas"  halt  dabei  die  Stelle 
für  den  Argumentnamen  offen  entsprechend  dem  Buchstaben  »|c  in 
Ein  solcher  Ausdruck  kann  nun  Theil  eines  Begriffnamens  werden,  z.  B. 
von  „etwas,  dessen  Hälfte  kleiner  als  Eins  ist". 

Wenn  dieser  nun  wirklich  einen  scharf  begrenzten  Begriff  bedeuten 
soll,  dann  muss  z.  B.  auch  für  den  Mond  bestimmt  sein,  ob  seine  Hälfte 
kleiner  als  Eins  ist,  Damit  dies  aber  stattfinde,  muss  der  Ausdruck  „die 
Hälfte  des  Mondes"  eine  Bedeutung  haben ;  d.  h.  es  muss  einen  Gegenstand 
und  nur  einen  einzigen  geben,  der  hierdurch  bezeichnet  wird.  Das  ist  nun 
nach  dem  gemeinen  Sprachgebrauche  nicht  der  Fall,  weil  niemand  weiss, 
welche  Hälfte  des  Mondes  gemeint  sei.  Hier  .ist  also  eine  genauere  Fest- 
setzung zu  treffen  der  Art,  dass  für  jeden  Gegenstand  bestimmt  wird, 
welcher  Gegenstand  die  Hälfte  von  ihm  sei ;  sonst  darf  man  den  Ausdruck 
„die  Hälfte  von  x"  mit  dem  bestimmten  Artikel  nicht  gebrauchen.  So 
muss  also  eine  Function  erster  Stufe  mit  einem  Argumente  immer  so  be- 
schaffen sein,  dass  sich  ein  Gegenstand  als  ihr  Werth  ergiebt,  welchen 
Gegenstand  man  auch  als  ihr  Argument  nehmen  —  durch  welchen  Gegen- 
stand man  auch  die  Function  sattigen  —  möge1). 

§  64.  Das  Entsprechende  haben  wir  auch  von  den  Functionen  mit 
zwei  Argumenten  zu  fordern.    Der  Ausdruck 


1)  In  der  Praxis  ihrer  Beweise  behandeln  wohl  alle  Mathematiker  die  Gleichheit 
als  Identität,  obwohl  die  meisten  oa  in  der  Theorie  nicht  wahr  haben  wollen.  Aber 
niemand  wird  z.  B.  sagen,  die  Gleichung  »4.x — 3  =  3«  habe  die  Wurzeln  J  und  {, 
weil  zwar  J  —  f  sei,  aber  f  nicht  mit  1  zusammenfalle.  Fallen  sie  nicht  zusammen,  so 
sind  sie  verschieden,  und  unsere  Gleichung  hat  mindestens  zwei  verschiedene  Wurzeln. 
Es  ist  merkwürdig  zu  sehen,  welch'  greller  Widerstreit  bei  vielen  Mathematikern  zwischen 
ihrer  ausgesprochenen  Theorie  und  ihrer  stillschweigend  geübten  Praxis  besteht.  Wenn 
aber  die  Gleichheit  in  der  Mathematik  Identität  ist,  so  ist  deren  vielfache  Definition 
vollends  ein  unsinniges  Verfahren. 

2)  Man  vergl.  das  im  ersten  Bd.  über  Function  Gesagte,  auch  des  Verfassers  Schrift 
Function  und  Begriff  (Jena,  Pohle,  1891). 
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„die  Summe  eines  ersten  und  eines  zweiten  Gegenstandes" 
stellt  sich  als  Name  einer  solchen  Function  dar.  Es  muss  also  auch  hier 
für  jeden  ersten  und  für  jeden  zweiten  Gegenstand  bestimmt  sein,  welcher 
Gegenstand  die  Summe  des  ersten  und  zweiten  sei,  und  einen  solchen  muss 
es  immer  geben.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  ist  auch  nicht  bestimmt,  welcher 
Gegenstand  zu  sich  selbst  addirt  Eins  ergebe.  Mithin  bedeuten  dann  die 
Worte  „etwas,  was  zu  sich  selbst  addirt  Eins  ergiebt"  keinen  scharf  be- 
grenzten Begriff,  also  überhaupt  nichts  logisch  Brauchbares.  Und  die 
Frage,  wieviel  Gegenstände  es  gebe,  die  zu  sich  selbst  addirt  Eins  er- 
geben, ist  unbeantwortbar. 

Aber  kann  man  nicht  festsetzen,  dass  der  Ausdruck  „die  Summe  eines 
ersten  und  eines  zweiten  Gegenstandes"  nur  dann  eine  Bedeutung  haben 
solle,  wenn  beide  Gegenstände  Zahlen  seien?  Dann  sei  doch,  meint  man 
wohl,  etwas,  was  xu  sich  selbst  addirt  Eins  ergiebt  ein  scharf  begrenzter  Be- 
griff ;  denn  man  wisse  nun,  dass  kein  Gegenstand  unter  ihn  falle,  der  keine 
Zahl  sei.  Es  falle  z.  B.  der  Mond  nicht  darunter,  da  die  Summe  des 
Mondes  und  des  Mondes  nicht  Eins  sei.  Dies  ist  falsch;  denn  der  Satz 
„die  Summe  des  Mondes  und  des  Mondes  ist  Eins"  ist  nun  weder  wahr 
noch  falsch;  in  beiden  Fallen  nämlich  müssten  die  Worte  „die  Summe  des 
Mondes  und  des  Mondes"  etwas  bedeuten,  was  durch  die  vorgeschlagene 
Festsetzung  ausdrücklich  verneint  wird.  Unser  Satz  wäre  etwa  zu  ver- 
gleichen dem  Satze  „die  Skylla  hatte  sechs  Drachenschlünde".  Auch  dieser 
Satz  ist  weder  wahr  noch  falsch,  sondern  Dichtung,  weil  der  Eigenname 
„Skylla"  nichts  bezeichnet.  Solche  Sätze  können  zwar  Gegenstände  einer 
wissenschaftlichen  Betrachtung  sein,  z.  B.  einer  mythologischen,  aber  es 
kann  sich  in  ihnen  keine  wissenschaftliche  Untersuchung  vollziehen.  Wenn 
unser  Satz  „die  Summe  des  Mondes  und  des  Mondes  ist  nicht  Eins"  ein 
wissenschaftlicher  wäre,  so  besagte  er,  dass  die  Bedeutung  der  Worte  „die 
Summe  des  Mondes  und  des  Mondes"  nicht  zusammenfalle  mit  der  Be- 
deutung des  Wortes  „Eins" ;  aber  jene  Bedeutung  wäre  bei  der  vorge- 
schlagenen Festsetzung  nicht  vorhanden.  Folglich  könnte  man  von  ihr 
wahrheitsgemäss  weder  aussagen,  dass  sie  mit  der  Bedeutung  von  „Eins" 
zusammenfalle,  noch  auch,  dass  sie  nicht  mit  ihr  zusammenfalle.  Die  Frage 
also,  ob  die  Summe  des  Mondes  und  des  Mondes  Eins  sei,  oder  ob  der 
Mond  unter  den  Begriff  etwas,  was  xu  sieh  selbst  addirt  Eins  ergiebt  falle, 
wäre  unbeantwortbar;  mit  andern  Worten:  was  wir  eben  Begriff  genannt, 
wäre  gar  kein  eigentlicher  Begriff,  weil  die  scharfe  Begrenzung  fehlte. 
Hat  man  aber  einmal  den  Ausdruck  „a  zu  b  addirt  ergiebt  c"  eingeführt, 
so  kann  man  die  Bildung  eines  Begriffnamens,  wie  „etwas,  was  zu  sich 
selbst  addirt  Eins  ergiebt"  nicht  mehr  verhindern.  Wollte  man  nun  wirk- 
lich versuchen,  durch  eine  Gesetzgebung  die  Bildung  solcher  unzulässigen, 
wiewohl  sprachlich  möglichen  Begriffnamen  sicher  zu  verhindern,  so  würde 
man  das  bald  als  übermässig  schwierig  und  wahrscheinlich  undurchführbar 
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aufgeben.  Der  einzig  gangbare  Weg  ist  der,  die  Wörter  „Summe*  und 
„addiren"  und  andere,  falls  man  sie  überhaupt  gebrauchen  will,  so  zu  er- 
klären, dass  die  mit  ihnen  sprachlich  richtig  gebildeten  Begriffnamen  scharf 
begrenzte  Begriffe  bedeuten,  und  also  zulassig  sind. 

So  ist  denn  auch  die  hier  von  uns  aufgestellte  Forderung,  dass  jede 
Function  erster  Stufe  mit  zwei  Argumenten  für  jeden  ersten  Gegenstand 
als  erstes,  und  für  jeden  zweiten  Gegenstand  als  zweites  Argument  einen 
Gegenstand  als  Werth  habe,  die  Folge  davon,  dass  die  Begriffe  scharf 
begrenzt  sein  müssen,  dass  keine  Ausdrücke  geduldet  werden  dürfen,  die 
ihrem  Baue  nach  einen  Begriff  zu  bedeuten  scheinen,  aber  einen  solchen 
nur  vortäuschen,  wie  auch  Eigennamen  unzulässig  sind,  die  nicht  wirklich 
einen  Gegenstand  bezeichnen. 

§  66.  Was  von  den  Ausdrücken  in  Worten  gesagt  ist,  gilt  auch  von 
den  arithmetischen  Zeichen.  Wenn  das  Additionszeichen  vollständig  erklärt 
ist,  so  haben  wir  in 

den  Namen  einer  Beziehimg,  der  des  Einfachen  zum  Doppelten.  Ist  das 
nicht  der  Fall,  so  wird  man  nicht  sagen  können,  ob  die  Gleichung 

»  as  —1—05=="  1  c 

eine  einzige  oder  mehrere  Lösungen  habe.  Nun  wird  jemand  antworten : 
ich  verbiete,  dass  etwas  anderes  als  Zahlen  Uberhaupt  in  Betracht  gezogen 
werde.  Einen  ähnlichen  Einwand  haben  wir  oben  behandelt  ;  hier  mag 
die  Sache  noch  von  andern  Seiten  beleuchtet  werden.  Wer  alle  Gegen- 
stände von  der  Betrachtung  ausschliessen  will,  die  nicht  Zahlen  sind,  der 
wird  zunächst  sagen  müssen,  was  er  unter  „Zahl"  verstehe,  und  eine  Er- 
weiterung ist  dann  nicht  mehr  zulässig.  Eine  solche  Beschränkung  müsste 
in  die  Erklärung  aufgenommen  werden,  sodass  sie  etwa  die  Form  annähme : 
„Wenn  a  und  b  Zahlen  sind,  so  bedeutet  a-\-b"  u.  s.  w.  Wir  hätten  eine 
bedingte  Erklärung 1).  Aber  das  Additionszeichen  ist  nur  erklärt,  wenn 
die  Bedeutung  jeder  möglichen  Zeichenverbindung  von  der  Form  *  a  -f-  b  « 
bestimmt  ist,  welche  bedeutungsvolle  Eigennamen  man  auch  für  » a «  und 
für  »6«  einsetzen  möge.  Wenn  man  aber  solche  Zeichen  Verbindungen 
z.  B.  nur  für  den  Fall  erklärt,  dass  für  »a«  und  für  »6«  Zeichen  reeller 
ganzer  Zahlen  genommen  werden,  so  hat  man  eigentlich  nur  solche  Ver- 
bindungen erklärt,  nicht  aber  das  Additionszeichen  und  hat  dabei  gegen 
den  noch  zu  bebändernden  zweiten  Grundsatz  des  Definirens  Verstössen. 
Und  doch  bildet  man  sich  nun  unwillkürlich  ein,  die  Bedeutung  des  Ad- 
ditionszeichens sei  bekannt,  und  behandelt  es  demgemäs.s  auch  in  solchen 
Fällen,  für  die  keine  Erklärung  gegeben  ist. 

Sobald  man  Allgemeinheit  in  den  Sätzen  anstrebt,  wird  man  in  den 

1)  Man  vergl.  des  Verfassers  Brief  an  Herrn  G.  Peano,  Revue  de  Mathematique», 
Tome  VI,  S.  53  u.  ff. 
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arithmetischen  Formeln  ausser  den  Zeichen  bestimmter  Gegenstände  — 
den  Eigennamen,  z.  B.  »2  c  —  auch  Buchstaben  brauchen,  die  nur  an- 
deuten1), nicht  bezeichnen,  und  dadurch  schon  wird  man  ganz  unmerklich 
über  das  Gebiet  hinausgeführt,  in  dem  man  seine  Zeichen  erklärt  hat. 
Man  kann  den  hieraus  entstehenden  Gefahren  zu  begegnen  suchen  dadurch, 
dass  man  diese  Buchstaben  nicht  Gegenstände  überhaupt  andeuten  lässt, 
wie  wir  es  gethan  haben,  sondern  nur  die  eines  fest  begrenzten  Gebietes. 
Nehmen  wir  einmal  an,  der  Begriff  Zahl  sei  scharf  definirt,  und  es  sei 
festgesetzt,  dass  die  lateinischen  Buchstaben  nur  Zahlen  andeuten  sollen, 
und  nur  für  Zahlen  sei  das  Additionszeichen  erklärt.  Dann  haben  wir  in 
dem  Satze 

die  Bedingungen  hinzuzudenken,  dass  a  und  6  Zahlen  seien;  und  diese 
werden,  weil  nicht  ausgesprochen,  leicht  in  Vergessenheit  gerathen  *).  Aber 
nehmen  wir  uns  einmal  vor,  diese  Bedingungen  nicht  zu  vergessen!  Nach 
einem  bekannten  Gesetze  der  Logik  können  wir  den  Satz 

„wenn  a  eine  Zahl  ist,  und  wenn  b  eine  Zahl  ist,  so  ist  a-{-b  = 
6 -ho" 
umwandeln  in  den  Satz 

„wenn  a-\-b  nicht  gleich  b-\-a  ist,  und  wenn  a  eine  Zahl  ist,  so 
ist  b  keine  Zahl« ; 

und  hier  ist  es  unmöglich,  die  Beschränkung  aufs  Gebiet  der  Zahlen  auf- 
recht zu  erhalten.  Der  Zwang  der  Sachlage  arbeitet  unwiderstehlich  auf 
die  Durchbrechung  solcher  Schranken  hin.  Dann  aber  hat  unser  Be- 
dingungssatz 

„wenn  a-\-b  nicht  gleich  6-f-o  ist" 
bei  der  unvollständigen  Erklärung  des  Additionszeichens  keinen  Sinn. 

Wir  sehen  auch  hier  wieder,  dass  die  Gesetze  der  Logik  scharf  be- 
grenzte Begriffe  und  damit  auch  vollständige  Erklärungen  der  Functions- 
namen  —  z.  B.  des  Pluszeichens  —  voraussetzen 8).  Wir  haben  dies  im 
ersten  Bande  so  ausgedrückt  :  jeder  Functionsname  muss  eine  Bedeutung 
haben.  Deshalb  also  sind  alle  bedingte  Definitionen  und  alles  stückweise 
Definiren  zu  verwerfen.  Jedes  Zeichen  muss  mit  einem  Schlage  vollständig 
erklärt  werden,  sodass  es,  wie  wir  sagen,  eine  Bedeutung  erhält. 

Alles  dies  hängt  auf's  Engste  mit  einander  zusammen  und  kann  als 
Ausfluss  des  Grundsatzes  der  Vollständigkeit  der  Definitionen  angesehen 
werden. 

1)  Vergl.  Bd.  I,  S.  31  u.  32. 

2)  Denkt  man  z.  B.  bei  der  Erweiterung  des  Zahlengebietes  wohl  immer  daran, 
das»  damit  jene  Bedingungen  dem  Sinne  nach  geändert  werden,  dass  alle  bis  dahin  be- 
wiesenen allgemeinen  Sätze  einen  andern  Gedankeninhalt  gewinnen,  dass  auch  die  Be- 
weise hinfällig  werden? 

3)  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  gewisse  Functionen  wegen  ihrer  logischen  Ein- 
fachheit nicht  definirt  werden  können  ;  aber  auch  diese  müssen  für  alle  Argumente 
Werthe  haben. 
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2.  Grundsatz  der  Einfachheit  des  erklärten  Ausdrucks »). 

§  66.  Dass  durch  die  Bedeutung  eines  Ausdrucks  und  eines  seiner 
Theile  die  Bedeutung  des  übrigen  Theils  nicht  immer  bestimmt  ist,  leuchtet 
ein.  Man  darf  also  ein  Zeichen  oder  Wort  nicht  dadurch  erklaren,  dass 
man  einen  Ausdruck  erklärt,  in  dem  es  vorkommt,  während  die  übrigen 
Theile  bekannt  sind.  Denn  es  wäre  erst  eine  Untersuchung  nöthig,  ob  die 
Auflösung  für  die  Unbekannte  —  ich  bediene  mich  eines  wohl  verständ- 
lichen algebraischen  Bildes  —  möglich  sei,  und  ob  die  Unbekannte  ein- 
deutig bestimmt  werde.  Es  ist  aber,  wie  oben  schon  gesagt,  unthunlich, 
die  Rechtmässigkeit  einer  Definition  von  dem  Ausfall  einer  solchen  Unter- 
suchung abhängig  zu  machen,  die  überdies  vielleicht  garnicht  einmal  durch- 
führbar wäre.  Vielmehr  muss  die  Definition  den  Charakter  einer  für  die 
Unbekannte  aufgelösten  Gleichung  haben,  auf  deren  anderer  Seite  nichts 
Unbekanntes  mehr  vorkommt. 

Noch  weniger  geht  es  an,  mit  einer  einzigen  Definition  zweierlei  zu 
erklären,  sondern  jede  Definition  muss  ein  einziges  Zeichen  enthalten, 
dessen  Bedeutung  durch  sie  festgesetzt  wird.  Man  kann  ja  auch  nicht  mit 
einer  einzigen  Gleichung  zwei  Unbekannte  bestimmen. 

Es  kommt  auch  vor,  dass  man  ein  ganzes  System  von  Definitionen 
aufstellt,  deren  jede  mehrere  zu  erklärende  Worte  enthält,  sodass  jedes 
dieser  Worte  in  mehren  dieser  Definitionen  vorkommt.  Dies  gleicht  einem 
System  von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten,  wobei  dann  wieder 
die  Auflösbarkeit  und  die  Eindeutigkeit  der  Bestimmung  völlig  fraglich 
bleibt 

Zwar  kann  man  jedes  Zeichen,  jedes  Wort  als  aus  Theilen  bestehend 
ansehen;  aber  nur  dann  sprechen  wir  ihm  die  Einfachheit  ab,  wenn  nach 
den  allgemeinen  Regeln  der  Grammatik  oder  der  Zeichengebung  aus  den 
Bedeutungen  der  Theile  die  Bedeutung  des  Ganzen  folgen  würde,  und  wenn 
diese  Theile  auch  in  andern  Verbindungen  vorkommen  und  als  selbständige 
Zeichen  mit  eigener  Bedeutung  behandelt  werden.  In  diesem  Sinne  also 
kann  man  sagen:  der  erklärte  Ausdruck  —  das  erklärte  Zeichen  —  muss 
einfach  sein.  Sonst  könnte  es  vorkommen,  dass  die  Theile  auch  einzeln 
erklärt  würden  und  dass  diese  Erklärungen  der  des  Ganzen  widersprächen. 

Allerdings  können  Namen  von  Functionen  wegen  der  ihnen  eigen- 
tümlichen Ungesättigtheit  nicht  auf  der  einen  Seite  der  Definitionsgleichung 
allein  erscheinen;  sondern  ihre  Argumentstellen  müssen  immer  irgendwie 
ausgefüllt  sein.  Dies  geschieht  in  der  Begriffsschrift,  wie  wir  gesehen 
haben  *),  durch  lateinische  Buchstaben,  die  dann  auch  auf  der  andern  Seite 
vorkommen  müssen.  In  der  Wortsprache  treten  unbestimmt  andeutende 
Pronomina  und  Partikeln  („etwas",  „was",  „es")  dafür  ein.    Dies  ist  keine 


1)  Bd.  I,  §  33,  3. 

2)  Bd.  I,  §  33,  5. 
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Verletzung  unsers  Grundsätze»,  weil  diese  Buchstaben,  Pronomina,  Par- 
tikeln nichts  bedeuten,  sondern  nur  andeuten. 

§  67.  Oft  wird  gegen  unsere  beiden  Grundsätze  des  Definirens  zu- 
gleich gefehlt,  indem  z.  B.  das  Gleichheitszeichen  zusammen  mit  dem,  was 
rechts  und  links  davon  steht,  erklärt  wird.  Dabei  ist  dann  das  Gleich- 
heitszeichen schon  vorher,  aber  unvollständig  erklart  worden.  So  entsteht 
ein  eigenthümliches  Zwielicht,  indem  das  Gleichheitszeichen  halb  und  halb 
als  bekannt  und  doch  wieder  als  unbekannt  behandelt  wird.  Einerseits 
scheint  es,  daß  man  sich  an  jene  frühere  Definition  erinnern  und  daraus 
etwas  entnehmen  solle  zur  Bestimmung  dessen,  was  nun  rechts  und  links 
erscheint.  Andrerseits  reicht  doch  jene  frühere  Erklärung  für  den  vor- 
liegenden Fall  nicht  hin.  Aehnliches  kommt  auch  bei  andern  Zeichen  vor. 
Dieses  Zwielicht  brauchen  manche  Mathematiker  zur  Ausführung  ihrer 
logischen  Kunststücke.  Zu  den  Zielen,  die  so  erreicht  werden  sollen,  führt 
uns  in  einwandfreier  Weise  unsore  Umsetzung  der  Allgemeinheit  einer 
Gleichheit  in  eine  Werthverlaufsgleichheit  nach  dem  Grundgesetze  V  (Bd.  I, 
§  3,  §  9,  §  20). 

Ohne  zu  meinen,  hiermit  eine  vollständige  Uebersicht  über  Alles  ge- 
geben zu  haben,  was  beim  Definiren  zu  beachten  ist,  will  ich  mich  mit  der 
Darlegung  dieser  beiden  Grundsätze  begnügen,  gegen  die  von  den  Mathe- 
matikern am  meisten  gefehlt  wird. 

b)  Cantors  Lehre  von  den  Irrationalzahlen. 

§  68.    G.  Cantor  definirt 1)  zunächst  seine  Fundamentalreihe : 
„Jede  derartige  Menge 2)  (av),  welche  durch  die  Forderung 

k'm  (av,u  —  av)  =  0  (bei  beliebig  gelassenem  ^)  charakterisirt  werden 

kann,  nenne  ich  eine  Fundamentalreihe  und  ordne  ihr  eine  durch  sie  zu 
definirende  Zahl  b  zuli. 

Es  ist  ein  großer  Uebelstand,  dass  das  Wort  „Zahl"  von  den  Mathe- 
matikern schwankend  gebraucht  wird:  bald  nennt  man  die  Zahlzeichen, 
bald  ihre  Bedeutungen  Zahlen.  Jeder  mathematische  Schriftsteller,  der 
das  Wort  „Zahl"  gebraucht,  sollte  eigentlich  angeben,  wie  er  es  meint s). 
So  ist  man  auch  hier  im  Zweifel  über  den  Sinn  des  Cantorschen  Satzes. 
Wenn  das  Wort  „Zahl"  in  der  Bedeutung  von  „Zahlzeichen"  gemeint  ist, 
wird  man  den  Satz  wohl  so  zu  verstehen  haben:  ich  gebe  jeder  Funda- 
mentalreihe ein  gewisses  Zeichen  »6«,  sodass  durch  dieses  die  Reihe  be- 
zeichnet wird.  Dann  werden  verschiedene  Fundamentalreihen  verschiedene 
Zeichen  erhalten  müssen.   Verschieden  sind  Fundamentalreihen  aber  immer 

1)  Math.  Annalen  XXI,  S.  567. 

2)  Menge  von  rationalen  Zahlen. 

3)  Wir  haben  uns  für  das  Zweite  entschieden. 
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dann,  wenn  es  auch  nur  eine  Zahl  giebt,  die  einer  von  beiden  angehört, 
nicht  aber  der  andern.  Sachlich  ist  diese  Zeichenverleihung  ganz  gleich- 
gültig; denn  ich  muss  eine  Reihe  schon  irgendwie  bezeichnet  haben,  um 
sagen  zu  können :  dieser  so  bestimmten  Fundamentalreihe  gebe  ich  das 
Zeichen  »6«.  Ob  ich  nun,  wenn  ich  von  dieser  Reihe  sprechen  will,  das 
Zeichen  »6c  oder  die  ursprüngliche  Bezeichnung  anwende,  kann  in  der 
Sache  gar  keinen  Unterschied  machen,  sondern  höchstens  kann  die  neue 
Bezeichnung  wegen  ihrer  grössern  Einfachheit  bequemer  sein. 

§  69.    Nun  sagt  Cantor  weiter: 

„Eine  solche  Fundamentalreihe  bietet  .  .  .  drei  Falle  dar;  entweder 
es  sind  ihre  Glieder  (ay)  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  v  kleiner  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  als  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl;  oder  es  sind 
dieselben  von  einem  gewissen  v  an  grösser  als  eine  bestimmt  angebbare 
rationale  Zahl  q;  oder  sie  sind  von  einem  bestimmten  v  an  kleiner  als 
eine  bestimmt  angebbare  negative  rationale  Grösse  —  q.  In  dem  ersten 
Falle  sage  ich,  dass  b  gleich  Null,  im  zweiten,  dass  b  grösser  als  Null  oder 
positiv,  im  dritten,  dass  b  kleiner  als  Null  oder  negativ  sei." 

Wenn  unsere  Vermuthung  Uber  den  Sinn  jenes  ersten  Satzes  von 
Cantor  richtig  ist,  so  kann  dies  ohne  Benutzung  des  » b «  so  ausgesprochen 
werden:  „Von  einer  Fundamentalreihe,  deren  Glieder  ay  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  v  kleiner  ihrem  absoluten  Betrage  nach  sind  als  eine 
beliebig  vorgegebene  rationale  Zahl,  sage  ich,  sie  sei  gleich  Null ;  von  einer 
Fundamentalreihe,  deren  Glieder  von  einem  gewissen  v  an  grössor  sind  als 
eine  bestimmt  angebbare  rationale  Zahl  q1  sage  ich,  sie  sei  grösser  als  Null 
oder  positiv;  von  einer  Fundamentalreihe,  deren  Glieder  von  einem  be- 
stimmten v  an  kleiner  sind  als  eine  bestimmt  angebbare  negative  rationale 
Zahl  —  q,  sage  ich,  sie  sei  kleiner  als  Null  oder  negativ."  Nehmen  wir 
nun  diesen  Wortlaut  oder  den  ursprünglichen  von  Cantor  an,  in  beiden 
Fällen  haben  wir  drei  Erklärungen  der  Ausdrücke  „gleich  Null",  „grösser 
als  Null",  „kleiner  als  Null".  Diese  Definitionen  sind  fehlerhaft,  weil  die 
erklärten  Ausdrücke  nicht  einfach  sind,  sondern  die  Wörter  „grösser"  und 
„kleiner"  enthalten,  die  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  müssen,  da  sie 
selbst  zur  Erklärung  dienen  —  Verstoss  gegen  unsere  beiden  Grundsätze 
des  Definirens.  Aber  auch  die  Wörter  „Null"  und  „gleich"  müssen  wohl 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden ;  und  dann  sind  die  Ausdrücke  „gleich 
Null",  „grösser  als  Null",  „kleiner  als  Null"  vollständig  bekannt  und  dürfen 
nicht  noch  einmal  erklärt  werden.  Wären  sie  es  nicht,  so  wären  die 
früheren  Definitionen  unvollständig  gewesen  —  Verstoss  gegen  unsern  ersten 
Grundsatz  des  Definirens. 

§  70.  Illigens  fasst  in  seinem  Aufsatze  „Zur  Weierstrass-Cantorschen 
Thoorie  der  Irrationalzahlen"  l)   die  Cantorsche  Lehre  so  auf,  dass  unter 


1)  Math.  Annaion  XXXIII,  S.  155  D.  ff. 
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der  Zahl  b  ein  Zeichen  verstanden  werde  dafür,  das»  durch  irgendein 
Gesetz  die  Reihe  gegeben  sei.  Hiernach  kann  es  zunächst  scheinen,  dass 
die  Zahl  b  einen  Satz  vertreten  solle;  aber  der  spater  vielfach  gebrauchte 
Ausdruck  „Zahlreihezeichen"  macht  es  klar,  dass  Illigens  die  Cantorsche 
Lehre  ebenso  verstanden  habe,  wie  wir  es  eben  versucht  haben.  Er  wendet 
dagegen  ein,  dass  ein  solches  Zahlreihezeichen  garnicht  wie  die  rationalen 
Zahlen  eine  Quantität  bezeichne,  dass  die  Wörter  „grösser"  und  „kleiner" 
hier  einen  ganz  andern  Sinn  haben  als  bei  den  rationalen  Zahlen;  daraus 
folge  dasselbe  auch  für  das  Wort  „Grenze"  ;  durch  den  blossen  Gebrauch 
des  Wortes  „grösser"  könne  b  nicht  zu  einem  Quantitätszeichen  werden, 
und  die  rationalen  Zahlen  gehören  dadurch,  dass  sie  als  Zahlreihezeichen 
gebraucht  werden,  zwar  zu  den  neuen  Zahlen,  aber  nicht,  sofern  sie  eine 
Quantität  bezeichnen;  der  Zweck,  die  Rationalzahlen  als  besondere  Art  der 
Zahlroihezeichen  erscheinen  zu  lassen,  werde  also  verfehlt.  In  llligensens 
Sinne  können  wir  wohl  hinzufügen,  dass  dann  die  Rationalzahlen  —  unser 
Schriftsteller  versteht  darunter  offenbar  Zahlzeichen  —  dann  zweideutig 
wären,  indem  sie  einerseits  Quantitäten,  andrerseits  Zahlreihen  (Funda- 
mentalreihen) bezeichneten.  Illigens  sagt  weiter:  „Die  aufgestellten  Zahl- 
reihezeichen vermögen  trotz  aller  Benennungen,  die  ihnen  durch  verschiedene 
Definitionen  zugelegt  werden,  keine  Quantitätsbegriffe  zu  werden." 

Gewiss!  Ein  Zeichen  kann  nie  ein  Begriff  werden.  Aber  man  braucht 
vielleicht  nicht  anzunehmen,  dass  Cantor  so  Zeichen  und  Bezeichnetes  ver- 
wechselt habe.  Dennoch  liegt  wohl  etwas  Wahres  in  diesem  Einwände, 
wenn  man  ihn  so  formt,  dass  die  Zahlreihen  trotz  aller  Benennungen,  die 
ihnen  durch  verschiedene  Definitionen  zugelegt  werden,  keine  Quantitäten 
werden. 

§  71.  Illigens  meint  ferner,  wenn  y*2  als  blosses  Zahlreihezeichen 
(für  die  Reihe  1.4,  1.41,  1.414,  ._.  .)  gefasst  würde,  so  hätten  wir  auf 
der  linken  Seite  die  Gleichung  (]/2y=2  nur  ein  Zeichen  für  die  Zahl- 
reihe 1.4*,  1.41*,  1.414*,  .  .  .  Ein  solches  Zeichen  aber,  als  welches 
jedes  beliebige  Ding  gewählt  werden  könne,  der  durch  die  Zahl  2  bezeich- 
neten Quantität  gleichzusetzen,  könne  wohl  niemandem  in  den  Sinn  kommen. 
Dieser  Einwand  ist  nur  berechtigt,  wenn  Cantor  das  Zeichen  mit  dem  Be- 
zeichneten verwechselt,  was  erst  nachzuweisen  ist.  Wenn  man  das  Gleich- 
heitszeichen zwischen  andern  Zeichen  schreibt,  so  setzt  man  damit  nicht 
das  links  stehende  Zeichen  >  (y  2  )• «  gleich  der  Bedeutung  des  rechts 
stehenden,  sondern  man  setzt  die  Bedeutung  des  links  stehenden  gleich  der 
Bedeutung  des  rechts  stehenden  Zeichens.  Hier  würde  also  etwa  eine 
Zahlreihe  der  Bedeutung  des  Zahlzeichens  »2«,  d.  h.  der  Zahl  2,  gleich- 
gesetzt.   Die  Berechtigung  hierzu  wäre  zu  untersuchen. 

Man  kann  gegen  Cantor  allerdings  den  Vorwurf  erheben,  dass  er  diese 
Prüfung  unterlassen  hat    und  das,  was  eigentlich   bewiesen  werden  sollte. 
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durch  eine  Fseudodelinition  festsetzen  will.  Die  Fundainentalreihe  1.4', 
1.41*  1.414«  .  .  .  muss  bei  Oantor  als  etwa«  Bekanntes  vorausgesetzt 
werden,  ebenso  die  Zahl  2  und  die  Bedeutung  des  Wortes  „gleich".  Ob 
also  jene  Fundamentalreihe  gleich  der  Zahl  2  sei,  kann  nicht  Gegenstand 
einer  willkürlichen  Festsetzung  sein,  sondern  muss  sich  ergeben.  Dieser 
Einwand  gilt  freilich  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  hier  ange- 
nommene Sinn  von  Cautors  Lehre  richtig  ist.  Spater  werden  wir  noch  eine 
andere  Auffassungsweise  versuchen  müssen. 

Illigens  meint  ferner,  dass  man  bei  Cantors  Theorie  nicht  sagen  könne, 
was  eine  Linie  von  y2  Meter  Länge  sei. 

Es  liegt  gewiss  viel  Wahres  in  diesen  Einwänden;  aber  es  würde 
deutlicher  hervortreten,  wenn  Illigens  das  Wort  „Zahl"  nicht  in  der  Be- 
deutung Zahlzeichen  gebrauchte  und  wenn  er  überhaupt  Zahl  und  Zahl- 
zeichen schärfer  unterschiede;  denn  wenn  er  von  rationalen  Zahlen  spricht 
und  eine  Zahl  grosser  als  eine  andere  nennt,  so  passt  das  nicht  zu  der 
Bedeutung  Zahlzeichen.  Die  Gefahr  einer  solchen  Ungenauigkeit  liegt  immer 
vor,  wenn  man  unter  „Zahl"  nicht  die  Bedeutung  eines  Zahlzeichens, 
sondern  dieses  selbst  versteht;  denn  es  ist  einmal  feststehende  Meinung, 
dass  die  Gegenstände  der  Arithmetik  Zahlen  seien.  Dann  liegt  es  immer 
nahe,  die  Zahlzeichen  aus  blossen  Hülfsmitteln  arithmetischer  Forschung 
zu  deren  Gegenständen  zu  machen  und  dadurch  eine  bedenkliche  Ver- 
wirrung anzurichten 

Zweitens  scheint  es  mir  bedenklich,  wenigstens  Missverständnissen  aus- 
gesetzt, dass  Illigens  rationale  Zahlen  Qualitätszeichen  nennt  und  von 
ihnen  sagt,  sie  bezeichnen  Quantitäten.  Nach  dem  Sprachgebrauche  nennt 
man  wohl  Längon,  Flächon,  Winkel,  Zeiträume,  Massen,  Kräfte  Quantitäten. 
Ist  es  wohl  nun  richtig  zu  sagen,  die  Zahl  J  oder  das  Zahlzeichen  »|« 
bezeichne  eine  gewisso  Länge,  oder  einen  gewissen  Winkel  oder  gar  beides  ? 

§  78.  A.  Pringsheim  meint  *),  dass  die  rationalen  Zahlen  als  Zeichen 
erscheinen,  die  wohl  bestimmte  Quantitäten  vorstellen  können,  aber  nicht 
müssen.  Offenbar  versteht  auch  dieser  Schriftsteller  unter  rationalen  Zahlen 
gewisse  mit  einem  Schreibmittel  auf  einer  Schreibfläche  oder  durch  Buch- 
druck künstlich  hergestellte  Figuren.  Nun :  entweder  sind  diese  Figuren 
für  die  Arithmetik  nichts  weiter  als  Figuren ;  dann  ist  es  für  diese  Wissen- 
schaft gleichgültig,  welche  Vorstellungen  etwa  jemand  noch  damit  verbinden 
möge,  wenn  er  nur,  sofern  er  Arithmetik  treibt,  diese  Vorstellungen  aus 
dem  Spiele  lässt.    Ebenso  gleichgültig  wäre  dies  für  die  Arithmetik,  wie 

1)  E«  besteht  freilich  auch  eine  Meinung,  nach  der  die  Zahlen  weder  Zeichen  sind, 
die  etwas  bedeuten,  noch  auch  unsinnliche  Bedeutungen  solcher  Zeichen,  sondern  Fi- 
guren, die  nach  gewissen  Regeln  gehandhabt  werden,  etwa  wie  Schachfiguren.  Danach 
sind  die  Zahlen  weder  Hülfsmittel  der  Forschung  noch  Gegenstände  der  Betrachtung, 
sondern  Gegenstände  der  Handhabung.    Das  wird  später  zu  prüfen  sein. 

2)  Encyklopädie  der  math.  Wissenschaften  I  A  3,  8.  55. 
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es  flu*  die  Geometrie  gleichgültig  wäre,  ob  etwa  jemand  mit  einer  Dreiecks- 
fignr  die  Vorstellung  eines  Elephanten  verbände,  wenn  er  nur  in  der  Geo- 
metrie gänzlich  davon  absähe.  Man  mag  nun  zwar  sagen  „ein  Dreieck 
kann  zwar  einen  Elephanten  vorstellen,  muss  es  aber  nicht";  die  Einsicht 
in  das  Wesen  der  Geometrie  oder  des  Dreiecks  würde  dadurch  aber  kaum 
gefördert  werden.  Oder  die  von  Pringsheim  rationale  Zahlen  genannten 
Figuren  sind  Zeichen  für  etwas,  die  zum  Ausdrucke  arithmetischer  Ge- 
danken dienen  sollen,  wie  etwa  das  Zeichen  »  2f.  «  von  den  Astronomen 
gebraucht  wird,  um  den  Jupiter  zu  bezeichnen.  Wie  sonderbar  wäre  es 
nun  zu  sagen,  jenes  Zeichen  könne  den  Jupiter  bezeichnen,  müsse  es  aber 
nicht !  Der  Astronom  wird  einfach  sagen :  „ich  bezeichne  mit  dem  Zeichen 
y>  21 «  den  Jupiter",  und  damit  wird  die  Sache  abgemacht  sein ;  alles  weitere 
Gerede  über  dies  Zeichen  ist  dann  überflüssig.  Also :  entweder  ist  es  für 
die  Arithmetik  wesentlich,  dass  die  Zahlzeichen  etwas  bedeuten;  dann  ist 
das,  was  sie  bedeuten,  die  Hauptsache,  der  Gegenstand  der  Betrachtung 
und  sie  selbst  nur  Hülfsmittel,  von  denen  nicht  viele  Worte  zu  machen 
sind;  oder  die  Zahlzeichen  sind  selbst  die  Gegenstände  der  Arithmetik; 
dann  ist  es  gleichgültig,  ob  dieser  oder  jener  mit  ihnen  noch  eine  Be- 
deutung verbindet,  und  in  der  Arithmetik  braucht  davon  nicht  die  Rede 
zu  sein.  Im  ersten  Falle  bezeichnen  die  Zahlzeichen  eben  einfach  etwas, 
nämlich  Zahlen ;  im  zweiten  Falle  bezeichnen  sie  wenigstens  in  der  Arith- 
metik nichts.  In  keinem  Falle  kann  aber  in  dem  Satze,  dass  die  Zahl- 
zeichen Quantitäten  vorstellen  können,  aber  nicht  müssen,  irgendetwas  Ent- 
scheidendes oder  Aufklärendes  gefunden  werden. 

§  78.  Was  ist  denn  nun  eigentlich  an  der  Behauptung,  dass  die 
Zahlzeichen  Quantitäten  bezeichnen?  Sehen  wir  auf  die  Anwendungen 
arithmetischer  Gesetze  in  der  Geometrie,  Astronomie,  Physik !  In  der  That 
kommen  hier  die  Zahlen  in  Verbindung  mit  Grössen,  wie  Längen,  Massen, 
Lichtstärken,  elektrischen  Ladungen  vor ;  und  bei  oberflächlicher  Betrachtung 
könnte  man  meinen,  dasselbe  Zahlzeichen  bedeute  bald  eine  Länge,  bald 
eine  Masse,  bald  eine  Lichtstärke,  und  das  würde  dann  die  Behauptung 
Pringsheims  zu  stützen  scheinen,  dass  zwischen  den  Zahlzeichen  und  den 
Quantitäten  zwar  eine  gewisse,  aber  nur  lockere  Verbindung  bestehe. 
Prüfen  wir  das  genauer!  Was  wenden  wir  denn  eigentlich  an,  wenn  wir 
von  einem  arithmetischen  Satze  Gebrauch  machen?  den  Schall  der  Worte? 
Gruppen  von  sonderbaren  Figuren,  die  aus  Druckerschwärze  bestehen  ?  Oder 
wenden  wir  einen  Gedankeninhalt  an,  den  wir  mit  jenen  Worten,  jenen 
Zeichen  verbinden?  Was  beweisen  wir,  wenn  wir  einen  arithmetischen 
Satz  beweisen?  jenen  Schall?  jene  Figuren?  oder  diesen  Gedankeninhalt? 
Doch  wohl  diesen !  Nun  gut ;  dann  müssen  wir  aber  auch  einen  bestimmten 
Gedanken  in  dem  Satze  haben,  und  den  hätten  wir  nicht,  wenn  die  vor- 
kommenden Zahlzeichen  und  Zahlwörter  bald  dies,  bald  jenes  bedeuteten. 
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Sehen  wir  genauer  zu,  so  bemerken  wir,  dass  ein  Zahlzeichen  für  sich 
allein  keine  Lange,  keine  Kraft  u.  s.  w.  bezeichnen  kann,  sondern  nur  in 
Verbindung  mit  der  Bezeichnung  eines  Maasses,  einer  Einheit,  wie  Meter, 
Gramm  u.  s.  w.   Was  bedeutet  nun  dabei  das  Zahlzeichen  allein?  Offenbar 
ein  Grössenverhältnis.    Und  dies  liegt  so  nahe,  dass  wir  uns  nicht  wundern 
dürfen,  dieser  Erkenntnis  schon   früh   zu    begegnen 1).      Wenn  wir  mm 
unter  „Zahl"  die  Bedeutung  eines  Zahlzeichens  verstehen,  so  ist  reelle  Zald 
dasselbe  wie  Grössenverhältnis.   Was  ist  nun  dadurch  gewoanen,  dass  wir 
reelle  Zahl  als  Grössenverhältnis  definiren?    Zunächst  scheiut  nur  ein  Aus- 
druck durch  einen  andern  ersetzt  zu  sein.    Und  doch  ist  das  ein  Schritt 
vorwärts.    Erstens  nämlich  wird  niemand  ein  Grössenverhältnis  mit  einem 
geschriebenen  oder  gedruckten  Zeichen  verwechseln;  und  damit  ist  eine 
Quelle  unzähliger  Missverständnisse  und   Irrthümer  verstopft.  Zweitens 
wird  durch  den    Ausdruck    „Grössenverhältnis"    oder    „Verhältnis  einer 
Grösse  zu  einer  Grösse"  hingewiesen  auf  die  Weise,  wie  reelle  Zahlen  mit 
Grössen   verbunden  sind.    Die  Hauptsache  bleibt  freilich  noch  zu  thun. 
Wir  haben  zunächst  nur  Worte,  die  uns  ungefähr  die  Richtung  angeben, 
in  der  die  Lösung  zu  suchen  ist.    Die  Bedeutung  dieser  Worte  ist  noch 
genauer  festzustellen.    Wir  werden  aber  jetzt  schon  nicht  mehr  sagen,  dass 
eine  Zahl  oder  ein  Zahlzeichen  bald  eine  Länge,  bald  eine  Masse,  bald 
eine  Lichtstärke  bezeichne,  sondern  wir  werden  sagen,  dass  eine  Länge  zu 
einer  Länge  dasselbe  Verhältnis  haben  könne  wie  eine  Masse  zu  einer 
Masse,  wie  eine  Lichtstärke  zu  einer  Lichtstärke');  und  dieses  selbe  Ver- 
hältnis ist  dieselbe  Zahl  und  kann  durch  dasselbe  Zahlzeichen  bezeichnet 
werden. 

Wenn  Uligens  unter  seinem  Worte  „Quantitäten"  Grössenverhältnisse 
oder,  was  wir  nun  als  gleichbedeutend  ansehen,  reelle  Zahlen  versteht  und 
meint,  dass  Zahlreihezeicben  keine  Grössenverhältnisse  nach  Cantor  be- 
zeichnen, so  hat  er  recht.  In  Cantors  Definition  kommt  nur  die  Funda- 
mentalreihe und  die  Zahl  b  vor  und  diese  ist  das  Zahlreihezeichen.  Von 
einem  Grössenverhältnisse  ist  dabei  garnicht  die  Rede.  Das  Zahlreihe- 
zeichen bezeichnet  eben  die  Fundamentalreihe  und  darf  schon  deshalb  nicht 
auch  ein  Grössenverhältnis  bezeichnen;  dann  wäre  es  ja  zweideutig. 

§  74.  Cantors  Antwort  8)  auf  Illigensens  Einwürfe  ist  leider  kurz  und 
unklar  ausgefallen.  Wir  erfahren  nicht  sicher,  ob  Uligens  mit  seiner  An- 
nahme recht  habe,  dass  die  Zahlen  b,  b'  u.  s.  w.  Zeichen  seien,  und  ob  sie 
Fundamentalreihen  bezeichnen,  was  zu  wissen  doch  am  nöthigsten  ist,  um 
Klarheit  in  die  Sache  zu  Bringen.  Statt  dessen  wird  Zeichen  und  Bezeich- 
netes durcheinander  geworfen.    Cantor  schreibt: 

1)  Vergl.  Baumann,  Die  Lehren  von  Zeit,  Raum  und  Mathematik  I,  S.  475. 

2)  Den  Ausdruck  „benannte  Zahl"  möchte  ich  verbannen,  da  er  nur  Verwirrung 
stiftet. 

3)  Math.  Annalen  XXXIII,  S.  476. 
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,,Ks  ist  aber  weder  von  mir  noch  von  Andern  jemals  behauptet  worden, 
das«  die  Zeichen  b,  6',  b"  .  .  .  concreto  Grössen  im  eigentlichen  Wortsinne 
seien.  Als  abstracie  Gedankendinge  sind  sie  nur  Grössen  im  uneigentlichen 
oder  übertragenen  Sinne  des  Wortes." 

Hier  werden  b,  b'  u.  s.  w.  zwar  Zeichen,  zugleich  aber  abstracto  Ge- 
dankendinge genannt.  Es  gehört  wirklich  ein  starker  Glaube  dazu,  Zeichen, 
die  etwa  mit  Kreide  auf  eine  Tafel  oder  mit  Tinte  auf  Papier  geschrieben 
werden,  die  man  mit  seinen  leiblichen  Augen  sohen  kann,  für  abstracto 
Gedankendinge  zu  halten,  solcher  Glaube,  welcher  Berge  vorsetzen  und 
Irrationalzahlen  schaffen  kann. 

Wahrscheinlich  meint  Cantor,  dass  die  Zeichen  b,  b'  u.  s.  w.  abstracto 
Gedankendinge  bezeichnen  sollen.  Wir  können  zwischen  physischen  und 
logischen  Gegenstanden  unterscheiden,  womit  freilich  keine  erschöpfende 
Eintheilung  gegeben  werden  soll.  Jene  sind  im  eigentlichen  Sinne  wirk- 
lich; diese  sind  es  nicht,  aber  darum  nicht  minder  objectiv;  sie  können 
zwar  nicht  auf  unsere  Sinne  wirken,  aber  durch  unsere  logischen  Fähig- 
keiten erfasst  werden.  Solche  logische  Gegenstände  sind  unsere  Anzahlen ; 
und  es  ist  wahrscheinlich,  dass  auch  die  übrigen  Zahlen  dazu  gehören. 
Wenn  nun  Cantor  unter  dem  Ausdruck  „abstractes  Gedankending"  das 
versteht,  was  wir  logischen  Gegenstand  nennen,  so  scheint  in  der  Sache 
gute  Uebereinstimmung  zwischen  uns  zu  bestehen.  Nur  schade,  dass  diese 
abstracten  Gegenstande  in  Cantors  Erklärungen  gar  nicht  vorkommen !  Wir 
haben  Fundamentalreihen  und  Zeichen  b,  b'  u.  s.  w.  Diese  können  wir 
beim  besten  Willen  nicht  für  abstracto  Gedankendinge  halten,  und  auch  die 
Fundamentalreihen  können  nicht  damit  gemeint  sein.  Wenn  also  die  ab- 
stracten Gedankendinge  die  Hauptsache  sind,  so  fohlt  eben  die  Hauptsache 
in  Cantors  Definitionen.  Welches  abstracto  Gedankending  soll  etwa  mit 
dem  Zeichen  »|/  2  «  bezeichnet  werden  ?  Wir  erfahren  es  nicht.  Wir  tasten 
an  unwesentlichen  Aeusserlichkeiten  hemm  und  lassen  uns  den  Kern  ent- 
schlüpfen. 

§  75.  Für  entscheidend  erklärt  es  daboi  Cantor,  dass  man  mit  Hülfe 
dieser  abstracten  Grössen  6,  6',  b"  .  .  .  eigentliche  concreto  Grössen,  z.  B. 
geometrische  Strecken  quantitativ  genau  zu  bestimmen  im  Stande  sei.  Also 
weit  davon  entfernt,  blos  eine  angenehme  Zugabe  zu  sein,  ist  die  An- 
wendung auf  Geometrie  entscheidend.  Aber,  wenn  sie  entscheidend  ist, 
so  ist  sie  es  gegen  Cantors  Theorie,  weil  dies  Entscheidende  in  der  De- 
finition der  Zahlgrösse  garnicht  vorkommt.  Ers^t  nachdem  die  b,  b',  b"  ... 
eingeführt  sind,  wird  die  Bestimmung  der  Entfernungen  durch  Zahlen- 
grössen gegeben1).  Jene  Einführung  der  Zahlgrössen  ist  rein  arithmetisch, 
enthalt  aber  das  Entscheidende  nicht;  diese  Angabe,  wie  Entfernungen 

1)  Math.  Annalen  V,  S.  127. 
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durch  Zahlgrössen  bestimmt  werden  können,  enthalt  das  Entscheidende,  ist 
aber  nicht  rein  arithmetisch.  Und  damit  wird  doch  wohl  das  Ziel  verfehlt, 
das  Cantor  sich  gesetzt  hat.  In  jener  Definition  hat  man  die  Fundamental- 
reihen einerseits  und  die  Zeichen  6,  b'}  b"  .  .  .  andrerseits,  weiter  nichts. 
Anders  läge  die  Sache,  wenn  wir  eine  rein  arithmetische  oder  logische  De- 
finition von  Verhältnis1)  hatten,  aus  der  auch  zu  entnehmen  wäre,  dass  es 
Verhaltnisse  und  unter  ihnen  irrationale  gäbe.  Dann  läge  das  Entscheidende 
in  dieser  Definition,  und  die  Bestimmung  einer  Entfernung  durch  eine  Ein- 
heit und  ein  Verhältnis  (reelle  Zahl)  hatte  nur  den  Rang  eines  erläuternden 
Beispiels,  das  auch  wegfallen  könnte. 

Doch  sehen  wir  uns  die  Weise  näher  an,  wie  diese  quantitative  Be- 
stimmung concreter  Grössen  durch  abstracto  nach  Cantor  zu  Stande  kommen 
soll!  Es  wird  als  bekannt  vorausgesetzt,  wie  eine  Entfernung  durch  eine 
rationale  Zahl  bestimmt  wird.  Jedem  Gliede  einer  Fundamentalreihe  ent- 
spricht dann  eine  bestimmte  Entfernung  und  damit  ein  bestimmter  Punkt, 
welcher  auf  einer  gegebenen  geraden  Linie  von  einem  gegebenen  Anfangs- 
punkte nach  einer  gegebenen  Seite  diese  Entfernung  hat  Beim  Fort- 
schreiten in  der  Fundamentalreihe  nähern  sich  diese  Punkte  unbegrenzt 
einem  Punkte,  der  eben  dadurch  bestimmt  wird.    Dann  hcisst  es: 

„Dies  drücken  wir  dadurch  aus,  dass  wir  sagen:  Die  Entfernung  des 
zu  bestimmenden  Punktes  von  dem  Punkte  o  ist  gleich  b,  wo  b  die  der  Reihe 
(1)*)  entsprechende  Zahlengrösse  ist" 

Hier  ist  zunächst  der  Fehler  zu  bemerken,  dass  die  Einheit  in  dem 
erklärten  Ausdrucke  garnicht  erwähnt  wird,  obwohl  sie  nothwendig  zur 
Bestimmung  ist.  Hieraus  kann  der  trügerische  Schein  entstehen,  als  ob 
b,  b',  b"  .  .  .  Entfernungen  wären,  während  es  sich  doch  nur  um  Verhält- 
nisse handeln  kann,  die  ebenso  gut  bei  Stromstärken,  mechanischen  Arbeiten 
u.  8.  w.  vorkommen  können.  Doch  das  Hesse  sich  wohl  verbessern.  Aber 
welcher  Ausdruck  soll  eigentlich  erklärt  werden?  Was  die  Entfernung 
eines  Punktes  von  einem  Punkte  ist,  muss  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
die  sogenannten  Zahlengrössen  (b)  sind  eben  eingeführt  worden,  und  das 
Wort  „gleich"  wird  doch  auch  schon  bekannt  sein.  Damit  ist  Alles  in 
dem  erklärten  Ausdrucke  bekannt,  und  wenn  die  Sache  in  Ordnung  wäre, 
so  müsste  der  Sinn  des  Satzes  „Die  Entfernung  des  zu  bestimmenden 
Punktes  vom  Punkte  o  ist  gleich  6"  ebenfalls  bekannt  sein,  sodass  eine 
Erklärung  mindestens  überflüssig  und  darum  fehlerhaft  wäre. 

Wenn  das,  was  b  ist,  unbekannt  ist,  was  vielleicht  der  Wahrheit,  aber 
nicht  Cantors  Absicht  entsprechen  wird,  so  haben  wir  zwar  etwas  dar  Er- 
klärung Fähiges;  aber  die  Erklärung  ist  nicht  rein  arithmetisch.  Etwas 
annehmbarer  wäre  der  Satz,  wenn  Cantor  statt  „Entfernung"  gesagt  hätte 
„Verhältnis  der  Entfernung  zur  Längeneinheit".    Was  ein  Verhältnis  von 

1)  Die  nichtsnutzigen  arithmetischen  Verhältnisse  sind  natürlich  nicht  gemeint 
'>)  der  Fundamentalreihe. 
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Entfernungen  sei,  ist  hier  ja  als  unbekannt,  also  der  Erklärung  fähig  an- 
zusehen —  und  darin  steckt  gerade  der  Kern  der  Sache  — ;  aber  auch 
dies  würde  auf  Schwierigkeiten  stossen. 

§  76.  Doch  gehen  wir  zur  Hauptsache  über!  Offenbar  sind  die 
Cantorschen  Zahlgrössen  b,  b'  .  .  .,  mögen  sie  nun  Zeichen  oder  abstracte 
Gedankendinge  oder  beides  zugleich  sein,  für  die  Bestimmung  der  Ent- 
fernungen völlig  überflüssig.  In  der  That  macht  ihre  Einmischung  die 
Sache  nur  verwickelter,  ohne  irgendetwas  zu  nützen.  Man  lasse  die  Zahl- 
grösse  ganz  aus  dem  Spiele,  und  man  wird  finden,  dass  die  Fundamental- 
reihe  zu  dem  Zwecke  vollkommen  genügt,  einerlei  ob  ihr  ein  Zeichen  6  zu- 
geordnet ist  oder  nicht. 

Ohne  die  angegebene  Bestimmung  von  Entfernungen  haben  wir  nur 
Fundamentalreihen  einerseits  und  Zeichen  andrerseits,  die  Hauptsache  aber 
fehlt.  Da  die  Zeichen  b,  b'  .  .  .  unwesentlich  sind,  haben  wir  in  der  That 
nur  die  Fundamentalreihen.  Diese  Reihen  können  zur  Bestimmung  von 
Verhaltnissen  dienen,  aber  erst,  nachdem  wir  gelernt  haben,  was  ein 
Grössenverhältnis  ist,  und  gerade  das  fehlt  uns. 

Nehmen  wir  einmal  an,  wir  kännten  einige  Linienspectren,  aber  keine 
Metalle!  Nützte  es  uns  nun  wohl  etwas,  dass  wir  einem  dieser  Spectren 
das  Zeichen  >  Kt,  einem  andern  »Na*,  einem  dritten  »F«c  zuordneten? 
Sehr  wenig!  Nutzte  es  etwas,  diese  Zeichen  Metalle  zu  nennen?  Es 
nützte  uns  vielleicht,  uns  über  unsere  Unwissenheit  hinwegzutäuschen ;  die 
eigentlichen  Metalle  kannten  wir  dadurch  um  nichts  mehr.  Erst  müssen 
wir  die  Metalle  kennen;  dann  können  wir  entdecken,  wie  wir  mit  den 
Spectren  die  Metalle  bestimmen  können.  Dann  haben  wir  die  Gegenstände, 
auf  die  es  uns  ankommt,  und  jenes  Zuordnen  der  Zeichen  trägt  nichts  dazu 
bei.  Bevor  wir  nicht  die  Metalle  selbst  haben,  sind  jene  Zeichen  nur  un- 
nütze leere  Hülsen,  und  wir  hoffen  vergeblich,  dass  sie  sich  von  selbst  mit 
einem  neuen  Inhalte  füllen  möchten. 

So  auch  hier.  Erst  müssen  wir  die  Grössenverhältnisse,  die  reellen 
Zahlen  kennen ;  dann  können  wir  entdecken,  wie  wir  mit  den  Fundamental- 
reihen die  Verhältnisse  bestimmen  können.  Seltsam  ist  es,  dem  Zuordnen 
der  Zeichen  6,  6',  b"  .  .  .  irgendeine  schöpferische  Kraft  zuzutrauen  Das 
Hereinziehen  der  Geometrie  ist  also  dadurch  entscheidend,  dass  man  sich 
damit  des  Inhaltes  bemächtigt,  auf  den  hier  alle  Anstrengungen  gerichtet 
sind.  Dann  aber  liegt  das  Entscheidende  in  der  Geometrie,  und  Cantors 
Theorie  ist  keineswegs  eine  rein  arithmetische. 

§  77.  Aber  ist  denn  wirklich  die  Auffassung  richtig,  dass  die  so- 
genannten Zahlen,  die  Cantor  seinen  Fundamentalreihen  zuordnet,  Zeichen 

1)  Für  die  sonderbare  Auffassung  der  Zeichen  und  dessen,  was  sie  zu  leisten  haben, 
bei  Tiefen  neueren  Mathematikern  ist  die  grundlegende  Wichtigkeit  kennzeichnend,  die 
dieser  Handlung  beigelegt  wird;  man  sollte  sie  mit  besondern  Caerimonien  umgeben! 
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seien?  Obwohl  Cantor  selbst  sie  sich  gefallen  lässt,  liegt  es  wegen  der 
grossen  Schwierigkeiten,  die  mit  ihr  verbunden  sind,  nahe,  eine  andere  vor- 
zuziehen. Ich  vermuthe  ungefähr  Folgendes :  Mit  jeder  Fundamentalreihe 
steht  eine  gewisse  Zahl  in  Verbindung,  die  keine  rationale  zu  sein  braucht. 
Diese  Zahlen  sind  also  zum  Theil  neue,  bisher  noch  nicht  betrachtete,  und 
sie  sollen  eben  durch  die  Fundamentalreihen  bestimmt  werden,  mit  denen 
sie  in  Verbindung  stehen.  Das  Zeichen  »6«  bezeichnet  dann  nicht  die 
Fundamentalreihe,  sondern  die  mit  ihr  verbundene  Zahl.  Diese  ist  dann 
also  selbst  kein  Zeichen,  sondern  wohl  das,  was  Cantor  ein  abstractes  Ge- 
dankending nennt1). 

Man  erkennt  nun  wohl  die  Klippe,  an  der  dieser  Versuch  scheitern 
muss.  Wir  wissen  garnichts  über  die  Art  der  Verbindung,  in  der  die 
Zahl  mit  der  Fundamentalreihe  stehen  soll.  Durch  eine  ganz  unbekannte 
Beziehung  kann  aber  ein  unbekanntes  Etwas  nicht  bestimmt  werden.  Der 
Fehler  ist,  dass  die  Zuordnung  zur  Fundamentalreihe  und  die  Definition 
der  neuen  Zahlen  in  eine  Handlung  zusammengezogen  werden.  Wir 
können  zwar  eine  definirte  Zahl  einer  Fundamentalreihe  zuordnen,  nicht 
aber  eine  erst  zu  definirende,  die  wir  also  noch  garnicht  haben  *).  Nehmen 
wir  unser  Gleichnis  wieder  auf!  Versetzen  wir  uns  wieder  auf  den  Stand- 
punkt, wo  wir  keine  Metalle  kennen,  aber  Linienspectren !  Nun  sagen  wir : 
wir  ordnen  diesem  Spectrum  ein  dadurch  zu  definirendes  Metall  Natrium 
zu.  Aber  woher  erhalten  wir  das  Metall?  Jedenfalls  nicht  durch  diese 
Zuordnung,  die  uns  nichts  verschaffen  kann,  was  wir  nicht  schon  haben. 
Wir  kennen  ja  nur  einige  Spectren,  wissen  aber  noch  nichts  von  Speetral- 
analyse,  haben  noch  gar  keine  Ahnung  von  der  besonderen  Beziehung,  in 
der  die  Spectren  zu  den  Metallen  stehen,  die  uns  selbst  noch  unbekannt 
sind.  Der  Name  „Natrium"  schwebt  noch  in  der  Luft.  Und  so  schwebt 
denn  auch  das  Zeichen  i  b «  bei  Cantor  zunächst  noch  in  der  Luft;  wir 
haben  noch  nichts,  was  wir  damit  bezeichnen  könnten.  Wenn  es  nun  an 
der  angeführten  Stelle  heisst 

„in  dem  ersten  Falle  sage  ich,  dass  b  gleich  Null,  im  zweiten,  dass  b 
grösser  als  Null  oder  positiv,  im  dritten,  dass  b  kleiner  als  Null  oder  ne- 
gativ sei", 

so  wird  das  Zeichen  »b<  hier  ohne  Weiteres  so  gebraucht,  als  bezeichne 
es  etwas,  während  noch  garnicht  feststeht,  dass  etwas  gefunden  werden 
könne,  was  der  Absicht  gemäss  der  Fundamentalreihe  zuzuordnen  wäre. 
Denn  zunächst  ist  doch  nur  eine  Absicht  ausgesprochen  worden;  ob  sie 
erreichbar  sei,  steht  noch  dahin. 


1)  Dann  wäre  der  oben  angeführte  Ausdruck  Cantors,  nach  dem  du>  Zeichen  » b « 
selbst  ein  abstractes  Gedankending  sein  sollte,  ungenau  und  wäre  so  zu  verstehen,  dass 
»hi  ein  solches  Gedankending  bezeichne.  Solche  Ungenauigkeiten  scheinen  sich  grosser 
Beliebtheit  zu  erfreuen,  sind  uns  dadurch  aber  nicht  annehmbarer. 

2)  Ebenso  könnte  man  sagen:  „Sie  hangen  den  zu  ergreifenden  Dieb." 
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§  78*  Wir  betrachten  nun  die  oben  angeführten  Sätze,  in  denen  an- 
gegeben wird,  wann  die  einer  Zahlenreihe  zugeordnete  (oder  zuzuordnende?) 
Zahl  gleich  Null,  grösser  als  Null  oder  kleiner  als  Null  sei.  Wir  fragen : 
wird  hierdurch  etwas  definirt?  oder  wird  etwas  zugeordnet?  oder  was  ist 
sonst  der  Zweck  dieser  Satze?    Cantor  schreibt: 

„Im  ersten  Falle  sage  ich,  dass  b  gleich  Null  sei." 

Wir  fragen  zunächst:  ist  „gleich"  hier  im  Sinne  von  „zusammenfallend 
mit"  zu  verstehen  ?  Das  ist  wahrscheinlich,  weil  sonst  Zahlen  anzunehmen 
wären,  die  zwar  sämmtlich  gleich  Null,  aber  von  einander  verschieden 
waren.  Dann  wäre  nicht  bestimmt,  welche  dieser  Zahlen  der  Fundamental- 
reihe im  ersten  Falle  zuzuordnen  wäre.  Wenn  aber  „a  ist  gleich  6"  besagt 
„a  fällt  zusammen  mit  6",  so  giebt  es  nur  eine  Zahl,  welche  gleich  Null 
ist,  nämlich  die  Zahl  Null  selbst,  und  der  Sinn  ist  dann:  ich  ordne  der 
Fundamentalreihe,  wenn  der  erste  Fall  vorliegt,  die  Zahl  Null  zu.  Hier 
haben  wir  dann  offenbar  keine  Definition,  sondern  eine  Zuordnung  einer 
schon  bekannten  Zahl.  Hiergegen  ist  nichts  zu  sagen;  wir  gewinnen  da- 
durch aber  auch  keine  neue  Zahl. 

Nun  sagt  Cantor  weiter,  dass  im  zweiten  Falle  b  grösser  als  Null  oder 
positiv  sei.  Hierbei  muss  eigentlich  sowohl  die  Grösserbeziehung,  als  auch 
die  Null  und  ebenso,  was  positiv  ist,  als  vollständig  definirt  und  bekannt 
vorausgesetzt  werden.  Obwohl  es  unwahrscheinlich  ist,  dass  Cantor  solche 
Definitionen  gehabt  habe,  welche  ohne  Weiteres  auf  die  neuen  Zahlen  An- 
wendung finden  können,  so  wollen  wir  dies  doch  zunächst  einmal  annehmen. 
Wäre  nun  b  ebenfalls  schon  definirt,  so  wäre  garnichts  mehr  festzusetzen ; 
sondern  es  wäre  einfach  zu  untersuchen,  ob  b  grösser  als  Null  wäre.  Offen- 
bar ist  hier  b  also  noch  nicht  definirt;  wir  kennen  es  noch  nicht  Dann 
kann  hierin  nur  ein  Wink  für  die  Zuordnung  liegen:  man  ordne  einer 
Fundamentalreihe,  wenn  der  zweite  Fall  vorliegt,  eine  Zahl  zu,  die  grösser 
als  Null  ist.  Welche  von  allen  positiven  Zahlen  man  nehmen  solle,  bleibt 
freilich  ganz  unentschieden.  Wenn  Cantor  sagt,  im  dritten  Falle  sei  b 
kleiner  als  Null  oder  negativ,  so  wird  dann  auch  dies  nur  ein  Wink  für 
die  Zuordnung  sein. 

Wir  haben  also  bisher  eine  schon  bekannte  Zahl  gewissen  Funda- 
mentalreihen zugeordnet  und  Winke  für  weitere  Zuordnungen  gegeben ;  de- 
finirt worden  aber  ist  noch  nichts. 

§  79.    Cantor  fährt  fort: 

„Nun  kommen  die  Elementaroperationen.  Sind  (av)  und  (a'y)  zwei  Fun- 
damentalreilten,  durch  welche  die  Zahlen  b  und  b'  determinirt  seien,  so  zeigt 
sich,  dass  auch  (av±a'y)  und  (ay.a'y)  Fundamentalreihen  sind,  die  also  drei 
neue  Zahlen  bestimmen,  welche  mir  als  Definitionen  für  die  Summe  und 
Differenz  b±b'  und  ftir  das  Product  b.b'  dienen." 

Dieser  Satz  ist  sehr  fehlerhaft.     Bisher  kann  man  nur  von  der  Null 
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allenfalls  sagen,  dass  sie  durch  gewisse  Fundamentalreihen  determinirt  sei. 
Wir  müssen  also  für  b  ebenso  wie  für  b'  die  Null  nehmen.  Dann  aber  ist 
es  ein  Lehrsatz,  dass  (av  -\-a>v)  die  Null  determinire,  folglich  keine  Definition. 
Der  Satz  kann  bewiesen  werden,  also  muss  Alles  darin  bekannt  sein.  Dem- 
nach ist  für  eine  Definition  hier  keine  Statt  Nun  trifft  es  sich  sehr  glück- 
lich, dass  das,  was  bewiesen  werden  kann,  mit  dem  übereinstimmt,  was 
die  scheinbare  Definition  sagt.  Aber  bei  den  von  Cantor  befolgten  Grund- 
sätzen des  Definirens,  oder  vielmehr  bei  dem  hier  zu  Tage  tretenden  Mangel 
aller  gesunden  Grundsätze  des  Definirens  wäre  es  ebenso  möglich,  dass 
etwas  durch  die  Definition  bestimmt  würde,  dessen  Falschheit  bewiesen 
werden  könnte. 

Wenn  hier  vorausgesetzt  wird,  dass  jede  Fundamentalreihe  eine  Zahl 
bestimme,  so  ist  die  Absicht  für  die  That  genommen.  Ausser  dem  Falle, 
wo  die  Null  zugeordnet  wird,  ist  bisher  nur  eine  Absicht  zuzuordnen  kund- 
gethan  und  sind  einige  Winke  für  die  Ausführung  gegeben  worden,  weiter 
nichts. 

Ferner  werden  die  Wörter  „Summe",  „Differenz",  „Product"  durch 
sich  selbst  erklärt;  sie  sind  also  bisher  nur  unvollständig  erklärt  gewesen, 
ein  Verstoss  gegen  unsern  ersten  Grundsatz. 

In  Wirklichkeit  ist  also  hiermit  garnichts  geleistet,  sondern  fälsch- 
licherweise etwas  als  Definition  hingestellt  worden,  was  als  Lehrsatz  hätte 
bewiesen  werden  müssen. 

§  80.  Mit  Uebergehung  des  vom  Quotienten  Gesagten  fahre  ich  in 
der  Betrachtung  der  Cantorschen  Darlegung  fort.    Es  heisst  da: 

„Die  Elementaroperationen  zwischen  einer  durch  eine  Fundamen  talreihe 
(ap)  gegebenen  Zahl  6  und  einer  direct  gegebenen  rationalen  Zahl  a  sind  in 
den  soeben  festgesetzten  eingeschlossen,  indem  man  a'p  =  a,  b'=a  sein  lässt," 

Hierin  ist  ein  Widerspruch,  Der  Ausdruck  „eine  durch  eine  Funda- 
mentalreihe (ay)  gegebene  Zahl  bu  setzt  in  diesem  Zusammenhange  voraus, 
dass  durch  jede  Fundamentalreihe  eine  Zahl  gegeben  werde.  Wenn  das 
der  Fall  wäre,  so  wäre  auch  eine  Zahl  durch  die  Fundamentalreihe  ge- 
geben, deren  Glieder  sämmtlich  a  sind,  und  es  wäre  nun  keine  Statt  mehr 
für  die  Festsetzung,  dass  diese  Zahl  a  sei;  sondern  es  müsste  eben  unter- 
sucht werden,  welcho  Zahl  durch  jene  Fundamentalreihe  gegeben  wäre, 
eine  Untersuchung,  die  freilich  zu  keinem  Ziele  führen  kann,  weil  in  der 
That  nur  die  Absicht  kundgegeben  ist,  unter  Beachtung  gewisser  Regeln 
jeder  Fundamentalreihe  eine  Zahl  zuzuordnen.  Durch  die  letzte  Fest- 
setzung ist  dieser  Plan  freilich  etwas  weiter  ausgeführt  worden,  aber  ohne 
dass  dadurch  neue  Zahlen  zu  Tage  gefordert  wären.  Wir  haben  uns  also 
im  Grunde  unserm  Ziele  noch  garnicht  genähert. 

§  81.    Wir  machen  noch  einen  Schritt  weiter.    Cantor  schreibt: 
„Jetzt  erst  kommen  die  Definitionen  des  Gleich-,  Grösser-  und  Kleiner- 
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seins  zweier  Zahlen  b  und  b'  (von  denen  b'  auch  =a  sein  kann),  und  zwar 
sagt  man,  dass  6  =  6'  oder  oder  i<6'  ist,  jenachdem  b  —  b'  gleich 

Null  oder  grösser  oder  kleiner  als  Null  ist." 

Was  das  Gleichheitszeichen  betrifft,  so  haben  wir  oben  angenommen, 
dass  es  völliges  Zusammenfallen  bedeuten  solle.  Nehmen  wir  das  auch 
hier,  allerdings  nicht  ganz  im  Einklänge  mit  dem  Wortlaute  an,  so  haben 
wir  hier  keine  Definition  der  Gleichheit;  sondern  diese  ist  bekannt  Der 
Zweck  kann  dann  nur  sein,  die  Zahlen  noch  etwas  naher  zu  bestimmen, 
die  den  Fundamentalreihen  zugeordnet  werden  sollen.  Es  wird  dann  näm- 
lich die  Absicht  bekundet,  denjenigen  Reihen  dieselbe  Zahl  zuzuordnen, 

für  welche   ^im   (ay  — a'y)=0  ist.    Falls  nun  der  einen  der  beiden  Reihen 
v  =  oo 

schon  eine  Zahl  zugeordnet  ist,  so  wird  die  der  andern  zuzuordnende  Zahl 
hierdurch  bestimmt.  Da  aber  bisher  nur  rationale  Zahlen  zugeordnet  sind, 
so  kommen  wir  auch  hierdurch  nicht  weiter. 

Aber  unsere  Vermuthung,  das  Gleichheitszeichen  werde  von  Cantor 
als  Identitätszeichen  gebraucht,  scheint  hier  doch  hinfällig  zu  werden.  Es 
wird  ausdrücklich  gesagt  „Definition  des  Gleich-,  Grösser-  und  Kleiner- 
seins", woraus  zu  entnehmen  sein  dürfte,  dass  die  Bedeutungen  der  Zeichen 
»  =  c  »>«  »<«  hier  nicht  als  vollständig  bekannt  vorausgesetzt  werden. 
Als  zum  Theil  bekannt  sind  sie  doch  freilich  anzunehmen,  sodass  ein  Ver- 
stoss gegen  unsern  ersten  Grundsatz  des  Definirens  vorliegen  dürfte.  Dieser 
Fehler  bewirkt  hier  eine  eigentümliche  Täuschung.  Unser  geistiges  Ge- 
sichtsfeld befindet  sich  in  einem  ähnlichen  Zustande  wie  unser  leibliches 
beim  Wettstreite  der  Farben :  in  einem  Augenblicke  erscheinen  die  Wörter 
„gleich",  „grösser",  „kloiner",  „Summe",  „Product"  als  bekannt,  gleich 
darauf  als  unbekannt  und  dann  wieder  als  bekannt.  Wenn  z.  B.  die  Worte 
„grösser  als"  durch  sich  selbst  erklärt  werden,  erscheinen  sie  in  demselben 
Satze  theila  als  bekannt  —  da,  wo  sie  zur  Erklärung  dienen  —  theils  als 
unbekannt  —  da,  wo  sie  erklärt  werden. 

§  82.  Diese  Definitionen  der  Summe,  der  Differenz,  des  Products, 
des  Gleich-,  Grösser-  und  Kleinerseins  scheinen  nun  die  neuen  Zahlen  selbst 
erst  eigentlich  zu  schaffen,  scheinen  den  Zeichen  » 6  «  erst  einen  Inhalt  zu 
geben.  Man  schliesst  unwillkürlich  aus  der  als  bekannt  vorschwebenden 
Bedeutung  des  Wortes  „grösser",  dass  das  Grössere  eine  Grösse  sei,  möge 
sie  nun  abstract  oder  concret  sein.  Da  die  Worte  „Summe",  „Differenz", 
„gleich",  „grösser"  u.  s.  w.  schon  erklärt  oder  doch  als  erklärt  vorauszu- 
setzen sind,  erhält  man  den  Eindruck,  man  wisse  bereits,  was  eine  Summe, 
eine  Differenz,  was  gleich  und  was  grösser  sei,  und  durch  dieses  schon 
Bekannte  verleihe  man  nun  in  einer  gewissen,  freilich  unklaren  Weise  den 
Zeichen  >  b  €  >  6' «  u.  s.  w.  einen  Inhalt,  indem  man  diese  in  Sätzen,  wie 
»&>/>*€  •»  b -\- b' <.b"  *  gebrauche.  Was  sich  zunächst  als  Erklärung  der 
Zeichen  >  +  «  »  >  c  u.  s.  w.  darstellt,  macht  im  nächsten  Augenblicke  den 
Anspruch,  dasjenige  näher  zu  bestimmen,  was  den  Fundamentalreihen  nach 
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Cantor  zugeordnet  werden  soll.  Diese  Täuschung  ist  aber  nur  dadurch 
möglich,  dass  jene  Zeichen  nun  doch  wieder  als  bekannt  angesehen  werden. 
So  schillern  jene  Definitionen  in  zwei  Farben,  indem  sie  bald  die  Summe, 
das  Product,  das  Grössersein  u.  s.  w.  definiren,  bald  die  neuen  Zahlen  be- 
stimmen sollen.    Aber  das  ist  unvereinbar. 

Ein  Gleichnis  mag  die  Verständigung  erleichtern.  Wenn  man  definirt 
„ein  Urtheil  ist  hart,  wenn  darin  die  Eigenschaft  hart  einem  Dinge  zu- 
erkannt wird,"  so  macht  man  den  Fehler,  das  Wort  „hart"  durch  sich 
selbst  zu  erklären,  es  in  einem  Athem  seiner  Bedeutung  nach  als  bekannt 
und  als  unbekannt  anzusehen.  Nun  könnte  man  aus  der  als  bekannt  vor- 
schwebenden Bedeutung  von  „hart"  entnehmen,  dass  alles  Harte  ein  phy- 
sischer Körper  wäre,  und  nun  weiter  schliessen :  also  sind  die  Urtheile, 
in  denen  die  Eigenschaft  hart  einem  Dinge  zuerkannt  wird,  physische 
Körper.  Hier  liegt  die  Sache  ganz  ähnlich;  auch  hier  sind  Wörter 
„grösser"  „Summe"  u.  s.  w.  durch  sich  selbst  erklärt,  auch  hier  schliesst 
man  aus  den  als  bekannt  vorschwebenden  Bedeutungen  dieser  Wörter,  dass 
die  neuen  Gegenstände  Zahlen  seien  wie  die  rationalen  Zahlen  und  den- 
selben  Zwecken  dienen  können  wie  diese.  Der  Unterschied  ist  nur  der, 
dass  wir  diese  neuen  Zahlen  noch  garnicht  haben,  dass  sie  hierdurch  eigent- 
lich erst  geschaffen  werden  sollen,  während  wir  jene  Urtheile  immerhin 
schon  haben. 

Man  kann  nicht  mit  einer  Definition  zweierlei  definiren:  das  Grösser- 
sein und  die  irrationalen  Zahlen  —  Verstoss  gegen  unsern  zweiten  Grundsatz. 

§  88.  Das  stückweise  Definiren  erzeugt  hier  das  Zwielicht,  das  zum 
Gelingen  der  Täuschung  nöthig  ist  Diese  verschwindet  sofort,  wenn  man 
an  Stelle  der  Wörter  und  Zeichen  da,  wo  sie  als  unbekannt  behandelt 
werden,  ganz  neu  geschaffene  Wörter  und  Zeichen  setzt,  mit  denen  nicht 
schon  ein  Sinn  oder  der  Schein  eines  Sinnes  verbunden  ist.  Ersetzen  wir  so 
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so  gehen  die  Cantorschen  Erklärungen  über  in : 

„Eine  Fundamentalreihe  bietet  drei  Falle  dar;  entweder  es  sind  ihre 
Glieder  ay  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  v  kleiner  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  als  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl;  oder  es  sind  dieselben 
von  einom  gewissen  v  an  grösser  als  eine  bestimmt  angebbare  rationale 
Zahl  q  ;  oder  sie  sind  von  einem  bestimmten  v  an  kleiner  als  eine  bestimmt 
angebbare  negative  rationale  Grösse  — q.  In  dem  ersten  Falle  sage  ich, 
dass  b  azig  Poll,  im  zweiten,  dass  b  bezig  Poll  oder  albig,  im  dritten,  dass 
b  zezig  Poll  oder  bebig  sei"  1). 

„Sind  (ay)  und  (aj,)  zwei  Fundamentalreihen,  durch  welche  die  Zahlen 
6  und  6'  determinirt  seien,  so  zeigt  sich,  dass  auch  (a^  +  oj,),  (a>v  —  ar): 
(dyd'y)  Fundamentalreihen  sind,  die  also  drei  neue  Zahlen  bestimmen,  welche 
mir  als  Definitionen  für  die  Arung  b  CQ  b\  für  die  Berung  b  öfl  6'  und  für 
das  Asal  büb'  dienen." 

„Jetzt  erst  kommen  die  Definitionen  des  Azig-,  Bezig-  und  Zezigseins 
zweier  Zahlen  b  und  b',  und  zwar  sagt  man,  dass  bcob'  oder  bc*b'  oder 
6to6'  ist,  jenachdem  azig  Poll  oder  bezig  Poll  oder  zezig  Poll  ist"*). 

Durch  diese  Definitionen  können  die  Bedeutungen  der  neuen  Wörter 
und  Zeichen  mindestens  mit  demselben  Rechte  festgesetzt  werden,  wie 
durch  die  Cantorschen  die  früheren  unvollständigen  ergänzt  werden  können 
Aber,  wie  man  sieht,  langt  der  diesen  neuen  Wörtern  und  Zeichen  so  ver- 
liehene Sinn  nicht  für  den  hier  verfolgten  Zweck.  So  verschwindet  jeder 
Schein,  alsob  durch  diese  Definitionen  die  neuen  Zahlen  irgendwie  näher 
bestimmt  würden.  Bei  den  Cantorschen  Definitionen  kann  dieser  Schein 
also  nur  dadurch  erzeugt  werden,  dass  gegen  unsern  ersten  Grundsatz 
gefehlt  ist,  wodurch  jene  Wörter  „gleich",  „grösser"  n.  s.  w.  in  ein  be- 
ständiges Schwanken  zwischen  Bekanntsein  und  Unbekanntsein  versetzt 
werden.  Jene  früheren  Erklärungen  lassen  scheinbar  etwas  einfliessen  in 
dio  neuen  Zahlen,  obwohl  sie  für  diesen  erweiterten  Gebrauch  nicht  be- 
stimmt sein  können.  Sobald  man  das  Schwanken  aufhebt,  verschwindet  die 
Täuschung.  Wenn  Hilgens  dies  mit  den  Worten  „Die  aufgestellten  Zahl- 
reihezeichen vermögen  trotz  aller  Benennungen,  die  ihnen  durch  verschiedene 
Definitionen  zugelegt  werden,  keine  Quantitätsbegriffe  zu  werden"  gemeint 
hat,  so  stimmen  wir  ihm  bei,  müssen  aber  die  Ausdruckweise  als  ungenau 
beanstanden. 

§  84.  Werfen  wir  noch  einen  zusammenfassenden  Blick  auf  die  Er- 
gebnisse unserer  Prüfung  der  Cantorschen  Theorie!  Wir  unterscheiden 
zwei  Auffassungsweisen :  nach  der  ersten  sind  die  Zahlen,  die  Cantor  seinen 


1)  Die  Ausdrücke  „azig  Poll",  „bezig  Poll"  und  „zezig  Poll"  müssen  als  untrenn- 
bare Ganze  betrachtet  werden,  gemäss  unserm  zweiten  Grundsatze. 

2)  Wie  man  sieht,  hatten  wir  für  „gleich",  „grosser"  und  „kleiner"  eigentlich  noch 
eine  dritte  Garnitur  von  Ausdrücken  scbaffen  müssen. 
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Fundamentalreihen  zuordnen  will,  Zeichen,  nach  der  zweiten  sind  sie  ab- 
stracto Gedankendinge. 

Im  ersten  Fülle  werden  wir  die  Reihen  als  die  Bedeutungen  der  so- 
genannten Zahlen  anzusehen  haben.  Die  Zuordnung  dieser  Zahlen  ist  un- 
wesentlich; wir  haben  im  Grunde  nur  die  Fundamontalreihen,  wahrend  die 
Hauptsache  fehlt,  nämlich  die  eigentlichen  Zahlen,  die  Grössenverhältnisse. 
Diesem  Mangel  sucht  Cantor  dadurch  abzuhelfen,  dass  er  zeigt,  wie  seine 
Zahlen  zur  quantitativen  Bestimmung  von  Entfernnngen  dienen  können. 
Aber  erstens  sind  seine  Zahlen  dabei  ganz  überflüssig,  und  zweitens  wird 
damit  das  Entscheidende  in  die  Geometrie  verlegt,  womit  die  Theorie  auf- 
hört eine  rein  arithmetische  zu  sein. 

Im  zweiten  Falle  bleibt  es  bei  der  Absicht,  den  Fundamentalreihen 
neue  Zahlen  zuzuordnen.  Es  gelingt  nicht,  diese  abstracten  Ideen  zu  fassen, 
und  bevor  wir  sie  haben,  können  wir  sie  auch  nicht  zuordnen.  Cantor 
meint  zuweilen,  dass  seine  Fundamentalreihen  Zahlen  bestimmen,  wider- 
spricht dem  aber  selbst.  Alles,  was  erreicht  wird,  ist  dies,  dass  einigen 
Fundamentalreihen  rationale  Zahlen  zugeordnet  werden;  aber  es  gelingt 
nicht  einmal,  der  Fundamentalreihe 

i>  i»  i»  •  •  •  k+t»  •  •  • 
mit  Sicherheit  die  Zahl  Eins  zuzuordnen;  sondern  man  erkennt  nur  die 

Absicht,  ihr  eine  der  Eins  gleiche  Zahl  zuzuordnen,  und  „gleich"   ist  hier 

wohl  nicht  im  Sinne  von  „zusammenfallend  mit"  gebraucht.     Welche  von 

allen  der  Eins  gleichen  Zahlen  der  Reihe  zugeordnet  werden  solle,  bleibt 

zweifelhaft.    Dadurch,  dass  Summe,  Differenz,  Produci,  gleich,  grösser,  kleiner 

stückweise,  also  gegen  unsern  ersten  Grundsatz  definirt  werden,  entsteht 

der  falsche  Schein,  alsob  so  den  Zahlzeichen  eine  Bedeutung  gegeben  werde. 

Cantors  Theorie  erreicht  also  in  keiner  Weise  ihr  Ziel. 

§  85.  Ich  schliesse  hieran  die  Betrachtung  der  etwas  abweichenden 
Darstellung,  die  Cantor  früher1)  gegeben  hat.  Er  geht  auch  hier  von  den 
Reihen  aus,  die  er  spater  Fundamentalreihen  genannt  hat,  und  sagt: 

„Diese  Beschaffenheit  der  Reihe  (1)  drücke  ich  in  den  Worten  aus: 
»Die  Reihe  (1)  hat  eine  bestimmte  Grenze  6«.M 

Diese  Definition  ist  fehlerhaft,  weil  der  Buchstabe  >6<  darin  vorkommt, 
der  bei  andern  Reihen  derselben  Beschaffenheit  durch  andere  Zeichen, 
z.  B.  >6'«,  ersetzt  wird.  Dadurch  kommt  eine  Verschiedenheit  in  die  er- 
klarten Ausdrücke,  der  nichts  in  dem  erklärenden  entspricht;  vielmehr 
ljcindelt  es  sich  immer  um  dieselbe  Beschaffenheit.  Wenn  Cantor  iresa<rt 
hätte:  „Diese  Beschaffenheit  der  Reihe  (1)  drücke  ich  in  den  Worten  aus: 
»die  Reihe  (1)  ist  eine  Fundamentalreihec",  so  wäre  dieser  Einwand  hin- 
fällig: aber  es  wäre  auch  Alles  abgeschnitten,  was  grade  an  dies  b  geknüpft 


1 )  Math.  Annalen  V,  S.  123. 
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wird.  Die  nun  folgenden  Bestimmungen  über  Gleichheit,  Grössersein, 
Summe,  Product  solcher  6  fielen  hinweg  und  damit  Alles,  worauf  es  an- 
kommt Das  ist  wohl  der  Grund,  weshalb  Cantor  spater  eine  andere  Dar- 
stellung vorgezogen  hat. 

c)  Die  Theorien  des  Irrationalen  von  E.  Heine  und  J.  Thomae. 

§  86.  Die  Theorien  von  E.  Heine1)  und  J.  Thomae«)  scheinen  auf 
den  ersten  Blick  mit  der  Cantorschen  fast  zusammenzufallen.  Wir  haben 
hier  Zahlenreihen,  Zahlenfolgen  ahnlich  den  Fundamentalreihen  Cantors. 
Auch  hier  werden  diesen  Reihen  Zeichen  zugeordnet  und  dieser  That  eine 
besondere  Wichtigkeit  beigelegt.  Ueberhaupt  ist  die  Weise  des  Vorgehens, 
ausserlich  betrachtet,  der  Cantorschen  sehr  ähnlich.  Doch  dürfte  in  Wirk- 
lichkeit die  Aehnlichkeit  weit  geringer  sein,  als  man  zunächst  annehmen 
möchte,  sodass  eine  besondere  eingehende  Prüfung  dieser  Theorien  geboten 
scheint.  Von  einander  werden  sie  nicht  wesentlich  verschieden  sein.  Heines 
Grundgedanke  ist  von  Thomae  wohl  nur  scharfer  herausgearbeitet.  Und 
dieser  Grundgedanke  dürfte  von  Cantors  Auffassung  erheblich  abweichen. 
Mir  scheint  nämlich  dieser  Schriftsteller  die  Zahlzeichen  nicht  als  leer  an- 
zusehen, obwohl  seine  Schreibweise  Zweifel  vielleicht  nicht  ausschliesst, 
und  er  selbst  sich  die  Sache  wohl  nicht  klar  zum  Bewusstsein  gebracht 
hat.  Das  Wesentliche  ist  ihm  doch  wohl  etwas,  was  durch  die  Zeichen 
bezeichnet  wird,  dessen  er  sich  freilich  durch  die  Zeichen  bemächtigen  will, 
aber  nicht  die  Zeichen  selbst. 

Das  Eigentümliche  der  Heineschen  Theorie  ist  nun  grade,  dass  für 
sie  die  Zeichen  Alles  sind,  und  das  ist  von  Thomae  noch  deutlicher  aus- 
gesprochen worden.  Beide  Schriftsteller  stimmen  auch  darin  überein,  dass 
sie  diesen  Grundgedanken  nicht  bis  zu  Ende  durchführen,  sondern  zuletzt 
ihre  Zeichen  doch  etwas  bezeichnen  lassen,  nämlich  jene  Zahlenreihen  oder 
Zahlenfolgen,  die  den  Cantorschen  Fundamentalreihen  entsprechen.  Wah- 
rend man  aber  wohl  annehmen  darf,  dass  diese  Fundamentalreihen  aus 
abstracten  Gedankendingen  bestehen,  um  mit  Cantor  zu  reden,  wird  man  jene 
Zahlenreihen  und  Zahlenfolgen  aus  Zeichen,  aus  geschriebenen  oder  ge- 
druckten, sichtbaren,  stofflichen  Figuren  zusammengesetzt  denken  müssen. 
Diese  Reihen  werden  also  wahrscheinlich  Gruppen  solcher  Figuren  sein, 
die  durch  ihre  raumliche  Anordnung  sich  als  Reihen  dem  Auge  darstellen. 
Wir  haben  hier  dann  die  eigenthümliche  Sachlage,  dass  gewisse  Zeichen 
Reihen  oder  Folgen  bezeichnen,  deren  Glieder  wieder  solche  Reihen  be- 
zeichnen u.  8.  w.  ins  Unendliche. 

§  87.    Ich  lasse  nun  die  hierauf  bezüglichen  Aeusserungen  von  Heine 

1)  Crelle»  J.,  Bd.  74,  S.  172. 

2)  Elementare  Theorie  der  analytischen  Functionen  einer  complexen  Veränder- 
lichen, 2.  Aufl.  Halle  a.  S.  1898,  §§  1  bi»  11. 
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und  Thomae  folgen  und  frage  nach  dem  Beweggrunde  zur  Aufstellung  dieser 
Theorien. 

Heine  schreibt  : 

„Die  Frage,  was  eine  Zahl  sei,  beantworte  ich,  wenn  ich  nicht  bei 
den  rationalen  positiven  Zahlen  stehen  bleiben  will,  nicht  dadurch,  dass  ich 
die  Zahl  begrifflich  definire,  die  irrationalen  etwa  gar  als  Grenze  einführe, 
deren  Ecistenz  eine  Voraussetzung  wäre.  Ich  stelle  mich  bei  der  Dofinition 
auf  den  rein  formalen  Standpunkt,  indem  ich  geiüisse  greifbare  Zeichen  Zahlen 
nenne,  sodass  die  Existenz  dieser  Zahlen  nicht  in  Frage  steht. " 

Heine  betont  hier  zweimal  die  Existenz,  und  mit  Recht;  denn  wir 
habon  gesehen,  wie  ungenügend  gerade  die  Frage  nach  der  Existenz  von 
Cantor  beantwortet  ist.  Deshalb  also  nennt  Heine  gewisse  Zoiehen  Zahlen, 
um  damit  die  Existenz  dieser  Zahlen  sicher  zu  stellen,  allerdings  auf  em- 
pirischem, nicht  rein  logischem  oder  arithmetischem  Wege.  Nun  ist  der 
eigentliche  Zweck,  dem  alle  diese  Theorien  des  Irrationalen  dienen  sollen, 
doch  wohl  der,  die  Arithmetik  rein  von  allen  fremden,  auch  geometrischen 
Beimischungen  hinzustellen,  sie  auf  Logik  allein  zu  gründen.  Dieses  Ziel 
ist  gewiss  zu  billigen;  aber  hier  wird  es  verfehlt.  Wenn  man  es  nicht 
verschmäht,  sich  auf  die  Greifbarkeit  der  Zeichen  zu  stützen,  so  kann  man 
sich  auch  auf  die  Ranmanschauung  berufen  und  die  irrationalen  Zahlen 
als  Verhältnisse  von  Längen  bestimmen. 

Wir  sehen,  dass  die  Zahlzeichen  hier  eine  ganz  andere  Wichtigkeit 
haben,  als  man  ihnen  vor  dem  Aufkommen  der  formalen  Theorien  zuerkannt 
hat.  Sie  sind  nicht  mehr  äussere  Hülfsmittel  wie  Tafel  und  Kreide; 
sondern  sie  bilden  einen  wesentlichen  Bestandtheil  der  Theorie  selbst. 

Hier  drängt  sich  uns  die  Frage  auf:  haben  denn  diese  Zeichen  da- 
durch, dass  man  sie  Zahlen  nennt,  die  Eigenschaften  der  eigentlichen  Zahlen, 
die  wir  vorläufig  als  Grbssenverhältnisse  gefasst  haben? 

§  88.    Thomae  schreibt  : 

„Die  formale  Auffassung  der  Zahlen  zieht  sich  bescheidenere  Grenzen 
als  die  logische  Sie  fragt  nicht,  was  sind  und  was  wollen  die  Zahlen, 
sondern  sie  fragt,  was  braucht  man  von  den  Zahlen  in  der  Arithmotik. 
Die  Arithmetik  ist  nun  für  die  formale  Auffassung  ein  Spiel  mit  Zeichen, 
die  man  wohl  leere  nennt,  womit  man  sagen  will,  dass  ihnen  (im  Reehon- 
spiel) kein  anderer  Inhalt  zukommt,  als  der,  der  ihnen  in  Bezug  auf  ihr 
Verhalten  gegenüber  gewissen  Verknüpfungsregeln  (Spielregeln)  beigelegt 
wird.  Aehnlich  bedient  sich  der  Schachspieler  seiner  Figuren,  er  legt 
ihnen  gewisse  Eigenschaften  bei,  die  ihr  Verhalten  im  Spiel  bedingen,  und 
die  Figuren  sind  nur  das  äussere  Zeichen  für  dies  Verhalten.  Zwischen 
dem  Schachspiel  und  der  Arithmetik  findet  freilich  ein  bedeutsamer  Unter- 
schied statt.  Die  Schachspielregeln  sind  willkürliche,  das  System  der  Re- 
geln der  Arithmetik  ist   ein  solches,  dass  die  Zahlen  mittels  einfacher 

Frc  ft.  UrundyceU«  II.  7 
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Axiome  auf  anschauliche  Mannichfaltigkeiten  bezogen  werden  können  und 
uns  in  Folge  dessen  wesentliche  Dienste  in  der  Erkenntnis  der  Natur 
leisten.'* 

Mit  andern  Worten : 

Für  die  Arithmetik  kommen  nur  die  Regeln  in  Betracht,  nach  denen 
die  arithmetischen  Zeichen  zu  behandeln  sind,  nicht  aber,  was  diese  be- 
deuten. Als  Unterschied  von  dem  Heineschen  Standpunkte  könnte  man 
bemerken,  dass  Thomae  die  Frage  nach  dem  Wesen  der  Zahlen  als  für  die 
Arithmetik  unerheblich  ablehnt,  wahrend  Heine  sie  dahin  beantwortet,  dass 
die  Zahlen  Zeichen  seien.  Da  aber  Beide  darin  übereinkommen,  dass  die 
Arithmetik  sich  mit  Zeichen  zu  beschäftigen  habe,  so  ist  dieser  Unterschied 
unwesentlich.  Heine  nennt  diese  Zeichen  Zahlen ;  Thomae  dagegtm  scheint 
unter  „Zahl"  etwas  zu  verstehen,  dessen  Wesen  für  die  Arithmetik  nicht 
in  Betracht  komme,  das  also  wohl  kein  Zeichen  ist,  sondern  etwa  die  Be- 
deutung eines  Zeichens.  Da  er  aber  auch  von  der  Bedeutung  der  Zahlen 
spricht,  so  stempelt  er  sie  doch  wieder  zu  Zeichen,  sodass  eine  folgerechte 
Redeweise  hier  wohl  vermisst  wird.  Diese  Bedeutungen  der  Zahlzeichen, 
die  von  Thomae  zwar  angenommen,  aber  als  ausserhalb  des  Rahmens 
der  Arithmetik  liegend  angesehen  werden,  haben  wir  immer  Zahlen 
genannt.  Wir  sehen  also,  dass  diese  eigentlichen  Zahlen  oder  Grössen- 
verhältnisse  nach  diesem  Mathematiker  von  der  Arithmetik  auszuschliessen 
sind.  So  haben  wir  denn  hier  eine  eigenthümliche  Arithmetik,  gänzlich 
verschieden  von  derjenigen,  die  als  ihre  Gegenstände  die  eigentlichen 
Zahlen  betrachtet,  und  die  wir  zum  Unterschiede  von  der  formalen  inhalt- 
liche Arithmetik  nennen  wollen.  Wir  werden  demnach  wohl  annehmen 
dürfen,  dass  Cantor  auf  dem  Boden  der  inhaltlichen,  Heine  und  Thomae 
dagegen  auf  dem  der  formalen  Arithmetik  stehen.  Der  Unterschied  ist 
tief  einschneidend.  Freilich  wird  ein  künftiger  Geschichtsschreiber  vielleicht 
feststellen  können,  dass  es  auf  beiden  Seiten  an  der  folgerechten  Durch- 
führung fehlt,  wodurch  der  Gegensatz  doch  wieder  etwas  von  seiner  Schärfe 
verliert. 

§  89.  Was  mag  nun  der  Grund  sein,  das  Formale  dem  Inhaltlichen 
vorzuziehen  V    Thomae  antwortet : 

„Der  foi-male  Standpunkt  hebt  uns  über  alle  metaphysischen  Schwierig- 
keiten hinweg,  das  ist  der  Gewinn,  den  er  uns  bietet." 

Die  Schwierigkeiten,  von  denen  hier  die  Rede  ist,  mögen  wohl  die 
sein,  die  wir  bei  der  Betrachtung  von  Cantors  Theorie  kennen  golernt 
haben,  nämlich  die  eigentlichen  Zahlen  zu  fassen  und  ihr  Vorhandensein 
nachzuweisen.  In  der  formalen  Arithmetik  brauchen  wir  die  Spielregeln 
nicht  zu  begründen;  wir  stellen  sie  eben  einfach  auf.  Wir  brauchen  nicht 
nachzuweisen,  dass  es  Zahlen  von  gewissen  Eigenschaften  gebe ;  wir  führen 
eben  Figuren  ein,  für  deren  Behandlung  wir  Regeln  geben.    Diese  Regeln 
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betrachten  wir  dann  als  Eigenschaften  der  Figuren  und  können  so  Dinge 
von  gewünschten  Eigenschaften  —  scheinbar  wenigstens  —  willkürlich 
schaffen.  Dass  wir  damit  zunächst  wenigstens  geistige  Arbeit  sparen,  liegt 
auf  der  Hand.  Thomae  bringt  zwar  die  willkürlichen  Regeln  des  Schach- 
spiels in  Gegensatz  zu  den  Regeln  der  Arithmetik,  welche  bewirken,  dass 
die  Zahlen  in  der  Erkenntnis  der  Natur  wesentliche  Dienste  leisten  können ; 
aber  dieser  Gegensatz  tritt  erst  hervor,  wenn  es  sich  um  Anwendungen 
handelt,  wenn  wir  den  Boden  der  formalen  Arithmetik  verlassen.  Blicken 
wir  über  deren  Grenzen  nicht  hinaus,  so  erscheinen  uns  ihre  Regeln  so 
willkürlich  wie  die  des  Schachspiels.  Allerdings  kann  jene  Anwendbarkeit 
kein  Zufall  sein ;  aber  wir  entbinden  uns  in  der  formalen  Arithmetik  da- 
von, Rechenschaft  zu  geben,  warum  wir  die  Regeln  grade  so  und  nicht 
anders  aufstellen. 

8  90.  Suchen  wir  uns  das  Wesen  der  formalen  Arithmetik  noch 
klarer  zu  machen!  Die  Frage  liegt  ja  nahe:  wie  unterscheidet  sie  sich 
von  einem  blossen  Spiele?  Thomae  weist  als  Antwort  auf  die  Dienste  hin, 
die  sie  für  die  Naturerklärung  leisten  könne.  Dies  kann  nur  darauf  be- 
ruhen, dass  die  Zahlzeichen  etwas  bedeuten,  die  Schachfiguren  dagegen 
nichts.  Wenn  man  der  Arithmetik  eine  höhere  Würde  als  dem  Schach- 
spiele zuschreibt,  so  kann  das  nur  darin  begründet  sein.  Aber  das,  was 
diesen  Unterschied  macht,  liegt  nach  Thomae  ausserhalb  der  Arithmetik, 
sodass  diese  an  und  für  sich  von  demselben  Range  ist  wie  das  Schach- 
spiel und  eher  eine  Kunst  oder  ein  Spiel  als  eine  Wissenschaft  zu  nennen 
ist  Obwohl  die  Zahlzeichen  etwas  bezeichnen,  so  kann  man  doch  nach 
Thomae  davon  absehen  und  sie  lediglich  als  Figuren  betrachten,  die  man 
nach  gewissen  Regeln  handhabt.  Wenn  man  auf  die  Bedeutungen  zurück- 
gehen wollte,  so  fänden  die  Regeln  in  eben  diesen  Bedeutungen  ihre  Be- 
gründung; aber  das  geschieht  hier,  so  zu  sagen,  hinter  den  Kulissen:  auf 
der  Bühne  der  formalen  Arithmetik  ist  nichts  davon  zu  bemerken. 

Nun  ist  es  ja  ganz  richtig,  dass  wir  unsere  Regeln  des  Schliessens 
und  die  andern  Gesetze  der  Begriffsschrift  auch  hätten  einführen  können 
als  willkürliche  Festsetzungen,  ohne  irgend  von  der  Bedeutung  und  dem 
Sinne  der  Zeichen  zu  sprechen.  Die  Zeichen  würden  dann  eben  als  Fi- 
guren behandelt.  Was  uns  als  äussere  Darstellung  eines  Schlusses  galt, 
wäre  dann  einem  Zuge  des  Schachspiels  vergleichbar,  nur  der  Uebergang 
von  einer  Figurenstellung  zu  einer  andern,  ohne  dass  dem  ein  Uebergang 
von  einem  Gedanken  zu  einem  andern  entspräche.  Man  könnte  jemandem 
unsere  Formeln  I  bis  VI  und  die  Definitionen  A  bis  H  des  ersten  Bandes 
als  Ausgangspunkte  geben  —  vergleichbar  der  Grundstellung  der  Schach- 
figuren — ,  ihm  die  Regeln  sagen,  nach  denen  er  Umformungen  vornehmen 
dürfte,  und  nun  die  Aufgabe  stellen,  unsern  Satz  (71)  des  ersten  Bandes 
von  jenen  Ausgangspunkten  aus  zu  erreichen;  alles  dies,  ohne  dass  er  eine 
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Ahnung  von  Sinn  und  Bedeutung  dieser  Zeichen  hätte,  noch  von  den  Ge- 
danken, deren  Ausdruck  die  Formeln  sind.  Es  wäre  sogar  denkbar,  dass 
diese  Aufgabe  ebenso  gelöst  würde,  wie  wir  es  gethan  haben.  Dass  dabei 
geistige  Arbeit  geleistet  werden  müsste,  versteht  sich  von  selbst,  ebenso 
wie  bei  einer  ähnlichen  Aufgabe  des  Schachspiels,  von  einer  Grundstellung 
aus  zu  einer  gegebenen  Endstellung  gemäss  den  Regeln  des  Spiels  zu  ge- 
langen, wobei  von  Gedanken,  die  durch  die  verschiedenen  Stellungen  aus- 
gedrückt würden,  keine  Rede  wäre,  und  kein  Zug  als  Schluss  gedeutet 
werden  könnte.  Obwohl  also  geistige  Arbeit  geleistet  würde,  fehlte  doch 
ganz  der  Gedankengang,  der  bei  uns  die  Sache  begleitet  und  ihr  eigentlich 
erst  Interesse  verliehen  hat.  Möglich  mag  es  sein,  aber  kaum  vortheilhaft : 
dürfte  die  Aufgabe  doch  durch  Abwehr  der  Gedankenbegleitung  nicht 
leichter,  sondern  bedeutoud  schwerer  geworden  sein. 

§  91.  Während  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  die  Gleichungen  und 
Ungleichungen  Sätze  sind,  die  Gedanken  ausdrücken,  sind  sie  in  der 
formalen  zu  vergleichen  den  Stellungen  von  Schachfiguren,  die  nach  ge- 
wissen Regeln  verändert  werden  ohne  Rücksicht  auf  einen  Sinn.  Denn, 
wäre  ein  Sinn  zu  beachten,  so  könnten  die  Hegeln  nicht  willkürlich  auf- 
gestellt worden;  sondern  sie  müssten  so  eingerichtet  werden,  dass  aus 
Formeln,  welche  wahre  Gedanken  ausdrückten,  immor  nur  solche  For- 
meln abgeleitet  werden  könnten,  welche  ebenfalls  wahre  Gedanken  aus- 
drückten. Damit  wäre  der  Standpunkt  der  formalen  Arithmetik  verlassen. 
Auf  diesem  werden  hingegen  die  Regeln  für  die  Handhabung  der  Zeichen 
ganz  willkürlich  aufgestellt.  Erst  nachträglich  kann  man  fragen,  ob  den 
Zeichen  ein  mit  den  vorher  aufgestellten  Regeln  verträglicher  Sinn  gegeben 
werden  könne;  aber  das  liegt  schon  ausserhalb  der  formalen  Arithmetik 
und  wird  erst  in  Frage  kommen,  wenn  Anwendungen  gemacht  werden  sollen. 
Dann  aber  wird  es  auch  in  Betracht  kommen  müssen;  denn  ohne  einen 
Gedankeninhalt  wird  auch  keine  Anwendung  möglich  sein.  Warum  kann 
man  von  einer  Stellung  von  Schachfiguron  keine  Anwendung  machen? 
Offenbar,  weil  sie  keinen  Gedanken  ausdrückt.  Wenn  sie  das  thäte,  und 
wenn  einem  den  Regeln  gomässen  Schachzuge  der  Uebergang  von  einem 
Gedanken  zu  oiuom  andern  aus  jenem  folgenden  entspräche,  dann  wären 
auch  Anwendungen  des  Schachspiels  denkbar.  Warum  kann  man  von 
arithmetischen  Gleichungen  Anwendungen  machon?  Nur  weil  sie  Gedanken 
ausdrücken.  Wie  könnton  wir  eine  Gleichung  anwenden,  die  nichts  aus- 
drückte, nichts  wäre  als  eine  Figurengruppe,  die  nach  gewissen  Regeln  in 
eine  andere  Figurongruppe  umgewandelt  werden  köunto!  Nun  ist  es  die 
Anwendbarkeit  allein,  was  die  Arithmetik  über  das  Spiel  empor  zum  Range 
einer  Wissenschaft  erhebt.  Die  Anwendbarkeit  gehört  also  nothwendig 
dazu.  Ist  es  da  nun  wohlgothan,  das  von  ihr  auszuschliessen,  was  die 
Arithmetik  erst  zu  einer  Wissenschaft  macht? 
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§  92.    Was  wird  denn  eigentlich  dadurch  gewonnen?    Freilich:  die 
Arithmetik  wird  von  einer  Arbeit  entlastet ;  aber  wird  die  Aufgabe  da- 
durch aus  der  Welt  geschafft?    Der  Formal-Arithinetiker  sucht  sie  auf 
die  Schultern  seiner  Collegen  des  Geometers,  des  Physikers  und  des  Astro- 
nomen abzuwälzen;  aber  diese  lehnen  es  dankend  ab,  sich  mit  ihr  zu  be- 
fasson;  und  so  fallt,  sie  denn  zwischen   diese  Wissenschaften  ins  Leere. 
Eine  reinliche  Scheidung  der  Wissensgebiete  mag  gut  sein;  aber  sie  darf 
nicht  so  geschehen,  dass  ein  Gebiet   übrig  bleibt,  für  das  niemand  die 
Verantwortung  übernehmen  will.    Wir  wissen,  dass  dasselbe  Grössenver- 
haltnis  (dieselbe  Zahl)  stattfinden  kann  bei  Längen,  Zeiträumen,  Massen, 
Trägheitsmomenten  u.  s.  w.,  und  dadurch  wird  es  wahrscheinlich,  dass  die 
Aufgabe  der  Nutzbarmachung  der  Arithmetik  zum  Theil  wenigstens  unab- 
hängig von  jenen  Wissenschaften  zu  lösen  ist,  in  denen  die  Anwendung 
geschehen  soll.    Darum  ist  es  billig,  vom  Arithmetiker  diese  Arbeit  soweit, 
zu  fordern,  als  er  sie  leisten  kann,  ohne  in  jene  besondern  Wissensgebiete 
überzugreifen.    Dazu  gehört  vor  allen  Dingen,  dass  er  mit  seinen  Formeln 
einen  Sinn  verbindet ;  und  dieser  wird  dann  so  allgemein  sein,  dass  er  mit 
Hülfe  der  geometrischen  Axiome,  der  physikalischen  und  astronomischen 
Beobachtungen    und    Hypothesen    mannichfache   Anwendungen    in  diesen 
Wissenschaften  finden  kann. 

Das  kann  man,  scheint  mir,  von  der  Arithmetik  verlangen.  Sonst 
könnte  es  sich  ja  ereignen,  dass  diese  Wissenschaft  ihre  Formeln  lediglich 
als  Figurengruppen  ohne  Sinn  behandelte;  dass  dann  aber  ein  Physiker,  der 
von  ihnen  eine  Anwendung  machen  wollte,  ohne  Weiteres  ganz  ohne  Be- 
rechtitrunif  einen  als  wahr  bewiesenen  Gedanken  voraussetzte.  Es  wäre 
dann  höchstens  der  Schein  einer  Erkenntnis  erzeugt.  Die  Kluft  zwischen 
den  arithmetischen  Formeln  und  ihren  Anwendungen  wäre  nicht  überbrückt. 
Dazu  ist  es  nöthig,  dass  die  Formeln  einen  Sinn  ausdrücken,  und  dass  die 
Regeln  in  den  Bedeutungen  der  Zeichen  ihre  Begründung  finden.  Als 
Ziel  muss  die  Erkenntnis  dastehen,  und  dadurch  muss  alles  bestimmt 
werden,  was  geschieht. 

§  98.  Dem  entzieht  sich  die  formale  Arithmetik.  Wenn  sie  ein 
Spiel  mit  Figuren  ist,  so  giebt  es  in  ihr  ebensowenig  Lehrsätze  und  Be- 
weiso  wie  im  Schachspiele.  Zwar  kann  es  Lehrsätze  in  einer  Theorie  des 
Schachspiels  geben,  abor  nicht  im  Schachspiele  selbst.  Die  formale  Arith- 
metik kennt  nur  Regeln.  Aber  es  ist  auch  eine  Theorie  der  formalen 
Arithmetik  denkbar;  und  in  ihr  wird  es  Lehrsätze  geben,  die  z.  B.  besagen, 
dass  man  von  einer  gewissen  Figurengruppe  aus  gemäss  den  Spielregeln 
zu  einer  andern  Figurengruppe  gelangen  könne. 

Sind  in  der  formalen  Arithmetik  Definitionen  möglich?  Jedenfalls 
nicht  solche,  welche  für  arithmetische  Zeichen  Bedeutungen  festsetzen  ;  denn 
diese  sollen   hier  ganz  ausser  Betrauht   bleiben.     Statt   der  Definitionen 
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wird  es  hier  Einführungen  neuer  Figuren  geben  mit  Hinzufügung  der 
Retrein  für  ihre  Handhabung.  Wenn  also  bei  Thomae  der  Ausdruck  t,for- 
male  Definition"  vorkommt,  so  soll  wohl  nur  dies  darunter  verstanden 
werden.  In  einer  Theorie  der  formalen  Arithmetik  sind  auch  eigentliche 
Definitionen  möglich;  aber  in  diesen  werden  nicht  Figuren  Bedeutungen 
beigelegt,  die  ja  ausser  Betracht  bleiben  sollen ;  sondern  es  werden  in  ihnen 
etwa  Ausdrücke  erklärt,  mit  denen  man  die  Lehrsätze  dieser  Theorie 
kürzer  fassen  kann. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Spiele  selbst  und  seiner  Theorie  wird 
von  Thomae  nicht  gemacht,  trägt  aber  wesentlich  zur  Einsicht  in  die  Sache 
bei.  Wenn  wir  in  der  Thomaeschen  Darstellung  Lehrsätzen  begegnen,  so 
ist  zu  vermuthen,  dass  sie  der  Theorie  des  Spieles  angehören.  Diese  Sätze 
werden  nur  scheinbar  von  den  Figuren  etwas  sagen,  da  deren  Eigenschaften 
fast  völlig  gleichgültig  sind  und  nur  soweit,  in  Betracht  kommen,  als  sie 
zur  Unterscheidung  dienen.  Vielmehr  sind  es  die  Regeln  des  Spiels,  deren 
Eigenschaften  durch  diese  Sätze  ins  Licht  gestellt  werden.  So  werden  in 
der  Theorie  des  Schachspiels  nicht  eigentlich  dio  Schachfiguren  untersucht ; 
sondern  auf  die  Regeln  kommt  es  an  und  auf  das,  was  aus  ihnen  folgt. 

Diese  formale  Arithmetik  unterscheidet  sich  freilich  vom  Schachspiele 
dadurch,  dass  sie  immer  neue  Figuren  einführen  kann  mit  neuen  Regeln, 
während  im  Schachspiele  Alles  unveränderlich  feststeht.  Dadurch  wird  die 
Möglichkeit  einer  Theorie  des  Rechenspiels  wieder  zweifelhaft.  Man  kann 
nämlich  argwöhnen,  dass  es  hier  gar  keine  endgültige  Sätze  gebe.  Durch 
die  Einführung  neuer  Figuren  kann  ja  sowohl  manches  früher  Unmögliche 
möglich  werden,  als  auch  umgekehrt  manches  früher  Mögliche  unmöglich. 
Beim  Schachspiele  wenigstens  würde  die  Anwesenheit  neuer  Figuren  manche 
Züge  hindern  können.  Dass  dergleichen  in  der  Arithmetik  nicht  vorkomme, 
muss  erst  bewiesen  werden,  ehe  man  die  Möglichkeit  einer  Theorie  dieses 
Rechenspieles  als  sicher  annehmen  darf. 

§  94.  Die  Frage  „was  braucht  man  von  den  Zahlen  in  der  Arith- 
metik?" ist  nach  Thomae  wohl  so  zu  beantworten  :  man  braucht  von  den 
Zahlen  in  der  Arithmetik  nur  ihre  Zeichen,  die  aber  nicht  als  solche  be- 
handelt werden,  sondern  als  Figuren ;  und  man  braucht  die  Regeln,  nach 
denen  man  diese  Figuren  handhabt,  Diese  Regeln  entnehmen  wir  hier 
nicht  den  Bedeutungen  der  Zeichen,  sondern  stellen  sie  aus  eigener  Macht- 
vollkommenheit auf,  indem  wir  uns  dabei  grundsätzlich  volle  Freiheit  wahren 
und  keine  Notwendigkeit  anerkennen,  diese  Regeln  zu  rechtfertigen,  wäh- 
rend wir  allerdings  bei  der  Ausübung  dieser  Freiheit  nach  den  möglichen 
Anwendungen  hinschielen,  weil  ohne  diese  die  Arithmetik  ein  Spiel  wäre 
und  nichts  weiter. 

Hiemach  kann  man  jene  Thomaesche  Frage  wohl  auch  so  beantworten : 
man  braucht  von  den  Zahlen   im  Rechenspiele  garuiehts;  denn  dio  Zuhi- 
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Zeichen  sind  hier  ja  von  ihren  Bedeutungen,  den  Zahlen  selbst,  ganz  los- 
gelöst und  könnten  durch  beliebigo  andere  Figuren  ersetzt  werden. 

§  95.  Vielleicht  können  einige  Worte  Thoinaes  der  hier  versuchten 
Darlegung  seiner  Autfassung  zu  widersprechen  scheinen,  wonach  die  Zahl- 
zeichen in  der  formalen  Arithmetik  sn  behandelt  werden,  alsob  sie  nichts 
bezeichneten.  Wenn  Thomao  z.  B.  sagt  ..Die  Arithmetik  ist  für  die  for- 
male Auffassung  ein  Spiel  mit  Zeichen,  die  man  wohl  leere  nennt,  womit 
man  sagen  will,  dass  ihnen  (im  Rechenspiel)  kein  anderer  Inhalt  zukommt, 
als  der,  der  ihnen  in  Bezug  auf  ihr  Verhalten  gegenüber  gewissen  Ver- 
knüpfungsregeln (Spielregeln  i  beigelegt  wird",  so  scheint  es,  alsob  die 
Zeichen  doch  nicht  als  ganz  leere  behandelt  werden  sollen,  sondern  alsob 
ihnen  ein  gewisser  Inhalt  zugeschrieben  werde,  der  auch  in  der  Arith- 
metik in  Betracht  komme.  Aber  dieser  Schein  entsteht  nur  aus  der  nicht 
ganz  sachgemässen  Ausdrucksweise,  die  freilich  wohl  von  einer  Scheu  vor 
der  Leerheit  der  Zeichen  eingegeben  ist.  Kann  man  sagen,  dass  den 
Schachfiguron  in  Bezug  auf  ihr  Verhalten  gegenüber  den  Regeln  des 
Schachspieles  ein  Inhalt  beigelegt  werde?  Dass  die  Schachfiguren  da  sind, 
erkenne  ich  an,  ebenso  auch,  dass  Regeln  für  ihre  Handhabung  aufgestellt 
sind;  aber  von  einem  Inhalte  weiss  ich  nichts.  Man  kann  doch  nicht 
sagen,  dass  Her  schwarze  König  infolge  dieser  Regeln  etwas  bezeichne, 
etwa  wie  der  Name  .,Sirius"  einen  gewissen  Fixstern  bezeichnet.  Sondern 
die  sachgemässo  Ausdrucksweise  ist  doch  wohl  die,  dass  die  Regeln  des 
Schachspieles  auch  vom  schwarzen  Könige  handeln. 

Auch  dass  von  einem  Verhalten  der  Zeichen  gegenüber  den  Regeln 
gesprochen  wird,  scheint  mir  nicht  glücklich.  Bios  dadurch,  dass  ich  den 
Staatsgosetzen  unterworfen  bin,  verhalte  ich  mich  doch  eigentlich  nicht 
irgendwie  gegenüber  den  Staatsgesetzen,  sondern  dadurch,  dass  ich  sie  be- 
folge oder  nicht  befolge.  Da  nun  weder  die  Schachfiguren  noch  die  Zahl- 
figuren eigenen  Willen  haben,  so  wird  der  Spielende  oder  Rechnende  der 
sein,  der  durch  Befolgen  oder  Nichtbefolgen  der  Regeln  ein  Verhalten 
diesen  gegenüber  zeigt,  nicht  aber  die  Figuren.  Von  dem  allen  bleibt 
nichts  übrig  als  das  ganze  Einfache,  dass  gewisse  Regeln  von  den  arith- 
metischen Figuren  handeln. 

§  96.  Wenn  nun  weiter  gesagt  wird :  „Aohnlich  bedient  sich  der 
Schachspieler  seiner  Figuren,  er  legt  ihnen  gewisse  Eigenschaften  bei,  die 
ihr  Verhalten  im  Spiel  bedingen,  und  die  Figuren  sind  nur  äussere  Zeichen 
für  dies  Verhalten",  so  dürfte  auch  dies  nicht  genau  sein;  denn  im  Grunde 
erhalten  die  Schachfiguren  durch  die  Aufstellung  der  Regeln  wohl  keine 
neue  Eigenschaften  ;  sie  können  nach  wio  vor  in  der  mannicht'achsien  Weise 
bewegt  werden:  nur  sind  einige  dieser  Bewegungen  den  Spielregeln  gemäss, 
andere  nicht.    Selbst  diese  Gemässheit   ist  eigentlich  nicht  erst  aus  der 
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Aufstellung  der  Regeln  entsprungen ;  nur  beurtheilen  können  wir  sie  erst, 
nachdem  die  Regeln  uns  bekannt  sind.  Auch  kann  ich  nicht  finden,  dass 
ein  Bauer  im  Schachspiele  ein  äusseres  Zeichen  seines  Verhaltens  sei : 
sondern  ich  kehre  immer  wieder  zu  dem  einfachen  Ausdrucke  zurück :  die 
Regeln  des  Schachspiels  handeln  von  der  Handhabung  der  Schachfiguren. 
Ware  es  nicht  eine  wunderliche  Ausdrucksweise,  wenn  man  statt  zu  sagen 
„die  preussische  Staatsverfassung  ertheilt  dem  Könige  gewisse  Rechte  und 
Pflichten"  sagen  wollte  „der  König  von  Preussen  ist  ein  äusseres  Zeichen 
seines  verfassungsmässigen  Verhaltens'4  ?  Ich  muss  dabei  bleiben,  dass  der 
Gebrauch  von  Ausdrücken  wie  „äusseres  Zeichen  sein  für  etwas",  „sich 
verhalten  gegenüber  den  Regeln"  den  ganz  einfachen  Sachverhalt  nur  ver- 
dunkelt, aber  nichts  dem  hinzufügt,  was  der  Satz  sagt  „die  Regeln  des 
Schachspiels  handeln  von  der  Handhabung  der  Schachfiguren". 

Schon  weil  eine  Regel  nicht  selten  von  mehreren  Figuren  handelt  r), 
und  weil  mehrere  Regeln  dieselbe  Figur  betreffen,  ist  die  Beziehung  einer 
Figur  zu  einer  Regel  garnicht  zu  vergleichen  mit  der  eines  Zeichens  zu 
einem  Sinne  oder  einer  Bedeutung.  Jedenfalls  wird  durch  die  Spielregeln 
nicht  bewirkt,  dass  eine  Stellung  von  Schachfiguren  einen  Gedanken  aus- 
drückt, und  das  Entsprechende  gilt  von  den  Formeln  des  arithmetischen 
Spieles. 

§  97.    Etwas  weiterhin  schreibt  Thomae: 

„Allerdings  giebt  es  Fälle,  in  denen  auch  in  der  Arithmetik  den 
Zahlen J)  nicht  blos  eine  formale  Bedeutung  zukommt,  z.  B.  in  dem  Satze 
>diese  Gleichung  ist  vom  Grade  Si  u.  s.  w. 

Hiernach  scheint  es,  dass  den  Zahlzeichen  neben  ihrer  eigentlichen 
Bedeutung,  die  für  die  Arithmetik  nur  ausnahmsweise  in  Betracht  komme, 
noch  eine  formale  Bedeutung  zuerkannt  werde,  was,  wenn  es  wahr  wäre, 
wegen  der  Zweideutigkeit  bedenklich  wäre;  aber  hier  giebt  wohl  nur  ein  nicht 
glücklich  gewählter  Ausdruck  Anstoss.  Es  soll  wohl  nur  gesagt  werden, 
dass  in  einigen  Fällen  die  Zahlzeichen  nicht  nur  als  Figuren  behandelt 
werden  können,  sondern  dass  zuweilen  auf  ihre  Bedeutung  zurückgegriffen 
werden  muss.  Freilich  ist  es  auffallend,  dass  in  der  formalen  Arithmetik 
oder  in  deren  Theorie  noch  etwas  Anderes  als  die  Spielregeln  in  Betracht 
kommen  kann.  Wie  wäre  es  denkbar,  dass  in  der  Theorie  des  Schachspiels 
Bedeutungen  der  Schachfiguren  wichtig  sein  könnten,  die  für  das  Spiel 
gleichgültig  sind  ? 

1)  Die  Felder  des  Schachbretts  müssen  hier  eigentlich  auch  zu  den  Figuren  ge- 
rechnet werden. 

2)  Da»  Wort  „Zahlen"  steht  hier  offenbar  statt  „Zahlzeichen";  denn  nur  so  kann 
von  einer  Bedeutung  gesprochen  werden,  während  oben,  wo  die  Frage  „was  sind  und 
was  wollen  die  Zahlen  V"  bei  Seite  geschoben  wurde,  offenbar  die  Bedeutung  der  Zahl- 
zeichen gemeint  war.  Im  Folgenden  gebraucht  jedoch  Thomae  das  Wort  „Zahl"  regel- 
mässig in  der  Bedeutung  Zahlzeichen  oder  besser  Zahlfiyur.  Wo  es  anders  ist,  soll  be- 
sonders darauf  hingewiesen  werden. 
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Das  Zugeständnis,  dass  die  Zahlzeichen  auch  in  der  formalen  Arith- 
metik nicht  immer  blos  als  Figuren  gebraucht  werden,  ist  für  die  Thomae- 
sche  Lehre  bedenklich;  es  wird  damit  zugegeben,  dass  der  formale  Stand- 
punkt sich  nicht  immer  wird  behaupten  lassen.  Es  ist  klar,  dass  im  Rechen- 
spiele selbst  eine  Bedeutung  der  Zeichen  nicht  in  Betracht  kommen  kann. 
Nach  Bedeutungen  kann  nur  gefragt  werden,  wo  die  Zeichen  Bestandteile 
von  Sätzen  sind,  die  Gedanken  ausdrücken.  Solche  Satze  können  nun  wohl 
in  der  Theorie  des  Spiels  vorkommen ;  aber  es  muss  im  höchsten  Grade 
verwirrend  wirken,  wenn  man  die  Figuren  des  Spiels  bei  der  Darstellung 
von  dessen  Theorie  zugleich  als  Zeichen  dienen  lässt,  die  eine  Bedeutung 
haben.  Denn  dabei  wird  sich  die  Behandlung  dieser  Zeichen  nach  deren 
Bedeutung  richten,  wahrend  im  Spiele  selbst,  ganz  willkürlich  aufgestellte 
Regeln  gelten.  Dass  beide  Behandlungsweisen  übereinstimmen,  darf  nicht 
ohne  Weiteres  angenommen  werden.  Um  der  aus  dieser  doppelton  Rolle 
der  Zahlzeichen  entspringenden  Verwirrung  zu  entgehen,  muss  man  den 
in  der  Darstellung  der  Theorie  des  Spiels  gebrauchten  Zahlzeichen,  sofern 
ihnen  eine  Bedeutung  beigelegt  wird,  eine  von  den  blossen  Zahlfiguren  ab- 
weichende Gestalt  geben. 

§  98.  Hier  mag  es  nützlich  sein,  über  die  Zeichen  etwas  ausführ- 
licher zu  handeln,  da  sie  durch  die  von  Heine  und  Andern  aufgestellte 
Behauptung,  die  Zahlen  seien  Zeichen,  zu  Gegenständen  der  Mathematik 
gestempelt  worden  sind  und  so  eine  Wichtigkeit  erlangt  haben,  die  sie 
als  blosse  Hülfsmittel  des  Denkens  und  der  Mittheilung  nicht  haben  würden. 
Der  schwankende  Sprachgebrauch  lässt  dabei  Missverständnisse  so  leicht 
entstehen,  dass  wir  nicht  vorsichtig  genug  vorgehen  können  und  uns  nicht 
scheuen  dürfen,  auch  Selbstverständliches  auszusprechen,  um  sicher  einen 
gemeinsamen  Ausgangspunkt  zu  haben. 

Was  sind  Zeichen  ?  Ich  will  die  Betrachtung  auf  Gebilde  einschränken, 
welche  durch  Schreiben  oder  Drucken  auf  der  Oberfläche  eines  physischen 
Körpers  (Tafel,  Papier)  erzeugt  werden;  denn  nur  solche  sind  offenbar 
gemeint,  wenn  die  Zahlen  Zeichen  genannt  werden.  Aber  nicht  jedes 
solche  Gebilde  werden  wir  ein  Zeichen  nennen  —  einen  Klex  z.  B.  werden 
wir  im  Allgemeinen  dieser  Ehre  nicht  für  würdig  halten  — ,  sondern  nur, 
wenn  es  uns  dazu  dient,  irgendetwas  zu  bezeichnen,  auszudrücken  oder  zu 
behaupten.  Dabei  wollen  wir  nicht  von  dem  Zeichen  etwas  sagen,  wenn 
wir  es  gebrauchen,  sondern  seine  Bedeutung  ist  uns  in  der  Regel  die 
Hauptsache.  So  meint  z.  B.  der  Astronom  den  Planeten  Jupiter,  wenn  er 
dessen  Zeichen  »2|.«  gebraucht;  dieses  selbst  ist  ihm  dabei  eigentlich  gleich- 
gültig, ist  nur  ein  willkürlich  gewähltes  Mittel  des  Gedankenausdrucks,  das 
ganz  ausserhalb  der  Betrachtung  bleibt.  In  dieser  Stellvertretung  liegt 
der  Nutzen  der  Zeichen.  Freilich  kommt  es  ausnahmsweise  vor,  dass  man 
von  dem  Zeichen  selbst  reden  will,  und  dieser  Fall  wird  in  der  Ausein- 
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andersetzung  mit  den  Formalarithmetikern  vorkommen.  Um  nun  keine 
Zweifel  eintreten  zu  lassen,  müssen  wir  diese  Falle  auch  äusserlich  unter- 
scheiden. Am  zweckmässigsten  ist  es,  die  Zeichen  im  letzten  Falle  in  An- 
führungszeichen zu  setzen.  Zur  grössern  Deutlichkeit  kann  man  auch  die 
Worte  „das  Zeichen"  vorherschicken.  Das  mag  pedantisch  scheinen,  ist 
aber  durchaus  nicht  Uberflüssig.  Wenn  man  diesen  Unterschied  immer 
scharf  im  Auge  behalten  hatte,  wate  vielleicht  eine  Darstellung  wie  die 
Heinesche  nie  möglich  gewesen,  zu  deren  Wesen  eben  das  Schillern  in 
beiden  Farben  zu  gehören  scheint.  Bei  den  Mathematikern  sind  Ausdrucks- 
weisen üblich  geworden,  durch  die  man  sich  an  dieses  Schillern  so  gewöhnt 
hat,  dass  man  es  nicht  mehr  bemerkt.    So  findet  man  Redensarten  wie 

„Es  bezeichne  a  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  (l)u, 
und  wenn  nun  im  Folgenden  der  Buchstabe  » a «  vorkommt,  meint  man  da- 
mit die  kleinste  Wurzel  jener  Gleichung.    Hier  haben  wir  das  Schillern. 
In  jenem  ersten  Satze  meint  man  das  Zeichen,  späterhin  dessen  Bedeutung. 
Man  sollte  also  entweder  schreiben 

„Es  bezeichne  »ac  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  (1)" 

oder 

„Es  sei  a  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  (1)". 

W  enn  man  sich  darauf  legte,  könnte  man  vielleicht  Bände  mit  solchen 
Beispielen  aus  den  Schriften  neuerer  Mathematiker  füllen  l).  Das  sieht  wie 
eine  unbedeutende  Kleinigkeit  aus;  und  doch  sind  solche  Nachlässigkeiten 
allem  Anscheine  nach  die  Quelle  grosser  Verwirrungen  geworden.  Und 
wenn  sich  zeigen  sollte,  dass  grade  daraus  die  formalen  Theorien  der 
Arithmetik  ihre  Nahrung  gezogen  haben,  so  ist  die  Sache  gewiss  nicht 
leicht  zu  nehmen. 

§  99.  Die  Zeichen  würden  kaum  einen  Nutzen  haben,  wenn  sie  nicht 
dazu  dienen  könnten,  dasselbe  wiederholt  und  in  verschiedenen  Zusammen- 
hängen zu  bezeichnen  und  dabei  leicht  ersichtlich  zu  machen,  dass  das- 
selbe gemeint  sei.  Das  geschieht  dadurch,  dass  man  zu  diesen  verschie- 
denen Malen  möglichst  ähnliche  Zeichen  gebraucht.  Zwar  wird  es  fast 
nie  gelingen,  genau  dieselbe  Gestalt  wieder  zu  treffen,  und  selbst  wenn 
es  einmal  gelungen  wäre,  so  würde  die  Schärfe  unserer  Augen  nicht  hin- 
reichen, das  mit  Sicherheit  zu  erkennen.  Aber  das  ist  auch  nicht  nöthig. 
Wenn  nämlich  die  Zeichen  nur  den  Zweck  haben,  der  Verständigung  der 
Menschen  untereinander,  sowie  eines  Menschen  mit  sich  selbst  —  dem 
Nachdenken  —  zu  dienen,  braucht  beim  Schreibenden  nur  die  Absicht  vor- 
handen zu  sein,  ein  dem  früher  gemachten  ähnliches  Zeichen  herzustellen, 
und  das  braucht  nur  soweit  zu  gelingen,  dass  der  Lesende  die  Absicht 

1)  Mir  fällt  grade  noch  Folgendes  in  die  Augen: 

„Ueber  die  Zahl  der  verschiedenen  Werthe,  die  eine  Function  gegebener  Buch- 
»toben  durch  Vertauschung  derselben  erlangen  kann."    Math.  Annalen  aaXIII,  S.  584. 
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richtig  erkennt.  Wir  wollen  im  Folgenden  uuter  „gleichgestaltoten  Zeichen" 
solche  verstehen,  welche  nach  der  Absicht  des  Schreibenden  gleichgestaltet 
sein  sollen,  um  dasselbe  zu  bezeichnen.  Man  drückt  sich  nun  gewöhnlich 
nicht  genau  aus,  indem  man  von  gleichgestalteten  Zeichen  als  von  einem 
und  demselben  Zeichen  spricht,  obwohl  ich  doch  jedes  Mal,  wenn  ich  ein 
Gleichheitszeichen  hinschreibe,  einen  andern  Gegenstand  erzeuge.  Diese 
Gebilde  unterscheiden  sich  durch  ihre  Oerter,  Entstehungszeiten  und  wahr- 
scheinlich auch  in  der  Gestalt.  Man  sagt  nun  vielleicht,  dass  man  von 
den  Verschiedenheiten  abstrahire  und  diese  Figuren  deshalb  als  dasselbe 
Zeichen  betrachten  könne.  Was  doch  das  Abstrahiren  Alles  möglich 
machen  soll!  Was  verschieden  ist,  kann  durch  kein  Abstrahiren  zum  Zu- 
sammenfallen gebracht  werden,  und  wenn  man  es  doch  als  dasselbe  ansieht, 
macht  man  einfach  einen  Fehler.  Wenn  ich  von  der  Verschiedenheit  meines 
Hauses  von  dem  meines  Nachbarn  abstrahirend  beide  als  dasselbe  betrachten 
und  daraufhin  im  fremden  Hause  wie  im  eignen  schalten  wollte,  würde  man 
mir  die  Fehlerhaftigkeit  meiner  Abstraction  bald  klar  machen.  Was  man 
durch  Abstrahiren  vielleicht  erreichen  kann,  ist  ein  Begriff,  und  wenn  wir 
den  Umfang  eines  Begriffes  kurz  „Klasse"  nennen,  so  können  wir  alle  gleich- 
gestalteten Zeichen  zu  derselben  Klasse  rechnen.  Aber  diese  Klasse  ist 
nicht  das  Zeichen;  ich  kann  sie  nicht  durch  Schreiben  erzeugen,  sondern 
ich  kann  immer  nur  einzelne  Gegenstände  herstellen,  die  ihr  angehören. 
Wenn  man  von  diesen  trotzdem  als  von  demselben  Zeichen  spricht,  so 
übertragt  man  das  Zusammenfallen  der  Bedeutung  auf  das  Zeichen. 

§  100.  Dies  Alles  gilt  von  dem  gewöhnlichen  und  regelrechten  Ge- 
brauche der  Zeichen.  In  der  formalen  Arithmetik  ist  deren  Rolle  eine 
andere:  sie  sollen  garnichts  Anderes  bezeichnen;  sondern  sie  sind  selbst 
das,  womit  man  sich  beschäftigt.  Gelegentlich,  wie  bei  Heine,  kehren  sie 
ihre  eigene  Beschaffenheit  —  die  Greifbarkeit  —  hervor  und  werfen  sie 
als  Beweisgrund  in  die  Wagschale.  Deshalb  nennen  wir  sie  hier  lieber 
Figuren,  weil  der  Zweck,  etwas  zu  bezeichnen,  garnicht  in  Betracht  kommt. 
Gleichgestaltet  werden  Figuren  zu  nennen  sein,  deren  etwa  bemerkbare 
Gestaltverschiedenheiten  auf  die  Handhabung  nach  den  Spielregeln  ohne 
Einfluss  sein  sollen.  Im  regelmassigen  Gebrauche  sollen  gleichgestaltete 
Zeichen  dasselbe  bedeuten  und  werden  darum  in  vieler  Hinsicht  so  be- 
handelt, als  waren  sie  dasselbe,  weil  sie  nur  als  Zeichen  ihrer  Bedeutung 
in  Betracht  kommen.  Dieser  Grund  fallt  bei  gleichgestalteten  Figuren  weg. 
Wir  dürfen  nicht  die  weissen  Bauernfiguren  auf  dem  Schachbrette  als  eine 
einzige  Figur  behandeln.  Wir  dürfen  bei  der  Aufstellung  der  Regeln  des 
Schachspiels  und  in  der  Theorie  das  Wort  „Bauer"  nicht  mit  dem  be- 
stimmten Artikel  im  Singular  als  Eigennamen  gebrauchen;  denn  es  giebt 
mehre.  Wahrend  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  Ausdrücke  wie  „die  Zahl 
Eins"  oder  „die  Eins"  oder  auch  einfach  „Eins"  als  Eigennamen  erlaubt 
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sind,  Bind  solche  in  dor  Theorie  der  formalen  Arithmetik  zu  verwerfen ; 
denn  es  giebt  sehr  viele  Einsfiguren.  Immer  werden  neue  gebildet  und 
alte  zerstört.  Man  wird  hier  wohl  sagen  dürfen  „eine  Einsfigur",  „einige 
Einsfiguren",  „alle  Einsüguren",  aber  nicht  „die  Einsfigur",  es  sei  denn, 
dass  man  solche  Bestimmungen  hinzufügt,  welche  auf  eine  einzige  Einsfigur 
unzweideutig  hinweisen. 

Noch  folgender  Unterschied  der  formalen  von  der  inhaltlichen  Arith- 
metik mag  bemerkt  werden.  In  dieser  bedeuten  das  Wort  „Eins"  und  das 
Zeichen  >  1  «  dasselbe,  nämlich  die  eigentliche,  unsinnliche  Zahl  Eins, 
während  in  der  Theorie  der  formalen  Arithmetik  das  Wort  „Einsfigur" 
oder  das  falschlich  dafür  gebrauchte  „Eins"  den  Begriff  bedeutet,  unter 
den  das  Zeichen  »  1  «  mit  allen  ihm  gleichgestalteten  fallt. 

§  101.  Gehen  wir  jetzt  etwas  näher  auf  die  Thomaesche  Theorie 
ein!    Wir  lesen  im  §  2: 

„Ist  der  Begriff  der  ganzen  Zahl  und  des  Zählens  erworben,  so  lassen 
sich  zwei  Rechnungsarten  als  besondere  Arten  dos  Zählens  auf  einfache 
und  natürliche  Weise  einführen,  die 

Addition  und  Multiplication. 
Diese  sind  ihrer  Natur  nach  innerhalb  des  Gebietes  ganzer  Zahlen  immer 
ausführbar.    Geht  man  aber  dazu  über,  diese  Rechnungsarten  umzukehren, 
führt  man  die  neuen  Rechnungsarten 

Subtraction  und  Division 
ein,  so  sind  dieselben  im  Gebiete  der  ganzen  Zahlen  nicht  immer  aus- 
führbar." 

Wir  knüpfen  hier,  wie  es  scheint,  an  das  von  den  ganzen  Zahlen  Be- 
kannte, an  Zusammenhänge  an,  die  in  deren  Wesen  begründet  sind.  Wir 
haben  also  wohl  den  formalen  Standpunkt  vorläufig  verlassen,  um  Rechnungs- 
arten kennen  zu  lernen,  die  wir  dann  in  die  formale  Arithmetik  hinüber- 
nehmen wollen.  Demnach  werden  hier  unter  den  ganzen  Zahlen  die  Be- 
deutungen der  Zahlzeichen  gemeint  sein,  nicht  diese  selbst.  Freilich  Addiren 
und  Multipliciren  als  etwas,  was  die  Zahlen  selbst  angeht,  können  wir  auf 
dem  formalen  Standpunkte  nicht  brauchen ;  aber  wenn  wir  einmal  die  Zahlen 
mit  Zahlzeichen  bezeichnet  haben,  so  spiegelt  sich  das  die  Zahlen  selbst 
Betreffende  in  den  Zeichen  wieder,  und  wir  erhalten  Verfahrungsweisen  im 
Gebiete  der  Zeichen,  die  dazu  dienen,  Aufgaben  zu  lösen,  die  im  Gebiete 
der  Zahlen  selbst  gestellt  werden.  Solches  Handhaben  der  Zeichen  ist  hier 
wohl  Rechnen  genannt  Die  Regeln  dieses  Rechnens  finden  ihre  Begründung 
im  Wesen  der  Zahlen  selbst  und  ihrer  Beziehungen  zueinander.  Wir  können 
nun  aber  von  den  Bedeutungen  der  Zahlzeichen  ganz  absehen,  diese  als 
Figuren  behandeln  und  die  Regeln,  ohne  nach  einer  Begründung  zu  fragen, 
als  willkürlich  aufgestellte  Spielregoln  ansehen.  Und  das  Rechnen  nach 
ihnen  können  wir  nun  auch  vornehmen  mit  Figuren,  von  denen  wir  gar- 
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nicht  wissen,  ob  sie  auch  Zeichen  sind,  und  ob  die  Rechnungsregeln  etwa 
irgendwie  mit  den  Bedeutungen  dieser  Zeichen  zusammenhangen. 

§  108.  Alles  dies  ergiebt  sich  aus  dem  Plane  einer  formalen  Arith- 
metik in  Thoraaes  Sinne  so  unmittelbar,  dass  ein  Zweifel  an  der  Richtig- 
keit dieser  Erläuterung  wohl  nicht  möglich  ist.  Nun  scheint  mir  hier  aber 
etwas  zu  fehlen,  nämlich  die  Angabe  dessen,  was  im  arithmetischen  Spiele 
Addiren,  Multipliciren,  Subtrahiren  und  Dividiren  ist.  Beim  Schachspiele 
müssen  wir  die  Figuren  zunächst  kennen  lernen,  um  dann  die  Regeln  ver- 
stehen zu  können.  Etwas  Aehnliches  erwarten  wir  hier.  Mit  welchen 
Figuren  werden  denn  jene  Handlungen  vorgenommen?  Wie  ist  die  Sach- 
lage vor  der  Addition  und  wie  ist  sie  nachher?  Das  Entsprechende  müssen 
wir  auch  von  der  Subtraction  wissen;  erst  dann  können  wir  beurtheilen, 
in  welchen  Fällen  das  Subtrahiren  möglich  ist.  Wir  müssen  uns  nämlich 
immer  gegenwärtig  halten,  dass  das  Subtrahiren  hier  keine  Denkhandlung, 
sondern  ein  äusseres  Thun,  ein  Umgehen  mit  Figuren  ist. 

Wenn  nun  das  Subtrahiren  einer  ersten  Figur  von  einer  zweiten  darin 
besteht,  dass  wir  diese  —  oder  eine  ihr  gleichgestaltete  —  links,  jene 
rechts  von  demselben  Minuszeichen  hinschreiben,  so  hindert  mich  nichts, 
eine  Dreifigur  von  einer  Zweifigur  zu  subtrahiren.  Ich  kann  aber  ebenso 
gut  ein  Kalenderzeichen  des  Mondes  von  einem  Kalenderzeichen  der  Sonne 
subtrahiren,  indem  ich  diese  Zeichen  als  blosse  Figuren  behandle.  Einer 
Einführung  neuer  Figuren,  um  die  Subtraction  möglich  zu  machen,  bedarf 
es  alsdann  nicht. 

Wir  müssen  uns  nur  immer  ganz  klar  vor  Augen  halten,  dass  es  auf 
eine  Bedeutung  hier  im  arithmetischen  Spiele  garnicht  ankommt.  Also : 
wann  ein  Subtrahiren  möglich  sei,  lässt  sich  garnicht  beurtheilen,  ehe  wir 
wissen,  welche  Figuren  dabei  in  Betracht  kommen  können,  und  was  mit 
ihnen  vorzunehmen  sei.  Das  muss  uns  so  genau  beschrieben  werden,  wie 
das  Rochiren  im  Schachspiele. 

Wie  etwa  das  Subtrahiren  als  Umkehrung  des  Addirens  aufzufassen 
wäre,  wollen  wir  später  ins  Auge  fassen,  nachdem  wir  einige  Regeln  der 
formalen  Arithmetik  kennen  gelernt  haben. 

Zunächst  wissen  wir  garnicht,  was  im  Rechenspiele  Addiren  und  Mul- 
tipliciren sei.  Jedenfalls  ist  das  Addiren  der  Zahlzeichen  ganz  verschieden 
vom  Addiren  der  Zahlen.  Wenn  ein  Eroberer  eine  Stadt  verbrennt,  ver- 
brennt er  damit  noch  nicht  den  Namen  der  Stadt;  was  mit  der  Sache  ge- 
schieht, braucht  damit  noch  nicht  mit  ihrem  Namen  oder  Zeichen  zu  geschehn. 
Nun  kann  man  vermuthen,  zwei  Zahlzeichen  addiren  solle  heissen  ein 
drittes  Zahlzeichen  hinschreiben  der  Art,  dass  die  Zahl  die  in  der  inhalt- 
lichen Arithmetik  die  Bedeutung  dieses  Zeichens  ist,  die  Summe  sei  der 
Zahlen,  die  durch  die  beiden  ersten  Zahlzeichen  bezeichnet  werden.  In- 
dessen würde  dann  die  inhaltliche  Arithmetik  für  alle  Zahlen  vorausgesetzt, 


Digitized  by  Google 


während  nie  hier  nur  fiir  positive  «ranze  Zahlen  als  bekannt  angenommen 
wird.  »Sonst  wäre  ja  auch  die  formale  Arithmetik  überflüssig.  Man  wüsste 
hiernach  nicht,  was  die  Addition  bei  solchen  Zahliiguren  wäre,  welche  nicht 
beide  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen. 
Man  könnte  auch  daran  denken,  ein  Verfahren  des  Vorwärts-  oder  Rück- 
wärtsschreitens  in  einer  Reihe  von  Zahlfiguren  Addition  zu  nennen;  aber 
auch  dies  würde  nicht  allgemein  genug  anwendbar  sein.  So  bleibt  vielleicht 
nur  folgende  Vermuthung  übrig:  man  addirt  zwei  Zahlfiguren,  indem  man 
ihnen  gleichgestaltete  durch  das  Additionskreuz  getrennt  nebeneinander 
schreibt.  Das  Entsprechende  kann  man  vom  Multipliciren  sagen,  indem 
man  für  das  Additionskreuz  den  Multiplicationspnnkt  eintreten  lässt.  Nach 
diesen  Erklärungen  kann  man  wohl  alle  schreibbaren  Figuren  addiren  und 
multipliciren.  ob  sie  nun  in  irgendeinem  Zusammenhange  eine  Bedeutung 
haben  oder  nicht. 

§  108.    Thomae  schreibt  weiter: 

„Stellt  man  aber  die  Forderung,  dass  diese  Operationen  immer  aus- 
führbar sein  sollen,  so  gelangt  man  zu  neuen  Zahlgebilden,  der  Null,  den 
negativen  und  gebrochenen  Zahlen.  Diese  lassen  sich  als  rein  formale 
Gebilde  auffassen,  d.  h.  als  Begriffe,  deren  Inhalt  durch  ihr  Verhalten 
gegen  die  Rechenoperationen  erschöpft  ist." 

Das  Verständnis  wird  hier  durch  die  Ausdrucksweise  erschwert.  Das 
Wort  „Begriff"  wird  hier  offenbar  nicht  in  unserm  Sinne  gebraucht,  auch 
wohl  nicht  im  Sinne  der  Logiker:  denn  dass  etwa  Gegenstände  unter  diese 
Begriffe  fallen  könnten,  davon  ist  garkeine  Rede.  Was  verhält  sich,  um 
mit  Thomae  zu  sprechen,  zu  den  Rechenoperationen?  oder  wovon  handeln, 
wie  wir  lieber  sagen,  die  Rechnungsregeln?  Von  Figuren,  die  etwa  mit 
Kreide  auf  eine  schwarze  Tafel  geschrieben  werden  können.  Diese  sind 
aber  ebensowenig  wie  die  Schachfiguren  Begriffe,  sondern  gehören  ins 
Gebiet  der  physischen  Körper.  So  gelangen  wir  zu  der  Ansicht,  dass  diese 
neuen  Zahlgebilde  als  Figuren  hingestellt  werden  sollen,  die  durch  Schreiben 
oder  Drucken  erzeugt  werden,  die  nichts  bedeuten,  oder  deren  Bedeutung 
uns  wenigstens  nichts  angeht  ;  über  deren  Handhabung  aber  Regeln  auf- 
gestellt sind.  Es  ist  also  wohl  nicht  daran  zu  zweifeln,  dass  die  Null,  die 
negativen  und  gebrochenen  Zahlen,  von  denen  Thomae  spricht,  nicht  eigentlich 
Zahlen  in  unserm  Sinne  sein  sollen,  sondern  Zahlfiguren. 

WTie  wir  schon  gesehen  haben,  ist  auf  dem  Standpunkte  der  formalen 
Arithmetik  die  Einführung  dieser  neuen  Zahlfiguren  garnicht  nöthig,  um 
die  Subtraetion  und  Division  immer  ausführbar  zu  machen;  aber  möglich 
wird  sie  immerhin  sein. 

§  104.  Sehen  wir  jetzt  erst  einmal  die  Weise  an,  wie  Heine  die 
Zahlen  behandelt!    Er  schreibt: 
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„Ein  Hauptgewicht  ist  auf  die  Rechenoperationen  zu  legen,  und  das 
Zahlzeichen  muss  so  gewählt  werden  oder  mit  einem  solchen  Apparate  aua- 
gerüstet werden,  dass  es  einen  Anhalt  zur  Definition  der  Operationen 
gewahrt.4' 

Ein  räthselhafter  Ausspruch!  Wenn  ich  statt  des  Dreizeichens  ein 
grosses  lateinisches  >  £7«  wählte,  würde  dies  vielleicht  einen  geringeren  An- 
halt zur  Definition  der  Operationen  gewähren?  und  woran  erkennt  man, 
dass  ein  Zeichen  einen  solchen  Anhalt  gewährt?  Vollends,  was  ist.  unter 
dem  Apparate  zu  verstehen,  mit  dem  ein  Zahlzeichen  ausgerüstet  sein  soll  ? 
Wo  hat  beispielsweise  das  Zeichen  »3c  seinen  Apparat?  Man  sollte 
denken,  dass  er  sichtbar  oder  sogar  greifbar  wäre,  da  die  Zahl  selbst  nach 
Heine  greifbar  ist. 

Wir  bemerken  hier  einen  Unterschied  der  Heineschen  von  der  Thomae- 
schen  Auffassung.  Nach  dieser  nämlich  sind  die  Rechnungsoperationen 
schon  da,  und  die  neuen  Figuren  verhalten  sich  dann,  so  zu  sagen,  zu 
ihnen,  während  bei  Heine  die  Figuren  zuerst,  gebildet  werden,  und  dann 
erst  die  Rechenoperationen,  so  zu  sagen,  definirt  werden.  Das  Letzte 
scheint  angemessener  zu  sein;  denn  wie  kann  ich  Regeln  aufstellen,  ohne 
die  Figuren  zu  nennen,  von  denen  sie  handeln? 

Heine  schreibt  weiter: 

„Rechenoperationen  heissen  Regeln,  nach  welchen  zwei  Zahlen,  die 
durch  das  Operationszeichen  verbunden  sind,  gegen  eine  einzige  umgetauscht 
werden  können." 

Das  ist  offenbar  schief  ausgedrückt.  Ebenso  könnte  man  sagen :  „Strumpf- 
stricken heisst  eine  Regel,  nach  der  man  aus  einem  Faden  mittels  Strick- 
nadeln einen  Strumpf  verfertigt."    Heine  will  sagen : 

„Rechenoperationen  sind  nach  gewissen  Regeln  geschehende  Um- 
tauschungen einer  Gruppe,  bestehend  aus  zwei  Zahlen  und  einem  sie 
trennenden  Operationszeichen,  gegen  eine  einzige  Zahl." 

Man  kann  hinzufügen,  dass  dabei  das  Operationszeichen  auf  die  an- 
zuwendende Regel  hinweist,  Heine  denkt  hier  etwa  an  den  Fall,  wo  die 
Gruppe  »3-|-5«  gegen  das  Zeichen  »8«  umgetauscht  wird.  Wenn  in 
einem  Satze  der  inhaltlichen  Arithmetik  die  Gruppe  » 3  5  c  gebraucht 
wird,  so  können  wir  unbeschadet  der  Wahrheit  dafür  auch  das  Zeichen 
» 8 «  setzen,  weil  beide  denselben  Gegenstand,  dieselbe  eigentliche  Zahl 
bezeichnen  und  folglich  Alles,  was  von  dem  mit  »  3  -|-  5  «  bezeichneten 
Gegenstande  gilt,  auch  von  dem  mit  181  bezeichneten  Gegenstande  gelten 
muss.  Und  mit  einer  solchen  Ersetzung  wird  in  vielen  Fällen  ein  Fort- 
schritt der  Erkenntnis  gemacht  werden,  indem  der  Sinn  der  Zeichen  von 
gleicher  Bedeutung  verschieden  sein  wird,  und  mithin  auch  die  in  den 
beiden  Sätzen  ausgedrückten  Gedanken  verschieden  sein  werden.  Der 
Zweck  der  Erkenntnis  ist  es  also,  was  die  Regel  bestimmt,  dass  die  Gruppe 
»3-|-5«   durch  das  Zeichen   »8«  ersetzt  werden  dürfe.     Dieser  Zweck 
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fordert  eine  solche  Beschaffenheit  der  Regeln,  dass,  wenn  ihnen  gemäss 
aus  wahren  Sätzen  l)  ein  neuer  Satz  abgeleitet  wird,  auch  dieser  wahr  sei. 
Ob  die  Regeln  derart  sind,  kann  man  natürlich  erst  beurtheilen,  nachdem 
den  Zeichen  Bedeutungen  gegeben  sind;  denn  vorher  kann  man  aus  ihnen 
nicht  Sätze  bilden,  welche  einen  wahren  Gedanken  ausdrucken.  Dies  gilt 
für  die  inhaltliche  Arithmetik;  hier  in  der  formalen  haben  wir  die  Regeln 
unabhängig  von  einem  Sinne.  Der  Erkenntniszweck  bestimmt  nicht  ihren 
Inhalt,  sondern  sie  werden  willkürlich  aufgestellt 

§  105.    Heine  fahrt  fort: 

„Diese  Regeln  werden  zunächst  so  festgesetzt,  dass  sie  das  Resultat, 
der  gewöhnlichen  Rechnung  geben,  wenn  die  eingeführten  Zahlen  allein 
0,  1,  2,  3,  .  .  .  etc.  waren." 

Das  ist  eigentlich  ungenau;  denn  das  Resultat  der  gewöhnlichen  Rech- 
nung —  d.  h.  doch  wohl  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  —  ist  eine  eigent- 
liche Zahl,  kein  Zahlzeichen,  also  keine  Zahl  nach  Heines  Sprachgebrauche. 
Heine  macht  hier  Anleihe  bei  einer  fremden  Theorie.    Weiter  sagt  er: 

„Die  Unmöglichkeit  der  Subtraction  in  vielen  Fällen  veranlasst  zur 
Einführung  neuer  Zeichen  oder  Zahlen :  für  jedes  schon  vorhandene  Zeichen 
o  führt  man  noch  ein  Zeichen  neg(a)  ein  und  erweitert  die  Definition  der 
Operationen  in  geeigneter  Art,  sodass  sie  für  die  neuen  Zahlen  noch  ein 
Resultat  liefern,  an  frühern  angebracht  dasselbe  wie  früher." 

Hierbei  ist  mancherlei  zu  fragen ;  zunächst :  wie  ist  „die  Unmöglich- 
keit der  Subtraction"  zu  verstehen?  Es  soll  wohl  heissen,  dass  die  Regel 
nicht  immer  anwendbar  ist,  die  Regel  nämlich,  nach  der  als  Ergebnis  der 
Subtraction  das  Zahlzeichen  zu  nehmen  ist,  das  in  der  auf  die  nicht  nega- 
tiven ganzen  Zahlen  beschränkten  inhaltlichen  Arithmetik  die  Differenz 
bezeichnet.  Diese  Regel  sagt  nichts  darüber,  gegen  welche  Zahl  »  3  —  5  « 
umgetauscht  werden  dürfe.  Das  braucht  eigentlich  nicht  zur  Einführung 
neuer  Zeichen  zu  veranlassen.  Man  könnte  ja  festsetzen,  dass  »3  — 5  c 
ebenso  wie  » f>  —  3  c  gegen  i2c  umgetauscht  werden  dürfte.  Da  der  Zweck 
dieser  Regeln  hier  ausserhalb  unseres  Gesichtskreises  liegt,  so  ist  auf 
unserm  formalen  Standpunkte  jede  Regel  mit  jeder  andern  gleichwertig, 
sofern  nur  ein  Widerstreit  der  Regeln  vermieden  wird. 

Nun  ist  weiter  davon  die  Rede,  dass  die  Definitionen  der  Operationen 
erweitert  werden  sollen.  Das  soll  wohl  heissen,  dass  die  Regeln  ergänzt 
werden  sollen. 

Heine  fährt  fort  : 

„Dann  zeigt  sich,  nach  zweckmässiger  Definition  der  Subtraction,  dass 
negia)  =  0  —  a  sein  muss." 

Statt  „zweckmässiger  Definition  der  Subtraction"   muss  es  wohl  etwa 


1)  Genauer:  aus  Sätzen,  die  wahre  Gednnken  ausdrücken. 
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heissen  „zweckmässige  Aufstellung  von  Regeln  für  die  Umtauschung  von 
Figurengruppen  der  Form  »a— 6  c  gegen  andere  Figuren".  Was  aber  zweck- 
massig sei,  können  wir  garnicht  beurtheilen,  da  der  Zweck  uns  unbekannt 
ist.  Wir  wissen  ja  nicht  einmal,  ob  eine  solche  Umtauschung  überhaupt 
nofhig  sei,  ob  wir  uns  nicht  einfach  mit  »3 — 5«  begnügen  können.  Wie 
nun  die  ergänzte  Regel  lauten  solle,  erfahren  wir  nicht;  und  damit  bleibt 
ein  Hauptpunkt  ganz  im  Dunkeln.  Wie  können  wir  das  Spiel  kennen 
lernen,  wie  dessen  Theorie  verstehen,  wenn  uns  garnicht  einmal  die  Regeln 
vollständig  mitgetheilt  werden !  Wir  werden,  wie  es  scheint,  stillschweigend 
auf  unsere  Kenntnis  der  inhaltlichen  Arithmetik  verwiesen.  Aber  wenn 
wir  diese  haben,  brauchen  wir  die  formale  nicht. 

Nun  kommt  die  Behauptung,  es  müsse  neg(a)=0  —  a  sein.  Das  ist 
unverständlich.  Wir  haben  hier  eine  Gruppe  von  Zeichen,  mit  der  wir 
keinen  Gedanken  verbinden;  folglich  kann  auch  nichts  behauptet  werden. 
>  nega «  ist  für  uns  eine  blosse  Figur,  ebenso  das  Gleichheitszeichen,  das 
Minuszeichen  und  das  Nullzeichen.  Da  Heine  hier  eine  Behauptung  aus- 
spricht, meint  or  einen  Gedanken  auszudrücken,  weiss  aber  wahrscheinlich 
selbst  nicht,  welchen.  Das  ist  das  Verhängnis  der  Formalarithmetik,  dass 
sie  nicht  umhin  kann,  Sätze  auszusprechen,  welche  Gedanken  ausdrücken 
sollen,  von  denen  sich  doch  niemand  genaue  Rechenschaft  geben  kann. 

Wir  selbst  drücken  ja  mit  dem  Gleichheitszeichen  aus,  dass  die  Be- 
deutung der  links  stehenden  Zeichengruppe  zusammenfalle  mit  der  Be- 
deutung der  rechts  stehenden.  Das  ist  hier  unbrauchbar,  da  wir  keine 
Bedeutungen  haben.  Was  aber  sonst  das  Gleichheitszeichen  ausdrücken 
solle,  wissen  wir  nicht.  Jedenfalls  muss  dann  auch  das  rechts  und  das 
links  Stehende  etwas  bedeuten,  und  es  ist  zu  vermuthon,  dass  wir  einen 
Satz  aus  der  Theorie  des  Spiels  haben,  da  ja  im  Spiele  selbst  keine  Be- 
deutungen der  Figuren  und  keine  Behauptungen  vorkommen  können. 

§  106.    Aehnliches  finden  wir  bei  Thomae.    Wir  lesen  dort : 

»Diese  Regeln  sind  in  den  Formeln  enthalten 
a  +  a'  =  a'  +a,  a  +  (a'  -f  a")  =»  (a  +  a')  -+-  a"  —  a     a'  -f  o",  (o'-o)|a  =  a' 
aa'  =  a'a  a{a,a,')  =  {aa')a"  =  aa'a",  (tfitfa^a1 

a  (a'  -f  a")  ==  an'  -{-  aa".  c 

Das  ist  eine  Ueberraschung.  Was  würde  jemand  sagen,  der  nach 
den  Regeln  des  Schachspiels  gefragt  hätte,  und  dem  statt  aller  Antwort 
eine  Gruppe  von  Schachfiguren  auf  dem  Schachbrette  gezeigt  würde? 
Wahrscheinlich ,  dass  er  keine  Regel  darin  finden  könnte,  weil  er  gar 
keinen  Sinn  mit  diesen  Figuren  und  mit  ihrer  Zusammenstellung  verbände. 
Nur  scheinbar  liegt  der  Fall  hier  anders,  weil  wir  das  Pluszeichen,  das 
Gleichheitszeichen,  den  Gebrauch  der  Buchstaben  aus  der  inhaltlichen 
Arithmetik  schon  kennen;  denn  hier  wollen  wir  formale  Arithmetik  treiben, 
und  daraus  entsteht  die  Frage,  ob  jene  Zeichen  hier  überhaupt  als  Zeichen 
Fr  •«•.  SnMcMtfM  n.  8 


Digitized  by  Google 


-    114  - 

oder  nur  als  Figuren  zu  behandeln  seien.  In  diesem  Falle  wäre  nicht 
abzusehen,  wie  eine  Regel  dadurch  gegeben  werden  könnte.  Wenn  sie  aber 
als  Zeichen  zu  behandeln  sind,  können  sie  keinesfalls  dieselbe  Bedeutung 
wie  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  haben ;  denn  dann  hatten  wir  einen  Satz 
der  inhaltlichen  und  keine  Regel  der  formalen  Arithmetik. 

§  107.  Obwohl  uns  hier  die  Darstellung  im  Stiche  lässt,  können  wir 
doch  versuchen,  den  Sinn  zu  ermitteln,  den  diese  Formeln  hier  haben 
sollen,  indem  wir  fragen,  was  für  die  Behandlung  der  Zeichen  aus  dem 
Sinne  folge,  den  diese  Zeichen  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  haben.  Sehen 
wir  zunächst  von  den  Buchstaben  ab,  die  offenbar  der  Regel  Allgemeinheit 
verleihen  sollen,  und  betrachten  die  Formel 

,24-J  =  |-f  2«! 

Diese  besagt  in  der  inhaltlichen  Arithmetik,  dass  die  Summe  von  2  und 
|  zusammenfallt  mit  der  Summe  von  j  und  2,  oder  dass  2-f-j  dieselbe 
Zahl  ist  wie  |-|-2.  Was  folgt  daraus  für  die  Zeichen?  Offenbar,  dass 
eine  wie  » 2  -\-  \  c  gestaltete  Zeichengruppe  überall  ersetzt  werden  darf 
durch  eine  wie  » |  -J-2 «  gestaltete  und  umgekehrt  Dabei  ist  selbstver- 
ständliche Voraussetzung,  dass  gleichgestaltete  Zeichen  oder  Zeichongruppen 
dasselbe  bedeuten.  Wir  haben  so  die  Regel  der  formalen  Arithmetik  auf- 
gestellt, die  unserm  Satze  der  inhaltlichen  Arithmetik  entspricht,  und 
dürfen  vormuthen,  dass  Thomao  diese  mit  der  Formel 

»2-H=4  +  2< 
ausdrücken  würde.    Die  Formel 

9a-\-a'  =  a'-{-a<i 

wird  demnach  bei  Thomae  besagen :  eine  Figurengruppe,  die  aus  zwei  Zahl- 
figuren links  und  rechts  von  einer  Plusfigur  besteht,  darf  ersetzt  werden 
durch  eine  Figurengruppe  derselben  Art,  in  der  die  Zahlfiguren  ihre  Stellen 
gegenüber  der  Plusfigur  vertauscht  haben.  Vorher  hätte  gesagt  werden 
müssen,  welche  Figuren  Zahlfiguren  wären. 

Erinnern  wir  uns  nun,  dass  die  Theorie  des  Spiels  vom  Spiele  selbst 
zu  unterscheiden  ist!  Die  Spielhandlungen  geschehen  zwar  nach  den 
Regeln ;  aber  die  Regeln  sind  nicht  Gegenstände  des  Spiels,  sondern  Grund- 
lage der  Theorie  des  Spiels.  Die  Züge  des  Schachspiels  geschehen  zwar 
nach  Regeln;  aber  keine  Stellung  der  Schachfiguren  und  kein  Zug  drückt 
eine  Regel  aus;  denn  die  Aufgabe  der  Figuren  im  Schachspiele  ist  über- 
haupt nicht,  etwas  auszudrücken,  sondern  nach  Regeln  bewegt  zu  werden. 
Wenn  man  also  die  formale  Arithmetik  als  Spiel  betrachtet,  so  ist  die 
Formel  *a-\-a'  =  a'-^-a*  als  Ausdruck  einer  Regel  dieses  Spiels  eine  der 
Grundlagen  von  dessen  Theorie ,  auf  der  in  dieser  Schlüsse  aufgebaut 
werden  können;  aber  sie  ist  nicht  etwas,  mit  dem  im  Spiele  Veränderungen 
vorgenommen  worden,  kein  Gegenstand  des  Spiels,  nicht  einer  Stellung 
von  Schachfiguren  zu  vergleichen,  sondern  dem  Wortausdrucke  einer  Regel 
des  Schachspiels. 
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§  108.  Fragen  wir  nun,  was  einem  Schachzuge  entspricht,  welche 
Handlungen  durch  die  Regeln  der  formalen  Arithmetik  beherrscht  werden. 
Wenn  man  den  Sinn  der  oben  angeführten  Thomaeschon  Formeln  in  der- 
selben Weise  ermittelt,  wie  wir  es  bei  der  ersten  gothan  haben,  so  ergiebt 
sich,  dass  jede  von  ihnen  erlaubt,  eine  Figurengruppe  durch  eine  andere 
oder  eine  einzelne  Figur  zu  ersetzen.  Wir  können  es  uns  am  besten  so 
denken,  dass  die  Figuren  mit  Kreide  auf  eine  schwarze  Tafel  geschrieben 
werden.  Wir  löschen  dann  z.  B.  eine  wie  » 2  j  €  gestaltete  Figuren- 
gruppe aus  und  schreiben  dafür  eine  Gruppe  wie  >  J  -f  2 «  hin.  Diese 
Handlung  entspricht  einem  Zuge  des  Schachspiels  und  geschieht  nach 
einer  Regel  der  formalen  Arithmetik.  Vom  Standpunkte  der  inhaltlichen 
Arithmetik  mag  es  lappisch  scheinen,  die  Kreide,  das  Auslöschen,  kurz  dies 
ganze  äusserliche  Thun  auch  nur  zu  erwähnen;  vergessen  wir  aber  nicht, 
dass  eben  in  solchem  äusserlichen  Thun  das  Rechenspiel  besteht. 

Die  ausgelöschte  Figurengruppe  wird  Theil  einer  grössern  Gruppe 
gewesen  sein ;  und  die  Erinnerung  an  die  inhaltliche  Arithmetik  lässt  uns 
vermuthen ,  dass  diese  Figurengruppe  etwas  sein  wird ,  was  wir  eine 
Gleichung  oder  Ungleichung  nennen.  So  wird  etwa  aus  einer  Gruppe  wie 
,(2+  |)  .  5  =  12  +  }  *  eine  wie  »  (J  +  2)  .  5  =  12  +  ±  c  gestaltete  ent- 
stehen. Jede  von  diesen  wird  einer  Stellung  von  Schachfiguren  entsprechen. 
Nun  haben  wir  aber  Gleichungen  schon  kennen  gelernt  als  Ausdrücke  der 
Regeln.  Wir  bemerken  also,  dass  Gleichungen  hier  eine  doppelte  Rolle 
spielen:  erstens  im  Spiele  selbst,  wo  sie  ebenso  wenig  wie  die  Stellungen 
der  Schachfiguren  etwas  ausdrücken,  und  zweitens  in  der  Theorie  des  Spiels, 
wo  sie  zunächst  die  Regeln,  dann  aber  auch,  wie  wir  vermuthen  dürfen, 
Folgerungen  aus  den  Regeln  auszudrücken  haben.  Nun  denke  man  sich 
einmal  das  Entsprechende  beim  Schachspiele!  Dann  würden  die  Spiol- 
regeln  durch  Gruppen  von  Schachfiguren  ausgedrückt,  die  auch  im  Spiele, 
selbst  vorkommen  könnten.  Es  müssten  dann  allgemeine  Sätze  aufgestellt 
sein,  die  besagten,  wie  man  die  Gruppen  von  Schachfiguren  als  Regeln 
oder  als  Lehrsätze  der  Theorie  zu  verstehen  habe.  Mit  andern  Worten : 
es  müsste  eine  Sprache  gegeben  sein,  deren  Ausdrucksmittel  die  Schach- 
figuren und  ihre  Stellungen  auf  dem  Schachbrette  wären.  Es  könnte  dann 
vorkommen,  dass  eine  Figurengruppe  in  doppelter  Weise  zu  betrachten 
wäre :  erstens  im  Spiele  selbst,  wo  sie  gar  nichts  ausdrückte,  sondern  ein- 
fach aus  einer  andern  Gruppe  durch  einen  Zug  entstanden  wäre,  wie  sie 
denn  auch  durch  einen  weitern  Zug  in  eine  andere  verwandelt  werden 
könnte;  zweitens  in  der  Theorie  des  Spiels,  wo  sie  ein  Lehrsatz  wäre, 
also  einen  Sinn  hätte.  Eine  Schlussfolgerung  stellte  sich  dann  dar  als 
Uebergang  zu  einer  neuen  Stellung,  und  die  Regeln,  nach  denen  solche 
Uebergänge  geschehen  müssten,  würden  sich  ergeben  aus  den  logischen 
Gesetzen  und  aus  der  Weise,  wie  die  Schachfiguren  durch  ihre  Stellung 
einen  Sinn   ausdrückten.     Diese  Regeln  könnten  also  nicht  willkührlich 
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aufgestellt  werden,  und  es  wäre  nicht  zu  erwarten,  dass  sie  mit  den  Regeln 
des  Schachspiels  übereinstimmten.  Durch  diese  zwiefache  Rolle  der 
Figuren  und  die  daraus  folgende  Zwiefachheit  von  Regeln  im  Spiele  selbst 
und  in  dessen  Theorie  würde  der  Einblick  in  die  Sache  so  erschwert, 
dass  man  denken  könnte,  diese  doppelte  Rolle  wäre  geradezu  ersonnen 
worden,  um  eine  möglichst  grosse  Verwirrung  anzurichten. 

§  109.  Solche  doppelte  Rolle  der  Figuren  haben  wir  nun  hier  in  der 
formalen  Arithmetik.  Auch  hier  müssen  wir  erstens  Regeln  Uber  die  Hand- 
habung der  Figuren  im  Spiele  selbst  haben,  und  diese  können  ganz  will- 
kührlich  ohne  Rücksicht  auf  irgendeinen  Sinn  aufgestellt  werden.  Wir 
müssen  dann  zweitens  Regeln  haben,  nach  denen  wir  in  der  Theorie  des 
Spiels  diese  selben  Figuren  als  Zeichen  zu  behandeln  haben;  und  diese 
können  nicht  willkührlich  sein ,  sondern  müssen  sich  nach  dem  Sinne 
richten,  den  diese  Zeichen  in  der  Theorie  des  Spiels  durch  ihre  Zu- 
sammenstellungen ausdrücken.  Nun  ist  es  ein  grosser  Fehler,  dass  zwischen 
diesen  beiden  Systemen  von  Regeln  garnicht  unterschieden  wird,  sondern 
dass  ohne  Versuch  eines  Beweises  ihre  Uebereinstimmung  vorausgesetzt 
wird.  Es  muss  vielmehr  zunächst  angenommen  werden,  dass  die  Spiel- 
regeln ihre  Geltung  verlieren,  sobald  die  Gleichungen  nicht  mehr  als  sinn- 
lose Zusammenstellungen  von  Figuren,  sondern  als  Lehrsätze  der  Theorie 
des  Spiels  aufgefasst  werden.  Das  einzig  durchschlagende  Mittel,  dies 
Dickicht  zu  lichten,  ist  dies,  dass  man  die  Zahlfiguren  und  die  Rechen- 
figuron  (wie  »  -J- «,  »  =  <)  nicht  mehr  in  zwiefacher  Weise  gebraucht, 
sondern  nur  im  Spiele  selbst  verwendet,  hingegen  die  Regeln  und  die 
Lehrsätze  der  Theorie  des  Spiels  in  Worten  der  gewöhnlichen  Sprache 
ausspricht.  Eine  Gleichung  soll  also  für  uns  bei  der  weitern  Betrachtung 
der  formalen  Arithmetik  nichts  besagen,  keinen  Sinn  haben,  sondern  ist 
für  uns  nur  eine  Gruppe  von  Figuren,  die  nach  den  Spielregeln  zu  behandeln 
ist.  Was  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  Gleichheitszeichen  genannt  wird, 
ist  hier  nur  eine  Figur,  die  keine  Beziehung  bedeutet 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Regeln  des  Thomaoschen  Verzeichnisses 
erlauben,  eine  Figur  oder  Figurengruppe  durch  eine  andere  zu  ersetzen. 
Man  wird  sie  so,  wie  wir  es  bei  der  ersten  gethan  haben,  in  Worte  fassen 
können.  Angemessener  scheint  es  noch ,  die  Thomaeschen  Gleichungen 
stehen  zu  lassen  als  Figurengruppen,  von  denen  das  Spiel  ausgeht,  ähnlich 
der  Grundstellung  der  Schachfiguren.  Dann  drücken  sie  keine  Regebi  aus, 
haben  überhaupt  keinen  Sinn.  Als  Regel  stellt  man  dann  Folgendes  auf: 
Wenn  eine  Gleichung  gegeben  ist  und  eine  Formel,  welche  einen  der  einen 
Seite  jener  gleichgestalteten  Bostandthoil  enthält,  so  ist  es  erlaubt,  diesen 
durch  einen  der  andern  Seite  der  Gleichung  gleichgestalteten  Bestandtheil 
zu  ersetzen. 
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§  110.    Auch  diese  Regel  ertheilt  eine  Erlaubnis  wie  die  Regeln  des 

Schachspiels,  wobei  nichts  geschehen  darf,  was  nicht  durch  eine  Regel  er- 
laubt ist.  Man  kann  noch  Regeln  hinzufugen  über  die  Ersetzbarkeit  der 
Buchstaben  durch  andere  oder  durch  Zahlfiguren.  Auch  diese  Regeln 
werden  etwas  erlauben.  In  Wahrheit  kann  ja  niemandem  hierdurch  eine 
Freiheit  gegeben  werden,  die  er  nicht  schon  hat;  diese  Regeln  werden 
nicht  im  Namen  der  Vernunft  oder  der  Natur  aufgestellt;  nur  werden 
durch  sie  einige  Handlungen  als  zulassig  im  Rechenspiele  anerkannt.  Es 
handelt,  sich  hier  nicht  um  Wahrheit  wie  in  der  inhaltlichen  Arithmetik; 
was  der  arithmetische  Gesetzgeber  als  regelrecht  anerkennen  will,  liegt 
in  seinem  Belieben,  und  dabei  ist  er  durch  keine  Rücksicht  auf  Bedeutungen 
der  Figuren  beschränkt,  die  für  ihn  amtlich  nicht  vorhanden  sind.  Die 
Regeln  der  formalen  Arithmetik  sind  als  Richtschnuren  für  daa  Handeln 
den  Sittengesetzen  näher  verwandt  als  den  Gesetzen  der  inhaltlichen 
Arithmetik,  die  zwar  verkannt,  aber  nicht  übertreten  werden  können. 

§  111.  Wenn  wir  die  Thomaeschen  Regeln  oder  die  von  uns  dafür 
aufgestellte  Regel  mit  denen  des  Schachspiels  vergleichen,  so  fällt  uns  auf, 
dass  sie  von  allen  Zahlfiguren  ohne  Unterschied  handeln,  während  im 
Schach  von  den  Bauern  andere  Regeln  gelten  als  von  den  Springern. 
Gäbe  es  keine  andere  Regeln  in  der  formalen  Arithmetik,  so  hätte  es 
keinen  Zweck,  vorschieden  gestaltete  Zahlfiguren  zu  gebrauchen.  Wenn 
alle  Regeln,  die  von  den  Zwoifiguren  handeln,  ebenso  von  den  Dreifiguren 
gelten  sollten  und  umgekehrt,  so  hätte  die  Unterscheidung  dieser  Gestalten 
keinen  Zweck.  Wenn  im  Schach  alle  Figuren  wie  Bauern  gehandhabt 
werden  sollten,  so  könnton  sie  auch  allo  wie  Bauern  gestaltet  sein. 

Werfen  wir  nun  einen  Blick  auf  die  inhaltliche  Arithmetik  zurück, 
so  bemerken  wir,  dass  es  da  zwar  Gesetze  giebt,  die  von  allen  Zahlen 
gelten,  dass  aber  keineswegs  Alles,  was  von  einer  Zahl  gilt,  auch  von 
einer  andern  gilt.  Im  Gegentheil :  jede  Zahl  ist  wesentlich  verschieden 
von  jeder  andern  und  muss  daher  auch  ihr  besonderes  Zeichen  haben. 
Soll  nun  die  formale  Arithmetik  nicht,  jeden  Zusammenhang  mit  der  inhalt- 
lichen verlieren,  sollen  nicht  die  mannichfachen  Gestalten  der  Zahlfiguren 
ein  lästiger  Ueberfluss  sein,  so  müssen  den  von  Thomae  angeführten  Regeln 
solche  hinzugefügt  werden,  welche  nicht  von  allen  Zahlfiguren  gelten  sollen, 
sodass  jeder  Verschiedenheit  der  Gestalt  auch  eine  Verschiedenheit  der 
Regeln  entspreche.  Solche  Regeln  werden  z.  B.  sein,  dass  eine  wie  >  1  — | —  1  « 
gestaltete  Figurengruppe  durch  eine  Zweifigur,  dass  eine  wie  »  2  4-  1  c  ge- 
staltete Figurengruppe  durch  eine  Dreifigur  ersetzt  werden  dürfe,  dass  man 
ferner  eine  Figurengruppe  von  dor  Gestalt  »  1  —  1  <  durch  eine  Nullfigur, 
eine  Figurengruppe  wie  »  J  -f-  J  c  durch  eine  Einsfigur  ersetzen  dürfe  u.  s.  w. 
Da  es  nun  keine  feste  Begrenzung  des  Gebietes  der  Zahltiguren  giebt, 
wird  auch  das  Regelverzeichnis,   wie  es  scheint,   nicht  endgültig  abzu- 
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schliessen  sein.  Jedenfalls  dürfen  wir  eine  starke  Unvollständigkeit  des 
Thomaeschen  feststellen. 

§  112.  Wir  haben  uns  oben  bei  der  Frage  nach  dem  Wesen  der 
formalen  Subtraction  vorgenommen,  diese  Operation  auch  einmal  als  Um- 
kehrung der  Addition  aufzufassen.  Dazu  wird  hier  der  Ort  sein.  Eine 
erste  Zahlfigur  von  einer  zweiten  subtrahiren  wird  dann  heissen,  eine  dritte 
Zahlfigur  oder  eine  Gruppe  von  Figuren  hinschreiben  der  Art,  dass  jede 
durch  Addition  dieser  und  der  ersten  entstehende  Figurengruppe  nach 
den  Regeln  der  formalen  Arithmetik  durch  eine  der  zweiten  gleichgestaltcte 
Figur  ersetzt  werden  dürfe.  Hierbei  ist  das  Addiren  die  oben  beschriebene 
Handlung.  Wenn  z.  B.  eine  Zweifigur  von  einer  Dreifigur  zu  subtrahiren 
ist,  so  kann  man  eine  Thomaesche  Regel  benutzen,  nach  der  eine  wie 
»(3—2)-j- 2  c  gestaltete  Figurengruppe  durch  eine  Dreifigur  ersetzbar  ist. 
Wir  sehen  daraus,  dass  jede  Figurengruppe  wie  »3  —  2  c  eine  Lösung  der 
Aufgabe  ist.  Aber  nicht  nur  Lösungen  von  dieser  Gestalt  sind  anzuer- 
kennen, sondern  auch  solche  von  den  Gestalten  wie  »2  —  1 «  und  » 1  c 
und  sehr  viele  andere.  Zwar  geht  das  aus  den  Thomaeschen  Regeln  nicht 
hervor;  aber  wir  haben  schon  gesehen,  dass  sie  unvollständig  sind.  Wir 
werden  Regeln  voraussetzen  dürfen,  nach  denen  auch  die  Figurengruppen 
wie  »(2  —  l)-f-2c  und  >  1  -f-  2  c  durch  eine  Dreifigur  ersetzbar  sind. 
Danach  wäre  also  die  formale  Subtraction  nach  der  Redeweise  der  Mathe- 
matiker eine  vieldeutige  Operation,  weil  die  Aufgabe  der  Subtraction  ver- 
schiedene Lösungen  zuliesse.  Hierin  bestände  ein  wesentlicher  Unterschied 
von  der  inhaltlichen  Arithmetik,  wo  die  Subtraction  J)  eindeutig  ist.  Wenn 
man  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  3  —  2  oder  2  —  1  oder  1  als  Lösung 
der  Subtractionsaufgabe  hinstellt,  so  meint  man  die  Bedeutung,  welche 
dieselbe  ist.  Wenn  man  an  verschiedene  Stellen  der  Tafel  Einszeichen 
oder  wie  »2  —  1  c  gestaltete  Gruppen  schreibt,  so  haben  alle  diese  dieselbe 
Bedeutung,  und  man  hat  trotz  der  Verschiedenheit  des  Ortes  und  der 
Gestalt  der  für  die  Lösung  hingeschriebenen  Zeichen  in  der  inhaltlichen 
Arithmetik  doch  nur  oino  einzige  Lösung.  Hier  im  Rechenspiele  sind  die 
Figuren  und  Figurengruppen  selber  Lösungen,  und  da  sie  sich  nach  Ort 
und  Gestalt  unterscheiden,  so  haben  wir  viele  Lösungen. 

Man  könnte  dieser  Folgerung  auszuweichen  suchen  mit  Berufung  auf 
die  Thomaesche  formale  Bedeutung  der  Zahlfiguren.  Man  würde  etwa  sagen : 
weil  alle  diese  Figuren  und  Gruppen,  die  als  Lösungen  hingestellt  werden, 
nach  denselben  Regeln  zu  handhaben  sind,  so  haben  sie  dieselbe  formale 
Bedeutung,  und  diese  ist  die  eigentliche  Lösung.    Dagegen  ist  einzuwenden  : 

1)  Selbstverständlich  stimmt  diese  formale  Subtraction  eigentlich  nur  im  Namen 
mit  der  Subtraction  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  überein;  und  die  Sachlage  wäre  klarer 
zu  erkennen,  wenn  auch  diese  scheinbare  Uebereinstimmung  durch  Wahl  eines  anderen 
Worte»  vermieden  würde. 
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erstens,  dass  diese  formale  Bedeutung,  wie  oben  dargelegt,  garnicht 
anzuerkennen  ist; 

zweitens,  dass  diese  formale  Bedeutung,  wenn  zulässig,  für  alle  Zahl- 
figuren dieselbe  wäre,  wenigstens  solange  man  nur  die  Thomaeschen  Regeln 
annimmt,  die  für  alle  Zahlfiguren  gleichmässig  gelten  sollen; 

drittens,  dass  dann  kein  weiteres  Rechnen  mit  dem  Ergebnisse  der 
Subtraction  möglich  wäre,  weil  die  Rechnungsregeln  von  deu  Zahlfiguren 
handeln,  nicht  von  deren  fragwürdigen  formalen  Bedeutungen.  Man  zieht 
ja  auch  im  Schachspiele  mit  den  Figuren  selbst,  nicht  mit  einem  gewissen 
Etwas,  das  allen  schwarzen  Bauernfiguren  etwa  gemeinsam  wäre. 

Was  von  der  Subtraction  gesagt  ist,  kann  im  Wesentlichen  auf  die 
Division  übertragen  werden. 

§  113.  Nun  sagt  Thomae  am  Ende  des  §  2  von  der  niedem  Arith- 
metik: 

„Sie  weist  die  Eindeutigkeit  (Widerspruchslosigkeit)  der  vier  Grund  - 
Operationen  mit  allen  Zahlen  nach,  mit  Ausnahme  der  Null,  mit  welcher 
nur  die  Addition  und  Subtraktion  und  Multiplication  eindeutig  ausführbar 
ist,  mit  der  aber  die  Division  nicht  eindeutig,  also  nicht  widerspruchs- 
frei vollzogen  werden  kann.  Ein  Quotient,  dessen  Nenner  0  ist,  hat 
keine  Bedeutung,  und  es  nimmt  die  Null  unter  den  Zahlen  eine  singulare 
Stellung  ein." 

Die  niedere  Arithmetik,  die  dies  nachweist,  kann  nur  eine  inhaltliche 
sein,  und  also  ist  damit  für  die  formale  nichts  gewonnen ;  denn  Addiren, 
Multipliciren,  Subtrahiren,  Dividiren  sind  eben  in  der  inhaltlichen  Arith- 
metik ganz  verschieden  von  den  gleichnamigen  Operationen  im  Rechen- 
spiele. Jene  Eindeutigkeit  findet  hier  nicht  statt  Hier  ist  auch  kein 
Grund  anzuerkennen,  weshalb  den  Nullfiguren  eine  besondere  Stellung  ein- 
zuräumen sei.  Wenigstens  in  dem  Thomaeschen  Regelverzeichnisse  ist  von 
den  Nullfiguren  nicht  besonders  die  Rede,  sondern  alle  Zahlfiguren  werden 
darin  ganz  gleich  behandelt.  Es  ist  nicht  einzusehen,  warum  die  Figuren- 
gruppe »2:0t  oder  » g  <  nicht  ebenso  gut  als  Lösung  einer  Divisions- 
aufgabe könne  betrachtet  werden,  wie  etwa  »2:3c  oder  » |  c. 

In  dem  Satze 

„Ein  Quotient,  dessen  Nenner  Null  ist,  hat  keine  Bedeutung" 
sind  Figurengruppen  wie  die  oben  aufgeführten  offenbar  Quotienten  ge- 
nannt1). Das  Fehlen  der  Bedeutung  ist  nun  für  die  formale  Arithmetik 
kein  Grund,  solche  Gruppen  nicht  zu  verwenden;  denn  sie  fragt  überhaupt 
nicht  nach  der  Bedeutung,  und  dass  sie  es  nicht  nöthig  hat,  ist  ja  der 
eigentliche  Grund,  weshalb  sie  der  inhaltlichen  vorgezogen  wird.    Für  sie 

1)  Wenn  der  Quotient  selber  eine  Bedeutung  wäre,  könnte  von  seiner  Bedeutung 
schwerlich  die  Rede  sein. 
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hat  >  4  c  ebensowenig  eine  Bedeutung  wie  »  J  «,  und  nach  den  Regeln  be- 
handelt worden  kann  diese  Gruppe  so  gut  wie  jene1). 

Was  will  nun  Thomae  eigentlich  damit  sagen,  dass  er  einem  Quotienten 
mit  dem  Nenner  Null  jede  Bedeutung  abspricht?  Doch  wohl,  dass  eine 
Figurengruppe,  in  der  eine  Nullfigur  rechts  von  einem  Doppelpunkte  oder 
unter  einem  Bruchstriche  steht,  unzulässig  sei.  Soll  damit  nun  gesagt  sein, 
dass  die  Regeln  des  Rechenspiels  die  Erlaubnis  dazu  nicht  geben?  oder 
dass  sie  es  gradezu  verbieten?  Im  ersten  Falle  hatten  wir  einen  Satz 
aus  der  Theorie  des  Spiels,  etwa  vergleichbar  dem  Satze  beim  Schach,  das« 
ein  Laufer,  der  auf  einem  weissen  Felde  steht,  nicht  auf  ein  schwarzes  ge- 
langen kann.  Dem  steht  kein  Verbot  entgegen,  aber  die  Erlaubnis,  die 
für  seine  Bewegungen  gegeben  ist,  reicht  nicht  hin,  es  möglich  zu  machen. 
Nun  haben  wir  aber  eine  Thomaescho  Regel,  die  das  Auftreten  einer 
«olchen  Figurengruppe  zulässt,  welche  hier  als  unzulässig  hingestellt  wird. 
Nach  dieser  Regel  ist  es  nämlich  erlaubt,  eine  Zweifigur  zu  ersetzen  durch 
die  Gruppe  »(2:0).0c.  Wenn  es  also  überhaupt  erlaubt  ist,  eine  Zwei- 
figur hinzuschreiben,  wäre  es  hiernach  auch  gestattet,  eine  wie  »2:0«  ge- 
staltete Gruppe  hinzuschreiben.  Wenn  dies  dennoch  unzulässig  sein  soll, 
so  folgt  das  nicht  aus  den  bisher  angeführten  Regeln,  sondern  es  bedarf 
dazu  eines  Verbotes;  und  unser  Satz 

„Ein  Quotient,  dessen  Nenner  Null  ist,  hat  keine  Bedeutung" 
muss  dann  als  verbietende  Regel  aufgefasst  werden,  oder  als  ein  Satz  der 
Theorie  des  Spiels.  Ist  er  dies,  so  ist  er  eine  Folge  der  Spielregeln. 
Unter  diesen  muss  dann  aber  mindestens  eine  verbietende  sein,  weil  aus 
lauter  erlaubenden  Regeln  kein  Verbot  folgen  kann,  welches  eine  erlaubende 
Regel  einzuschränken  vermöchte.  In  jedem  Falle  muss  es  neben  erlauben- 
den Regeln  mindestens  eine  verbietende  geben.  Als  Grund  für  ein  solches 
Verbot  ist  auf  dem  Boden  der  formalen  Theorie  natürlich  ebenso  wie  für 
alle  andern  Regeln  nur  das  Belieben  des  Gesetzgebers  zu  erkennen. 

§  114.  Noch  eine  Frage  erhebt  sich  hier:  sind  Figurengruppen  wie 
»2:  (1  —  1)«,  »2:  (2  —  2)«,  »2:  (6  —  9.8)«  zulässig?  Offenbar  würdo 
Thomae  das  verneinen.  Aber  —  höre  ich  einwenden  —  das  ist  ja  selbst- 
verständlich; 1  —  1  ist  ja  Null,  ebenso  2  —  2  und  G  —  2.8.  Gewiss  be- 
deuten in  der  inhaltlichen  Arithmetik  »1—1«,  »2  —  2«  und  »0  —  2.3« 
dasselbe  wie  das  Zeichen  »0«:  vergessen  wir  aber  nicht,  dass  wir  uns 
hier  in  der  formalen  befinden!  Hier  handelt  es  sich  um  jene  Figuren- 
gruppen selbst,  nicht  um  das,  was  sie  bedeuten;  und  da  ist  nicht  zu 
leugnen,  dass  sie  sich  von  einander  und  von  der  Nullfigur  nicht  nur  unter- 

1)  Die  formale  Arithmetik  fällt  hier  wohl  aus  der  Rolle.  Ueherhaupt  scheint  es 
manchmal,  als  ob  die  formale  Arithmetik  eigentlich  die  inhaltliche  sei,  die  nur,  um  un- 
bequemen Fragen  zu  entgobon,  die  Nolle  der  formalen  zu  spielen  versuche,  was  ihr 
aber  nicht  recht  gelingen  wolle. 
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scheiden  wie  zwei  Bauern  gleicher  Farbe  im  Schachspiele,  sondern  wie  Fi- 
guren verschiedener  Art,  etwa  Springer  und  Läufer.  Nun  werden  Figuren- 
gruppen, die  etwa  wie  »1  —  1  «,  »2—2«  u.  s.  w.  gestaltet  sind,  durch  Null- 
figuren ersetzbar  sein.  Das  kommt  zwar  unter  den  Thomaeschen  Regeln 
nicht  vor;  aber  diese  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  unvollständig.  Das 
ist  nun  noch  kein  Grund,  Figurengruppen  wie  »2:(1  — 1)«  als  unzulässig 
zu  betrachten.  Es  läge  dann  allerdings  ein  Widerstreit  der  Regeln  vor, 
indem  man  eine  verbotene  Gruppe  erhielte,  wenn  man  die  wie  »1  —  1« 
gestaltete  Gruppe  durch  eine  Nullfigur  ersetzen  wollte.  Man  könnte  hier 
eine  Einschränkung  der  die  Ersetzung  erlaubenden  Regel  durch  die  ver- 
bietende annehmen.  Aber  offenbar  wird  Thomae  auch  Figurengruppen 
verbieten,  welche  wie  »2:(1  —  1)«  gebildet  sind1). 

Wir  werden  den  Sinn  des  Thomaeschen  Satzes  „Ein  Quotient,  dessen 
Nenner  Null  ist,  hat  keine  Bedeutung",  als  verbietende  Regel  verstanden, 
besser  so  ausdrücken: 

„Es  ist  verboten,  Figurengruppen  zu  bilden,  in  denen  auf  der  rechten 
Seite  eines  Divisionsdoppelpunkts,  eine  Nullfigur  oder  eine  Figurengruppe 
steht,  die  nach  irgendeiner  Regel  der  formalen  Arithmetik  durch  eine 
Nullfigur  ersetzbar  ist." 

§  115.  Bei  der  Anwendung  dieser  Regel  (oder  dieses  Lehrsatzes  aus 
der  Theorie  des  Rechenspiels)  ergiebt  sich  eine  Unsicherheit  ;  denn  man 
muss  wissen,  welche  Figurengruppen  durch  eine  Nullfigur  unmittelbar  oder 
mittelbar  ersetzbar  seien;  und  diese  Frage  ist  nicht  sicher  zu  beantworten, 
bevor  nicht  alle  Regeln  des  Spiels  aufgestellt  sind.  Und  nun  ist  die  Frage, 
ob  ein  vollständiges  Regelverzeichnis  Uberhaupt  gegeben  werden  könne. 
Vorher  müssen  doch  wohl  alle  überhaupt  zulässigen  Figurenklassen  ein- 
geführt sein.  Wenn  nach  einem  unvollständigen  Regelverzeiclmisse  eine 
Ersetzung  durch  eine  Nullfigur  nicht  möglich  zu  sein  scheint,  so  kann  eine 
später  hinzukommende  Regel  es  möglich  machen  und  damit  eine  Figuren- 
gruppe, die  vorher  zulässig  schien,  unzulässig  machen ;  und  andrerseits, 
wenn  einige  Regeln  die  Ersetzung  erlauben,  kann  ein  später  folgendes 
Verbot  diese  Erlaubnis  wieder  aufheben. 

Um  sicher  zu  gehen,  müsste  man  den  Grundsatz  aufstellen,  dass  alle 
verbietenden  Regeln  grössere  Kraft  als  die  erlaubenden  haben  sollten,  und 
man  müsste  wenigstens  alle  Regeln,  die  verbieten,  eine  Figur  oder  eine 
Figurengruppe  durch  die  Null  zu  ersetzen,  vollständig  zusammenstellen,  sodass 
jede  solche  Ersetzung  erlaubt  wäre,  die  nicht  ausdrücklich  verboten  wäre; 
oder  man  müsste  umgekehrt  alle  Regeln,  die  eine  solche  Ersetzung  erlauben, 
vollständig  zusammenstellen.  Beides  würde  aber  wegen  der  unübersehbaren 
Mannichfaltigkeit  der  Figuren  und  Figurengruppen  schwer  durchzuführen 

1)  Eine  singulare  Stellung  nehmen  also  die  Nullfiguren  in  der  formalen  Arith- 
metik nicht  ein. 
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sein.  Bis  das  geschehen,  ist  unsere  Regel  unvollständig  und  folglich  un- 
anwendbar. 

§  116.  Die  Unzulänglichkeit  des  Thomaeschen  Regelverzeichnisses 
macht  sich  noch  in  andrer  Hinsicht  bemerkbar.  Nirgends  ist  nämlich 
gesagt,  wie  man  eine  Figurengruppe,  die  aus  zwei  Zahlfiguren  besteht,  ge- 
trennt durch  einen  Minusstrich,  durch  etwas  Anderes  ersetzen  könne.  Folglich 
kann  man  nach  diesen  Regeln  die  Figurengruppe  »  (3+2)— 2  «  durch  eine 
Dreifigur  weder  unmittelbar  noch  mittelbar  ersetzen.  Erinnern  wir  uns 
einmal  daran,  wie  der  entsprechende  8atz  der  inhaltlichen  Arithmetik  be- 
wiesen wird  !    Da  heisst  es  etwa : 

Nach  der  Definition  ist  (8-|— 2) — 2  die  Zahl,  welche,  um  2  vermehrt, 
3+2  ergiebt.    Diese  Zahl  ist  3;  folglich  fallt  (3+2)— 2  mit  3  zusammen. 

Hierbei  ist  die  Eindeutigkeit  der  8ubtraction  wesentlich,  die,  wie  ge- 
sehen, in  der  formalen  Arithmetik  nicht  gilt.  Weiter  ist  wesentlich,  dass 
die  Zeichengruppe  >  (3+2)— 2  «  eine  Bedeutung  hat,  auf  die  man  mit  dem 
bestimmten  Artikel  {„die  Zahl,  welche")  und  mit  dem  Demonstrativpronomen 
{„Diese  Zahl")  hinweisen  kann.  Auch  dies  fällt  im  Rechenspiele  weg. 
Von  einer  Definition  kann  hier  nicht  gesprochen  werden;  denn  der  Minus- 
strich ist  hier  kein  Subtractionszeiohen,  er  bedeutet  überhaupt  nichts ;  statt 
einer  Definition  giebt  es  hior  nur  Regeln  für  die  Handhabung  dieses 
iStriches;  aber  grade  eine  Regel  fehlt,  welche  für  unsern  Zweck  brauchbar 
wäre.  Daher  fehlt  uns  nach  den  Thomaeschen  Regeln  auch  die  Möglich- 
keit, die  Figurengruppe  »((3+2) — 2) — 3  c  umzuformen  in  eine  wie  »3 — 3c 
gestaltete.  Danach  würden  wir  also  die  Gruppe  i  2 :  [((3+2)— 2) — 3]c  als 
erlaubt  ansehen  können. 

Nach  den  Thomaeschen  Regeln  können  wir  auch  die  Figurengruppe 
»(3.2):  2«  nicht  durch  eine  Dreifigur  ersetzen;  denn  eine  Regel,  nach 
welcher  eine  Figurengruppe,  bestehend  aus  zwei  durch  einen  Doppelpunkt 
getrennten  Zahlfiguren,  durch  etwas  Anderes  ersetzt  werden  könnte,  findet 
sich  nicht  vor. 

Wir  wollen  diesem  Mangel  abzuhelfen  suchen  nicht  durch  Aufstellung 
einer  neuen  Regel,  sondern  indem  wir  die  am  Ende  des  §  109  angegebene 
Regel  benutzen  und  den  Thomaeschen  Formeln  folgende  beiden  hinzufügen 
»(a  +  a')  —  o'  =  a<  und  » (a.  a')  :a'  =  a  c.  Diese  sind  nun  gleichfalls 
Figurengruppen,  von  denen  das  Spiel  ausgeht.  Vorausgesetzt  wird  dabei 
wie  auch  sonst  eine  Regel,  die  angiebt,  wie  man  Buchstaben  durch  Zahl- 
figuren ersetzen  kann. 

§  117.  Wenn  wir  hierbei  das  oben  (§  114)  aufgestellte  Verbot  nicht 
beachteten,  konnten  wir  aus  der  Figurengruppe  »3.0  =  0«  und  der  aus 
unserer  zweiten  neuen  Formel  durch  Ersetzung  der  Buchstaben  durch  Zahl- 
figuren gewonnenen  »(3.0): 0  =  3«  die  Gruppe  »0:0  —  3«  herstellen  und 
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ebenso  auch  die  Gruppe  »0:0=4«.  Aus  diesen  beiden  könnten  wir  dann 
weiter  die  Gruppe  »3  =  4«  gewinnen.  Und  hierin  liegt  vielleicht  der 
Grund  für  Thomaes  Ausspruch,  dass  die  Division  nicht  immer  eindeutig, 
also  nicht  widerspruchsfrei  vollzogen  werden  könne  l).  Aber  hier  in  der 
formalen  Arithmetik  liegt  zunächst  gar  kein  Widerspruch  vor.  Warum 
sollte  nicht  eine  Gruppe  wie  »3  =  4«  erlaubt  sein?  In  der  inhaltlichen 
Arithmetik  darf  sie  freilich  mit  dem  Anspruch  auf  Geltung  nicht  vor- 
kommen, weil  es  da  auf  die  Bedeutungen  der  Zahlzeichen  ankommt,  die 
verschieden  sind.  Dieser  Grund  fallt  hier  weg.  Eine  Figurengruppe  wie 
»3  =  4«  hinzuschreiben,  ist  bisher  wenigstens  nicht  verboten  worden.  Erst 
wenn  man  ein  solches  Verbot  erlftsst,  entsteht  ein  Widerspruch,  oder  besser 
Widerstreit  der  Regeln,  die  theils  verbieten,  theils  erlauben. 

§  118.  Nun  sagt  Thomae  in  §  2  unmittelbar  nach  seinem  Regelver- 
zeichnisse : 

„Subtraction  und  Division  wird  durch  Einführung  der  neuen  Zahlen 
zur  Addition  und  Multiplication.  Da  die  gesammte  Arithmetik  andre  als 
diese  vier,  oder,  wenn  man  will  xwei  Rechnungsoperationen  nicht  kennt,  so 
sind  neue  Gebilde  in  der  ganzen  Arithmetik  widerspruchsfreie,  wenn  sie 
den  vier  (oder  zwei)  Grundoperationen  gegenüber  widerspruchsfrei  sind." 

Dieser  Ausspruch  ist  schwer  verständlich.  Zunächst  kann  man  be- 
zweifeln, ob  die  gesammte  Arithmetik  andere  Operationen  als  die  genannten 
nicht  kenne.  Die  Grenzübergänge  wenigstens  scheinen  sich  nicht  auf  jene 
Operationen  zurückführen  zu  lassen.  Uebrigens  inüsste  man,  um  einen 
solchen  Ausspruch  thun  zu  können,  eigentlich  die  gesammte  Arithmetik 
kennen,  was  unmöglich  ist,  da  diese  Wissenschaft  nicht  abgeschlossen  ist 
und  wohl  nie  abgeschlossen  werden  wird. 

Ferner  muss  es  auffallen,  dass  von  einer  Figur  die  Widerspruchs- 
freiheit ausgesagt  wird.  Es  würde  seltsam  berühren,  wenn  hinsichtlich 
einer  Schachfigur  der  Argwohn  laut  würde,  sie  könnte  einen  Widerspruch 
enthalten.  Erinnern  wir  uns  aber  an  die  Thomaesche  Ausdrucks  weise, 
wonach  der  Umstand,  dass  Regeln  unter  Anderem  von  einer  gewissen  Figur 
handeln,  als  Verhalten  dieser  Figur  gegenüber  den  Regeln  erscheint,  und 
wonach  nun  wieder  dies  Verhalten  als  Inhalt  der  Figur  bezeichnet  wird, 
so  sehen  wir,  dass  ein  Widerstreit,  der  etwa  zwischen  den  Regeln  des 
Schachspiels  obwaltete,  in  das  Innere  einer  Schachfigur  verlegt  erschiene. 
Um  also  zu  einem  Verständnisse  zu  gelangen,  werden  wir  den  Widerspruch 
wieder  zurück  in  die  Regeln  verlegen  müssen. 

§  119*  Nun  ist  ferner  zu  fragen,  was  unter  einem  Widerspruche  den 
Grundoperationen  gegenüber  zu  verstehen  sei.    Hier  ist  wohl  der  oben 

1)  Hierbei  fällt  das  „also"  auf,  da  ja  das  Ausziehen  einer  Quadratwurzel  im  All- 
gemeinen nicht  eindeutig  vollzogen  werden  kann,  ohne  dass  dadurch  ein  Widerspruch 
entstände. 
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berührte  Thomaesche  Satz *)  heranzuziehen,  dass  mit  der  Null  die  Division 
nicht  widerspruchsfrei  vollzogen  werden  könne.  Danach  ist  zu  vermuthen, 
dass  nach  Thoinae  eine  Figur  einen  Widerspruch  einer  Operation  gegen- 
über enthalte,  wenn  diese  Operation  nicht  widerspruchsfrei  mit  der  Figur 
vollzogen  werden  könne.  Demnach  wären  die  Nullfiguren  nicht  wider- 
spruchsfrei der  Division  gegenüber,  also  überhaupt  nicht  widerspruchsfrei 
in  der  Arithmetik. 

Ein  solcher  Widerspruch  kann  nur  dadurch  zu  Stande  kommen,  dass 
die  besonderen  von  einer  Figurenklasse  geltenden  Regeln  den  allgemeinen 
von  allen  Zahlfiguren  geltenden  widerstreiten.  Da  diese  nun  nach  dem 
Thomaoschen  Verzeichnisse  säramtlich  erlaubender  Art  sind,  so  ist  ein 
Widerspruch  nur  zu  befürchten,  wenn  unter  den  besondern  Regeln,  die  von 
einer  Figurenklasse  handeln,  auch  verbietende  vorkommen.  Dies  findet 
bei  den  Xullliguren  in  der  That  statt.  Aber  auch  sonst  kommt  es  vor. 
Denn  immer  bei  der  Einführung  einer  neuen  Figurenklasse  wird  es  nöthig 
sein,  zu  bestimmen,  dass  diese  Figuren  nicht  die  linke  Seite  einer  Gleichung 
bilden  dürfen,  deren  rechte  Seite  eine  Nullfigur  ist.  Es  werde  z.  B.  die 
Klasse  der  wie  »l/2t  gestalteten  Figuren  eingeführt,  Wenn  wir  nun 
nicht  wissen,  ob  eine  Gleichung  wie  »0  — V*2«  erlaubt  soi,  so  wissen  wir 
auch  nicht,  ob  wir  die  Gruppe  »2:|/2«  bilden  dürfen;  also  wissen  wir 
auch  nicht,  ob  wir  eine  Zwoifigur  durch  eine  Gruppe  wie 
ersetzen  dürfen.  Es  nützte  uns  auch  nichts,  wenn  uns  viele  Versuche  niiss- 
lungen  wären,  nach  den  allgemeinen  und  den  besondern  Regeln  für  die  wie 
»y2c  gestalteten  Figuren  eine  Gleichung  wie  >0  =  y2c  herzustellen; 
denn  viele  misslungene  Versuche  sind  noch  kein  Beweis  der  Unmöglich- 
keit, und  besonders  dann  nicht,  wenn  man  den  Versuchen  kein  abge- 
schlossenes Regelverzeichnis  zu  Grunde  legen  kann.  Ebenso  müssten  Fi- 
gurengruppen wie  >0=1  —  "j/2«  und  unzählige  andere  verboten  werden. 

Ob  nun  alle  diese  verbietenden  Regeln  etwa  in  eine  einzige  oder  in 
wenige  zusammengefasst  werden  können,  mag  uns  hier  nicht  weiter  kümmern. 
Jedenfalls  kommen  unter  den  besondern  von  den  wie  »  |/1T«  gestalteten 
Figuren  geltenden  Regeln  auch  verbietende  vor,  und  dass  sie  mit  den  all- 
gemeinen nicht  in  Widerstroit  gerathen  können,  kann  daraus  nicht  ge- 
folgert werden,  dass  diese  allgemeinen  Regeln  untereinander  im  Einklänge 
sind.  Jede  neu  einzuführende  Figurenklasse  wird  besondere  Regeln  nöthig 
machen,  unter  denon  auch  verbietende  sein  werden.  Denn  wenn  von  den 
neuen  Figuren  genau  dieselben  Regeln  gelten  sollten,  wie  von  denen  einer 
alten  Klasse,  so  wäre  für  die  Wahl  einer  besondern  Gestalt  kein  Grund 
vorhanden.  Wenn  z.  B.  von  den  wie  > » c  gestalteten  Figuren  genau  die- 
selben Regeln  gelten  sollten,  wie  von  den  Einsfiguren,  so  brauchte  man 
jene  Figuren  nicht.  Wenn  aber  die  Regeln  zum  Theil  verschieden  sind, 
so  verbürgt  das  Zusammenstimmen  der  von  den  Einsfiguren  handelnden  Re- 
geln nicht  dasselbe  hinsichtlich  der  wie  »  i  i  gestalteten  Figuren. 

1)  A.  a.  0.  Ende  des  §  2. 
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Der  Satz,  dass  die  formale  Arithmetik  eine  vollkommen  widerspruchs- 
freie Begründung  zulasse,  entbehrt  demnach  des  Beweises,  und  seine  Wahr- 
heit unterliegt  im  Gegentheile  grossen  Zweifeln.  Thomaes  entgegengesetzte 
Meinung  beruht  auf  dem  Irrthume,  dass  die  in  seinem  §  2  aufgeführten 
Regeln  ein  vollständiges  Verzeichnis  bilden,  und  besonders  darauf,  dass  er 
ganz  die  verbietenden  Regeln  übersieht,  die  jede  neue  Figurenklasso  not- 
wendig mit  sich  führt. 

§  120.    Thomae  fahrt  fort: 

„Da  für  die  Weiterbildung  des  Zahlenbegriffes  doch  an  einer  gewissen 
Stelle  einmal  die  formale  von  Beziehungen  auf  Sinnesobjecte  freie  Auf- 
fassung eintreten  muss,  so  entscheiden  wir  uns  für  dieselbe  schon  bei  den 
negativen  und  gebrochenen  Zahlen.1' 

Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  jede  Auffassung  der  Zahlen,  wodurch 
diese  nicht  zu  Sinnesobjecten  in  Beziehung  gesetzt  werden,  eine  formale 
im  Thomaeschen  Sinne  sei,  oder  umgekehrt  ausgedrückt,  dass  jede  inhalt- 
liche Arithmetik  die  Zahlen  zu  Sinnesobjecten  in  Beziehung  setze.  Das 
ist  ein  Irrtum.  In  unserm  ersten  Bande  hat  uns  offenbar  nichts  ferner 
gelegen,  als  die  Zahlzeichen  als  Figuren  zu  behandeln  und  diese  Figuren 
Zahlen  zu  nennen;  es  hat  uns  aber  auch  nichts  ferner  gelegen,  als  die 
Arithmetik  auf  sinnliche  Wahrnehmung  zu  gründen  und  Haufen  von  sinn- 
lichen Dingen  Zahlen  zu  nennen.  Unter  der  Anzahl  Null  verstehen  wir 
nicht  eine  gewisse  rundliche  Figur;  sondern  diese  ist  uns  nur  ein  Zeichen 
für  das,  was  mir  meinen,  und  was  wir  als  vorhanden  anerkennen,  obwohl 
es  weder  ein  physischer  Körper,  noch  eine  Eigenschaft  eines  solchen  ist. 
Also,  wie  sehr  wir  auch  damit  einverstanden  sind,  dass  die  Arithmetik 
sich  vor  jeder  Bezugnahme  auf  sinnliche  Dinge  zu  hüten  habe,  dass  dem- 
nach die  Zahlzeichen  nichts  Sinnliches  bedeuten,  so  sehr  betonen  wir 
andrerseits,  dass  diese  Zeichen  deshalb  nicht  bedeutungslos  sind,  und  lehnen 
es  ab,  sie  selbst  Zahlen  zu  nennen. 

§  121.  Wir  wenden  uns  nun  zum  §  3  der  Thomaeschen  Darlegung. 
Wir  lesen  dort: 

„Die  gemeinen  Zahlen  lassen  sich  in  Reihe  ordnen  oder  sie  lassen 
sich  dem  Begriffe  der  Grösse  unterordnen.  Es  ist  3>2  und  3>  —  4  und 
9:10>8:9,  weil  in  9:10  —  81:90  der  Zähler  grösser  ist  als  der  Zähler 
80  in  80:90=*8:9,  während  die  Nenner  gleich  sind." 

Es  fällt  hier  auf,  dass  das  Ordnen  in  Reihe  und  das  Unterordnen  unter 
den  Begriff  Grösse  als  dasselbe  behandelt  wird.  Ist  ein  Buch  darum  eine 
Grösse,  weil  es  mit  andern  Büchern  in  Reihe  geordnet  werden  kann?  Ist 
es  dabei  ganz  einerlei,  wie  die  Ordnung  geschieht?  Dann  wäre  ja  eigent- 
lich Alles  Grösse,  z.  B.  die  Schläge  einer  Uhr,  die  Buchstaben  des  Wortes 
„Grösse".    Wir  können  auch  Schachfiguren  in  Reihe  ordnen;  sind  sie  darum 
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Grössen?  Eher  könnte  man  denken,  dass  die  Anerkennung  von  Dingen 
als  Grössen  der  Anordnung  vorherginge  und  das  Princip  dazu  lieferte. 

Wenn  sonst  Dinge  in  Reihe  geordnet  sind,  hat  jedes  Ding  mindestens 
ein  benachbartes.  Das  scheint  hier  nicht  der  Fall  zu  sein.  Diese  ganze 
Stelle  ist  nur  zu  verstehen,  wenn  die  inhaltliche  Arithmetik  bekannt  ist  ; 
und  dann  ist  die  formale  überflüssig.  Stellen  wir  uns  auf  den  Thomae- 
schen  formalen  Standpunkt,  so  fehlt  uns  jede  Angabe,  wie  die  Zahlfiguren 
geordnet  werden  sollen.  Dazu  scheint  freilich  das  Zeichen  »>«  dienen 
zu  sollen;  aber  wir  kennen  dessen  Bedeutung  nicht  Nach  der  Idee  der 
formalen  Arithmetik  müssten  wir  es  als  Figur  auffassen,  die  —  wenigstens 
im  Rechenspiele  —  keine  Bedeutung  hätte;  über  deren  Handhabung  aber 
Regeln  gegeben  wären.  Indessen  fehlen  hier  solche  Regeln  vollständig; 
und  diese  Auffassung  verbietet  sich  dadurch,  dass  »3>2«  als  Bestandtheil 
des  Behauptungssatzes  „Es  ist  8>2"  auftritt,  woraus  zu  entnehmen  ist, 
dass  ein  Gedanke  damit  verbunden  werden  soll.  »  3  >  2  e  ist  also  nicht 
etwas,  womit  im  Rechenspiele  Veränderungen  vorgenommen  werden  — 
vergleichbar  einer  Stellung  von  Schachfiguren  — ;  sondern  es  wird  ein  Satz 
aus  der  Theorie  des  Spiels  sein.  Aus  den  früher  (§  109)  entwickelten 
Gründen  verwerfen  wir  hier  den  Gebrauch  der  Zahlfiguren  und  suchen  den 
Inhalt  in  Worten  auszusprechen,  etwa  so: 

„Jede  Dreiiigur  ist  grösser  als  irgendeine  Zweifigur", 
wobei  die  Wörter  „jede"  und  „irgendeine"  freilich  auf  gut  Glück  gewählt 
sind.  Die  Bedeutung  der  Worte  „grösser  als"  ist  dabei  noch  zu  bestimmen. 
Jedenfalls  sind  sie  weder  im  geometrischen  Sinne  noch  in  dem  der  inhalt- 
lichen Arithmetik  zu  nehmen ;  denn  in  dieser  haben  wir  eine  Beziehung 
zwischen  den  Zahlen  selbst,  den  Bedeutungen  der  Zahlzeichen,  Bedeutungen, 
die  für  das  Rechenspiel  nicht  vorhanden  sind.    Was  der  Sinn  des  Satzes 

„Die  Zahlfigur  a  ist  grösser  als  die  Zahlfigur  bu 
sei,  erfahren  wir  nicht.    Wir  können  nur  vermuthen,  dass  es  sich  um  eine 
Beziehimg  handle,  durch  welche  die  ZahlÜguren  in  Reihe  geordnet  werden. 
Das  Wesen  dieser  Beziehung  und  ihr  Zusammenhang  mit  den  Spielregeln 
bleibt  uns  dunkel. 

§  122.  Unverständlich  ist  auf  dem  Boden  der  formalen  Arithmetik 
der  8atz  von  Thomae,  dass  die  Null  die  Schranke  für  das  Kleiner  und 
Kleinerwerden  einer  positiven  Zahl  bildet  Also  eine  Zahlfigur  ändert  sich 
während  des  Spiels?  von  selbst?  in  einer  für  ihre  Behandlung  im  Spiele 
wesentlichen  Eigenschaft?  Unverständlich  sind  auch  die  Sätze,  dass  es 
unter  den  positiven  Zahlen  keine  kleinste  giebt,  dass  eine  gemeine  Zahl, 
die  nicht  negativ,  aber  kleiner  ist  als  jede  angebbare  positive  Zahl,  noth- 
wendig  Null  ist  Welche  Null?  Es  giebt  viele  Nullfiguren.  Ist  »1 — 1  < 
eine  Nullfigur  ?    Gleich  darauf  wird  gesagt : 

„In  diesem  wichtigen  Satze  wird  eine  Zahl,  die  Zahl  Null,  durch  ein 
negatives  Kriterium  erkannt" 
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Die  Zahl  Null?  Welche?  „Null"  wird  hier  als  Eigenname  behandelt, 
Das  ist  richtig  in  der  inhaltlichen,  falsch  in  der  formalen  Arithmetik.  Was 
ist  in  dieser  eine  gemeine  Zahlfigur?  was  eine  positive?  was  eine  negative 
Zahlfigur?  Die  angeführten  Sätze  werden  der  Theorie  des  Spiels  ange- 
hören und  aus  den  Spielregeln  folgen.  Wie  und  aus  welchen,  bleibt 
dunkel.  Die  Wörter  „gemein",  „positiv"  und  „negativ"  werden  Eigen- 
schaften der  Zahlfiguren  bezeichnen,  die  bei  der  Anwendung  der  Regeln 
in  Betracht  kommen,  wie  etwa  „schwarz"  und  „weiss"  beim  Schachspiel. 
Zufallige  kleine  Verschiedenheiten  der  Gestalt  oder  der  Farbe  der  Figuren, 
von  denen  die  Regeln  nicht  handeln,  können  auch  für  die  Theorie  des 
Spiels  nicht  in  Betracht  kommen.  Nun  fragen  wir :  wie  lauten  die  Regeln, 
die  auf  die  eben  genannten  Eigenschaften  der  Figuren  Bezug  nehmen? 
Welche  Regel  macht  einen  Unterschied  zwischen  positiven  und  negativen, 
gemeinen  und  nicht  gemeinen  Zahlfiguren?  Keine  Antwort!  Wir  sehen 
wohl :  der  Formalarithmetiker  fallt  hier  wieder  einmal  aus  der  Rolle.  Die 
formale  Auffassung  ist  ein  Schild,  den  man  vorhält,  so  lange  Fragen  nach 
der  Bedeutung  der  Zeichen  drohen.  Wenn  diese  Gefahr  vorüber,  lässt  man 
ihn  sinken;  denn  lastig  ist  er  im  Grunde  doch. 

§  138*  Thomae  meint,  man  könne  von  einer  Zahl  zu  immer  grössern 
und  grössern  fortschreiten,  weil  der  Neubildung  mittels  Addition  durch 
nichts  eine  Schranke  gesetzt  sei.  Gewiss  ist  der  Neubildung  eine  Schranke 
gesetzt,  ebenso  wie  dem  Wachsthume  einer  Stadt.  Wir  haben  weder  eine 
unendliche  Tafelflache,  noch  unendlich  viel  Kreide  zur  Verfügung.  Zahl- 
fignren  sind  eben  Gebilde,  welche  durch  Schreiben  erzeugt  werden.  Eine 
unstoffliche,  unraumliche  Zahlfigur  ist  zu  vergleichen  mit  einem  Luftschlosse ; 
aber  auch  den  Luftschlössern  sind  Schranken  gesetzt.  Die  Phantasie  ver- 
leiht Flügel;  aber  auch  diese  werden  zuletzt  matt. 

Ob  eine  Neubildung  von  Zahlfiguren  mittels  Addition  stattfinde,  mag 
bezweifelt  werden.  So  entstehen  Gruppen  von  Zahlfiguren  und  Additions- 
kreuzen. Ob  solche  Gruppen  als  Zahlfiguren  anzusehen  seien,  bleibt  zweifel- 
haft, da  nirgends  gesagt  ist,  was  eine  Zahlfigur  sei. 

Wir  bemerken,  dass  Thomae  wie  bei  der  Null  auch  beim  Unendlichen 
die  Gefahr  von  Widersprüchen  sieht.  Die  von  ihm  selbst  angeführten 
Regeln  sind  sämmtlich  erlaubende,  können  also  nicht  in  Widerstreit  mit 
einander  gerathen,  mag  man  nun  nach  ihnen  Figuren  behandeln,  welche 
man  wolle,  und  ob  eine  Achtfigur  liegt  oder  steht,  kann  keinen  Unterschied 
machen,  wenn  nicht  noch  besondere  Regeln  von  den  liegenden  Achtfiguren 
gelten.    Von  solchen  ist  aber  hier  noch  keine  aufgeführt  worden. 

Das  Unendliche  wird  hier  ausdrücklich  Begriff  genannt  ohne  Angabe 
eines  Grundes.  Warum  ist  es  nicht  einfach  eine  Figur?  Das  actuelle 
Unendliche,  für  das  G.  Cantor  mit  Recht  eintritt,  ist  allerdings  keine 
Figur  und  dürfte  in  der  formalen  Arithmetik  überhaupt  keine  Stelle  haben. 
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§  124.  Wie  wird  nun  das  Irrationale  in  die  formale  Arithmetik  ein- 
geführt? Auf  den  ersten  Anblick  ganz  wie  bei  Cantor,  dessen  Funda- 
mentalreihen den  Zahlreihen  Heines  und  den  Zahlenfolgen  Thomaes  ent- 
sprechen. Aber  die  Glieder  der  Cantorschen  Fundamentalreihen  sind  nicht 
sichtbare,  greifbare  Figuren,  sondern  unsinnlicher  Art,  wie  es  scheint,  wo- 
hingegen die  Zahlreihen  Heines  und  die  Zahlenfolgen  Thomaes  offenbar 
aus  sinnlichen  Figuren  bestehen  sollen.  Wenn  diese  Auffassung  richtig 
ist,  so  ist  jene  Aehnlichkeit  der  Theorien  nur  äusserlich  und  unwesentlich. 
Obwohl  klare  Aussprüche  dieser  Schriftsteller,  wie  es  scheint,  darüber  fehlen, 
dürfen  wir  wohl  vermuthon,  dass  die  reihende  Beziehung  bei  Heine  und 
Thomao  räumlich  ist  Wir  nehmen  an,  dass  eine  Heinesche  Zahlenreihe 
ebenso  wie  eine  Thomaesche  Folge  von  Zahlen  eine  Gruppe  von  Zahlfiguren 
sei,  die  von  links  nach  rechts  in  nicht  zu  grossen  Abständen  nebeneinander 
geschrieben  sind,  und  dass  jede  dieser  Figuren  ein  Term  dieser  Folge 
genannt  werde.  Man  wird  noch  hinzufügen  müssen,  dass  zwischen  den 
einzelnen  Tennen  nur  leere  Tafelfläche  sichtbar  sein  dürfe. 

Nun  ist  der  Heineschen  Darstellung  zu  entnehmen,  dass  eine  solche 
Reihe  ins  Unendliche  fortlaufen  solle.  Um  sie  herzustellen,  brauchten  wir 
aber  eine  unendlich  lange  Tafel,  unendlich  viel  Kreide  und  unendlich  lange 
Zeit.  Man  mag  es  als  unerhört  grausam  schelten,  einen  so  hohen  Geistes- 
flug durch  einen  so  hausbackenen  Einwand  niederschlagen  zu  wollen;  aber 
damit  wird  dieser  nicht  widerlegt.  Wenn  man  die  Zahlen  zu  greifbaren 
Figuren  macht  und  sich  auf  diese  ihre  Greifbarkeit  stützt,  um  ihrer  Existenz 
sicher  zu  sein,  nun  dann  muss  man  sie  auch  allen  Bedingungen  eines 
solchen  stofflichen  Daseins  unterwerfen.  Hier  erkennen  wir  ein  sonder- 
bares Verhängnis,  dass  bei  Heine  grade  durch  die  Greifbarkeit  der  Zahlen 
die  Existenz  der  Zahlenreihen  und  damit  zugleich  die  der  irrationalen 
Zahlen  vernichtet  wird,  die  doch  durch  eben  diese  Greifbarkeit  gewähr- 
leistet werden  sollte. 

Heine  stellt  nun  die  Forderung  auf,  einer  jeden  Zahlenreihe  ein  Zeichen 
hinzuzufügen,  und  sagt: 

„Man  führt  als  Zeichen  die  Reihe  selbst  ein,  diese  in  eckige  Paren- 
thesen gesetzt,  sodass  z.  B.  das  zur  Reihe  a.  6,  e  etc.  gehörende  Zeichen 
[a,  6,  o  etc.]  ist." 

Um  hiervon  Gebrauch  machen  zu  können,  müsste  man  erst  die  Kunst 
erfinden,  eine  ins  Unendliche  fortlaufende  Reihe  in  Parenthesen  zu  setzen. 

Heine  definirt  weiter: 

„Allgemeinere  Zahl  oder  Zahlzeichen  heisst  das  zu  einer  Zahlreihe 
gehörende  Zeichen." 

Demnach  wäre  eine  in  eckige  Parenthesen  gesetzte  Zahlenreihe,  falls 
es  eine  solche  gäbe,  eine  allgemeinere  Zahl.  Wir  erkennen  hieraus,  dass 
die  Zahlenreihen  nicht  in  ihrer  ursprünglichen  Nacktheit,  sondern  in  ihrer 
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Bekleidung  mit  eckigen  Klammern  den  eigentlichen  Gegenstand  der  Heine- 
schen Betrachtung  bilden  sollen1). 

§  135.  Thomae  sucht  die  Schwierigkeit,  die  das  Fortlaufen  einer 
Reihe  ins  Unendliche  für  die  formale  Arithmetik  hat,  durch  eine  Defini- 
tion der  unendlichen  Folge  zu  umgehen.    £r  sagt  im  §  5: 

„Eine  Folge  von  (zunächst  gemeinen)  Zahlen  (at  at  a8  .  .  an  .  .)  heisst 
eine  unendliche  Folge,  wenn  kein  Term  in  ihr  ein  letzter  ist,  sondern  wenn 
nach  einer  zu  gebenden  Vorschrift  immer  wieder  neue  und  neue  Tenne 
gebildet  werden  können." 

Wenn  wir  nicht  wüssten,  wohinaus  Thomae  wollte,  könnten  wir  an 
eine  in  sich  zurücklaufende  Anordnung  von  Zahlfiguren  denken.  Da  dies 
offenbar  nicht  gemeint  ist,  so  muss  eine  Folge  von  Zahlfiguren  immer  zwei 
Enden  haben,  und  ein  Term  wird  immer  der  letzte  sein.  Wegen  des 
letzten  mit  „sondern"  anfangenden  Satzes  ist  jedoch  anzunehmen,  dass 
„letzter"  hier  nicht  im  gewöhnlichen  Sinne  zu  nehmen  ist  Ich  setze  hier 
unten  eine  Zahlenfolge')  hin 

2    3  5 

und  frage :  ist  sie  nach  Thomae  eine  unendliche  ?  Wenn  die  Zweifigur  erster 
Term  genannt  wird,  so  wird  nach  dem  Sprachgebrauche  die  Fünffigur 
letzter  Term  zu  nennen  sein.  Danach  hätten  wir  keine  unendliche  Folge. 
Aber  der  Nachdruck  liegt  in  der  Thomaeschen  Erklärung  auf  dem  Können. 
Die  Fünffigur  ist  nach  Thomae  nicht  letzter  Term,  wenn  nach  einer  zu 
gebenden  Vorschrift  immer  neue  und  neue  Terme  gebildet  werden  können. 
Es  ist  aber  dazu  nicht  nöthig,  dass  immer  neue  und  neue  Terme  wirklich 
gebildet  werden;  die  Möglichkeit  genügt;  die  Folge  braucht,  solange  sie 
besteht,  nie  mehr  als  jene  drei  Terme  zu  enthalten  und  wäre  doch  eine 
unendliche,  wenn  jene  Möglichkeit  bestände.  Besteht  sie?  Für  einen  all- 
mächtigen Gott,  ja;  für  einen  Menschen,  nein.  Wir  stossen  hier  auf  den 
schwierigen  Begriff  des  Möglichen,  sehen  aber,  dass  es  für  die  Entscheidung 
unserer  Frage  ganz  gleichgültig  ist,  aus  welchen  Termen  unsere  Folge 
besteht.  Die  Folgen  werden  hierdurch  nicht  eingetheilt  in  endliche  und 
unendliche,  sondern  entweder  werden  sie  sämmtlich  endlich,  oder  sämmtlich 
unendlich  sein,  je  nach  dem  Sinne,  den  wir  mit  dem  Worte  „können"  ver- 
binden. Wir  haben  einen  ähnlichen  Fall  bei  einer  Häuserreihe,  die  sich 
von  einer  Stadt  aus  allmählich  ins  Feld  verlängert.  Wir  können  definiren: 
„Eine  Reihe  von  Häusern  heisst  eine  unendliche  Reihe,  wenn  kein  Haus 
in  ihr  ein  letztes  ist,  sondern  wenn  nach  einer  zu  gebenden  Vorschrift 
immer  neue  und  neue  Häuser  gebaut  werden  können."    Setzen  wir  dabei 

1)  Uebrigens  ist  der  bestimmte  Artikel  vor  „zu  einer  Zahlenreihe  gehörende 
Zeichen"  auffallend,  da  man  ja  verschiedene  Zeichen  derselben  Zahlenreihe  zuordnen 
kann,  von  welcher  Möglichkeit  Heine  auch  Gebrauch  macht. 

2)  Im  Folgenden  mag  sie  die  Folge  F  heissen.  Sie  soll  in  den  folgenden  Be- 
trachtungen als  Beispiel  zu  Grunde  gelegt  werden. 
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menschliches  Können  voraus  und  verstehen  wir  das  Wort,  „immer"  im 
strengsten  Sinne,  so  wird  hiernach  keine  Häuserreihe  eine  unendliche  sein. 
Unter  denselben  Voraussetzungen  und  aus  demselben  Grunde  ist  keine 
Folge  von  Zahlfiguren  eine  unendliche;  denn  wir  sehen  voraus,  dass  die 
Möglichkeit  der  Fortsetzung  einmal  aufhören  wird. 

Wir  erkennen  wohl,  wie  vergeblich  es  ist,  uns  durch  eine  Definition 
über  die  Beschränktheit  unseres  Könnens  täuschen  zu  wollen. 

§  1*26.  Aber  zu  welchem  Zwecke  brauchen  wir  denn  unendliche 
Zahlenfolgen  ?  Aus  der  Beantwortung  dieser  Frage  wird  sich  vielleicht 
deutlicher  erkennen  lassen,  was  wir  unter  diesem  Ausdrucke  zu  verstehen 
haben.    Thomae  schreibt  : 

„Eine  Folge  (dl  öt  d3  .  .  dn  .  .)  heisst  eine  Nullfolgo,  es  wird  ihr  die 
Zahl  Null  durch  das  Gleichheitszeichen  zugeordnet 

0  =  (<Ji  dt  d9  .  .  dn  .  .), 
wenn  die  Zahlen   i,  d,  .  .  dR  ,  .  mit  wachsendem  Index   beliebig  klein 
werden,  sodass  für  jede  noch  so  kleine  Zahl  a  ein  n  so  gefunden  werden 
kann,  dass  alle  Termo  dn  <5n+i  <5»4-2  •  •  •  absolut  genommen  kleiner  als 
a  sind." 

Hier  stören  die  Bezeichnungen.  Wir  wissen  z.  B.  noch  nicht,  was  ein 
Index  bei  einer  Zahlenfolge  ist.  In  dem  Gebilde  »(c^  ds  d8  .  .  drt  .  .)« 
sieht  man  zwar  Indices;  aber  diese  Vereinigung  von  Buchstaben,  Ziffern, 
Punktchen  und  Klammern  ist  keine  Zahlenfolge. 

Wir  werden  wohl  nicht  fehlgehen,  wenn  wir  unter  dem  Index  eines 
Terms  einer  Folge  eine  Ordnungszahl  verstehen,  die  angiebt,  dor  wievielste 
dieser  Term  in  dor  Folge  ist.  Das  n,  von  dem  in  der  Thouiaeschen  Er- 
klärung die  Bede  ist,  wird  also  nicht  eine  Zahlfigur,  sondern  eine  Zahl 
sein.  Nehmen  wir  an,  wir  hätten  als  solches  n  in  einem  Falle  gefunden 
!>(99)!  Dürfen  wir  nun  die  Worte  ..der  U<V9>te  Term  der  Folge  F*  ge- 
brauchen? Nicht  eher,  als  wir  wissen,  dass  die  Folge  !)(99)  Termo  enthalte. 
Sonst  ist.  ..der  f»(99'te  Term  der  Folgo  F-1  ein  Eigenname  ohne  Bedeutung, 
weil  ein  J*\fj9Her  Term  einen  fiK'9*) —  l)ten  voraussetzt.  Dabei  ist  zu 
brachten,  dass  Termo,  die  nicht  hingeschrieben  sind,  nicht  vorhanden  sind  : 
denn  die  Tenne  sind  Zahlfiguren,  und  Zahlfiguren  sind  durch  Schreiben 
erzeugte  Gebilde.  Könnten  wir  aber  nicht  vom  !i(9  Hen  Terme  der  Folge  /* 
sprechen  mit  dem  Zusätze  „falls  er  vorhanden  wäre"  ?  Ja,  ebenso  wie  vom 
ältesten  Manne,  der  auf  dem  hundertsten  Grade  nördlicher  Breite  wohnt, 
falls  er  vorhanden  wäre.  Man  mag  von  solchem  interessant  fabuliren;  aber 
in  die  Wissenschaft  gehört  es  nicht  hinein. 

Wenn  also  Thomae  unter  »dH«  den  nten  Term  einer  Folge  versteht, 
so  begiebt  er  sich  ins  Reich  der  Dichtung,  sobald  die  Zahl  n  so  gross  ist, 
dass  nicht  mehr  mit  Sicherheit  das  Vorhandensein  sovieler  Terme  ange- 
nommen werden  kann. 
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Wenn  von  einer  noch  so  kleinen  Zahl  a  die  Rede  ist,  müssen  wir  uns 
erinnern,  dass  „Zahl"  hier  soviel  wie  „Zahlfigur"  bedeutet,  dass  auf  der 
ganzen  Erde  nur  eine  endliche  Menge  von  Zahlfiguren  vorhanden  ist  und 
dass  wir  daran  durch  Hinschreiben  neuer  Zahlfiguren  nichts  ändern  können. 
Man  weise  nicht  auf  unendlich  viele  mögliche  Zahlfiguron  hin :  denn  nur 
die  wirklichen  sind  Zahlfiguren.  Eine  blos  mögliche  ist  gar  keine  Zahl- 
figur.  Vielleicht  haben  wir  eine  Vorstellung  einer  Zahlfigur  und  halten  es 
auch  für  möglich,  eine  solche  hinzuschreiben;  aber  dann  haben  wir  eben 
nur  eine  Vorstellung,  keine  Zahlfigur.  Ferner  ist  es  sehr  zweifelhaft,  ob 
es  möglich  sei,  unendlich  viele  Zahlfiguren  zu  bilden.  Von  einer  unbe- 
grenzten Annäherung  an  die  Nullfiguren  kann  hier  also  garuicht  die  Rede 
sein,  selbst  wenn  wir  eine  Beziehung  zwischen  Zahlfiguren  zugeben  wollten, 
die  durch  die  Worte  „absolut  kleiner  als"  bezeichnet  würde. 

§  127.    Beim  Worte  „alle"  macht  Thomae  folgende  Anmerkung: 
„Da   alle   Tenne   nicht   angeschrieben   werden  können,   so   ist  unter 
„„alle""  hier  wie  in  ahnlichen  Fällen  zu  verstehen,  soviel  man  auch  Tenne 
bildeil  mag,  oder,  um  negativ  zu  reden,  von  einem  bestimmten  Index  ab 
ist  kein  Term  ><j." 

Hierbei  ist  einiges  zu  erinnern.  Die  Nullfolgen  sollen  ohne  Zweifel 
unendlich  sein;  d.  h.  es  soll  möglich  sein,  immer  neue  und  neue  Tenne  zu 
bilden,  d.  h.  hinzuschreiben.  Nun  wird  hier  gesagt,  dass  alle  Tenne  nicht 
angeschrieben  werden  können.  Daraus  ist  zu  entnehmen,  dass  eino  Xull- 
fojge  nach  Thomae  besteht  erstens  aus  Tennen,  die  angeschrieben  sind, 
zweitens  aus  Termen,  die  nicht  angeschrieben  sind,  aber  angeschrieben 
werden  können,  und,  wie  es  scheint,  drittens  aus  Termen,  die  nicht  ange- 
schrieben worden  können.  Dem  entsprechend  würde  etwa  eine  unendliche 
Häusorreihe  bestehen  erstens  aus  Häusern,  die  gebaut  sind,  zweitens  aus 
solchen,  die  nicht  gebaut  sind,  aber  gebaut  werden  können,  und  drittens 
aus  Häusern,  die  weder  gebaut  sind,  noch  gebaut  werden  können.  Eine 
solche  Häuserreihe  würde  also,  im  Wirklichen  anfangend,  sich  durch  das 
Reich  des  blos  Möglichen  bis  ins  Unmögliche  erstrecken.  Kine  merk- 
würdige Häuserreihe! 

§  128.  Sollte  nicht  der  Fnrmalarithmetiker  hier  wieder  seinem  Plane 
untreu  geworden  sein?  Wir  wissen,  wie  nahe  das  liegt,  weil  wir  nun  ein- 
mal gewohnt  sind,  die  Zahlfiguron  als  Zahlzeichen  zu  betrachten,  nämlich 
als  Eigennamen,  die  etwas  bezeichnen.  Daher  wirkt  das  Häuseibeispiel  so 
befreiend,  weil  die  Erinnerung  an  die  inhaltliche  Arithmetik  hier  wegfällt, 
während  kein  Unterschied  besteht,  der  für  unsere  Frage  in  Betracht  käme ; 
denn  sowohl  Häuser,  als  auch  Zahlfiguron  sind  Erzeugnisse  zweckbewusster 
menschlicher  Thätigkeit,  und  darauf  allein  kommt  es  an.  Konnte  mau  doch 
dio  Häuser  selbst  statt  der  Zahlfiguren  vorwenden.    Das  Bauen  entspräche 
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dem  Hinschreiben,  das  Nieden-eissen  dem  Auslöschen.  Uinschi-eiben  und 
Auslöschen  sind  ja  die  Spielhandlnngen  im  Rechenspiele.  Man  könnte  also 
leicht  alle  Spielregeln  diesem  Falle  anpassen. 

In  der  inhaltlichen  Arithmetik  hat  es  ja  nichts  Befremdliches,  zu  sagen, 
dass  alle  Tenne  einer  Folge  nicht  hingeschrieben  werden  können ;  denn 
was  da  hingeschrieben  wird,  sind  Zeichen  der  Tenne.  Hierdurch  werden 
die  Tenne  selbst  nicht  geschaffen,  und  deren  Bestand  wird  durch  das  Hin- 
schreiben oder  Nichthinschreiben  garnicht  berührt  Ganz  anders  im  Rechen- 
spiele !  Hier  sind  die  Zahlfiguren  selbst  die  Tenne.  Nicht  hingeschriebene 
Zahlfiguren  sind  so  wenig  vorhanden  wie  nicht  gebaute  Häuser.  Wenn 
nur  drei  Terme  angeschrieben  sind,  so  besteht  die  Folgo  auch  nur  aus  drei 
Termen.  Wie  könnte  man  hier  noch  sagen,  dass  alle  Terme  der  Folge 
nicht  angeschrieben  werden  können !  Was  kann  im  Rechenspiele  eine 
Zahlenfolge  anderes  sein  als  ein  Ganzes,  eine  Gruppe,  bestehend  aus  ge- 
schriebenen Figuren?  Wenn  eine  solche  Gruppe  nicht  angeschrieben  werden 
kann,  so  kann  sie  nicht  entstehen.  Und  da  es  solche  Zahlenfolgen  nicht 
von  Ewigkeit  her  giebt,  so  giebt  es  dann  Oberhaupt  keine  und  wird  es 
keine  geben.  Wenn  aber  eine  Zahlenfolge  hingeschrieben  wird,  so  werden 
alle  ihre  Tenne  hingeschrieben;  denn  nur  in  ihnen  hat  sie  ihren  Bestand. 

Thomae  gebraucht  in  seiner  Anmerkung  den  Ausdruck  „soviele  man 
auch  Terme  bilden  mag";  wenn  hier  statt  „bilden  mag"  stände  „gebildet 
hat  und  bilden  wird",  so  wäre  nichts  dagegen  zu  sagen.  Aber  Terme, 
welche  nur  möglich  sind,  aber  nie  hingeschrieben  worden,  sind  in  der 
formalen  Arithmetik  keine  Tenne. 

Ebensowenig  wie  zu  befürchten  steht,  dass  die  Bäume  in  den  Himmel 
wachsen,  können  die  Zahlenfolgen  ohne  Ende  fortgesetzt  worden.  Jede 
wird  einmal  ihre  grösste  Länge  erreicht  haben.  Betrachten  wir  unsere 
Folge  F  in  diesem  Augenblicke!  Die  Anzahl  ihrer  Terme  sei  dann  n;  der 
(n — l)te  Term  sei  eine  Zweifigur,  der  nte  eine  Einsfigur.  Wir  weiden 
dann  vielleicht  sagen  können:  alle  auf  den  (n —  2)ten  folgenden  Terme 
sind  kleiner  als  eine  Dreifigur;  ebonso  auch:  alle  auf  den  (n —  l)ten 
folgenden  Terme  sind  kleiner  als  eine  Zweifigur,  und  endlich :  alle  auf  den 
nten  folgenden  Terme  sind  kleiner  als  eine  Einsfigur;  da  nämlich  auf  den 
nten  kein  Term  folgt  noch  folgen  wird.  Negativ  können  wir  auch  sagen: 
Kein  auf  den  n-Term  folgender  ist  grösser  als  eine  Einsfigur.  Danach 
wäre  also  unsere  Folge  eino  Nullfolge.  Mit  demselben  Rechte  freilich 
könnten  wir  behaupten:  kein  auf  den  nten  Term  folgender  ist  kleiner  als 
eine  Neunfigur.  Denn  da  es  überhaupt  keinen  auf  den  nten  Term  fol- 
genden giebt,  giebt  es  auch  keinen  solchen,  der  kleiner  wäre  als  eine 
Neunfigur. 

Das  ist  die  Weise,  wie  Thomaes  Worte  streng  genommen  verstanden 
werden  müssen ;  aber  offenbar  sollen  sie  nicht  so  verstanden  werden. 
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§  1*29.  Denken  wir  an  folgenden  Fall !  Uns  sei  eine  Vorschrift  V 
gegeben  zur  Fortsetzung  unserer  Folge  F.  Wir  können  mm,  nehmen  wir 
an,  ohne  etwas  über  die  zukünftige  Lange  unserer  Folge  zu  wissen,  aus 
der  Beschaffenheit  der  Vorschrift  den  Satz  folgern,  dass  alle  Tenne,  wenn 
es  einmal  solche  geben  sollte,  welche  nach  unserer  Vorschrift  hingeschrieben 
und  durch  einen  Index  grösser  als  hundert  zu  kennzeichnen  waren,  kleiner 
sein  werden  als  eine  Einstigur.  Wenn  nun  ein  solcher  Satz  zu  folgern 
ist  für  jede  positive  Zahltigur  a  statt  der  Einstigur,  wobei  nur  statt  der 
Zahl  hundert  eine  andere  zu  nehmen  wäre,  so  wird  Thomac  dio  Folge  wohl 
für  eine  Nullfolge  erklaren. 

Hierbei  muss  jedoch  immer  im  Auge  behalten  werden,  dass  die  Monge 
der  positiven  Zahlfiguren  eine  endliche  ist  und  stets  bleiben  wird. 

Ferner  bemerken  wir,  dass  die  Möglichkeit  solcher  Folgerungen  von 
der  Vorschrift  hauptsächlich  abhängt,  diese  aber  durch  die  Folge  F,  wie 
sie  uns  vor  Augen  steht,  garnicht  bestimmt  ist.  Das  würde  eher  zur  De- 
finition einer  Nullvorschrift  als  zu  der  oincr  Xullfolge  berechtigen. 

§  180.  Aber  auch  eine  Nullvorschrift  würde  sich  so  nicht  detiniren 
lassen.  Dass  der  Satz  „alle  nach  der  Vorschrift  V  gebildeten  Tenne,  deren 
Index  grösser  als  hundert  ist,  sind  kleiner  als  eine  Einstigur'4  aus  dem 
Wesen  der  Vorschrift  V  folge,  kann  nicht  nls  Merkmal  gebraucht  werden. 
Es  ginge  noch,  wenn  er  ganz  formal  folgte,  etwa  wie  aus  dem  Satze  „A 
ist  ein  B"  folgt  „es  giebt  ein  /?"  ganz  unabhängig  von  den  Bedeutungen 
von  »  A  €  und  »Z?«,  nur  vorausgesetzt,  dass  diese  Zeichen  etwas  bedeuten. 
Aber  das  ist  hier  offenbar  nicht  der  Fall.  Wir  kennen  zwar  nicht  die 
Bedeutung  der  Worte  „kleiner  sein  alsu  iti  der  Theorie  des  Rechenspiels, 
aber  jedenfalls  wird  sie  liier  in  Betracht  kommen,  und  Sätze  werden  heran- 
zuziehen sein,  welche  die  Beschaffenheit  dieser  Beziehung  ins  Licht  setzen, 
Sätze,  die  wir  hier  freilich  nicht  kennen,  deren  Geltung  wir  aber  annehmen 
müssen.  Man  muss  vielleicht  noch  Sätze  hinzunehmen,  die  über  die  in  der 
Vorschrift  etwa  erwähnton  Gegenstände,  Begriffe  ,  Beziehungen  nähere 
Auskunft  geben.  Und  diese  Sätze  werden  vielleicht  von  andern  Gegenständen, 
Begriffen,  Beziehungen  handeln,  die  ihrerseits  andere  Sätze  heranzuziehen 
nöthigen.  Vielleicht  befindet  sich  unter  ihnen  der  zu  beweisende  Satz  selber. 

Da  also  die  Vorschrift  allein  nicht  hinreicht,  und  da  nicht  genau  an- 
zugeben ist,  welche  Sätze  noch  heranzuziehen  wären,  hat  es  eigentlich 
keinen  Sinn,  zu  sagen,  aus  der  Vorschrift  folge  das  und  das.  Wir  müssen 
es  daher  aufgeben,  den  Umstand,  dass  ein  Satz  aus  der  Vorschrift  V  folge, 
zur  Definition  zu  gebrauchen.  Wir  können  nur  den  Satz  selbst  so  ver- 
wenden, den  Satz  etwa,  dass  es  für  jede  positive  Zahltigur  a  einen  Index 
n  giebt  der  Art,  dass  ein  Tenn  einer  Folge  kleiner  ist  als  a,  wenn  er  nach 
der  Vorschrift  Y  gebildet  ist  und  wenn  sein  Index  grösser  als  n  ist. 

Aber  ein  hypothetischer  Gedanko  ist  immer  wahr,  wenn  die  Bedingung 
nie  erfüllt  ist.    So  kann  man  immer  mit  Wahrheit  behaupten :  wenn  ein 


Digitized  by  Google 


—    134  — 


Mann  ohne  Nahrung  tausend  Jahre  alt  geworden  i.st,  bekommt  er  grüne 
Haare.  Es  kann  uns  hier  also  zur  Definition  der  Nullfolge  nichts  nützen, 
da.-s  wir  ansehen,  was  unter  Bedingungen  stattfinden  würde,  die  nicht 
erfüllt  sind  und  nie  erfüllt  sein  werden. 

§  181.  Wir  erkennen  hier  das  tinheilbare  Missverhältnis  zwischen 
dem,  was  die  Einführung  des  Irrationalen  erfordert,  und  dem.  was  die 
formale  Arithmetik  bieten  kann.  Um  das  Irrationale  einzuführen,  brauchen 
wir  unendlich  viele  Zahlen,  und  die  formale  Arithmetik  hat  von  Zahlfiguren 
nur  eine  endliche  Menge.  Daran  können  alle  Definitionen,  kann  alles  Drehen 
und  Wenden  nichts  ändern.  In  der  That  setzt  ja  auch  Thomae  unendlich 
viele  Terme  seiner  Folgen  voraus  indem  er  Zeichen  wie  ><5n  <  ohne  obere 
Grenze  für  n  als  Vertreter  bedeutungsvoller  Eigennamen  gebraucht,  obwohl 
es  in  unendlich  vielen  Fällen  nichts  giebt,  was  durch  ein  solches  Zeichen 
bezeichnet  werden  könnte. 

Wenn  eine  unendliche  Zahlenfolge  aus  Zahlfiguren  und  weiter  nichts 
besteht,  wenn  Zahlfiguren  durch  Schreiben  erzeugte  Gebilde  sind,  so  kann 
auch  eine  solche  Zahlenfolge  hingeschrieben  werden.  Man  thue  es!  Was 
wird  man  erhalten?  Eine  Reihe,  die  mit  einer  Figur  anfängt  und  mit 
einer  Figur  endet.  Nun  kann  man  ja  eine  Definition  gehen,  nach  der  diese 
ho  hingeschriebene  Folge  dennoch  eine  unendliche  ist;  aber  was  nützt  es? 
Die  Unendlichkeit,  welche  wir  zur  Einführung  des  Irrationalen  brauchen, 
erhalten  wir  so  doch  nicht.  Was  nützt  uns  das  Wort  „unendlich",  wenn 
uns  die  Sache  fehlt,  auf  die  es  ankommt  ! 

Da  die  Wirklichkeit  nicht  hinreicht,  soll  die  Möglichkeit  oder  gar  die 
Unmöglichkeit  aushelfen,  wie  wir  gesehen  haben,  vergebens.  Wenn  Mos 
mögliche  Figuren  ein  Ersatz  für  wirkliche  sein  könnten,  brauchten  wir 
die  wirklichen  nicht. 

Dieser  Sachverhalt  wird  dadurch  verhüllt,  dass  die  inhaltliche  Arith- 
metik immer  unwillkürlich  zur  Ergänzung  herangezogen  wird.  Sie  schimmert 
in  der  That  überall  so  deutlich  durch  die  Hülle  der  formalen,  dass  wir  sie 
manchmal  allein  zu  sehen  glauben.  Man  bedenkt  aber  dabei  nicht,  dass 
Vieles,  was  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  seinen  guten  Grund  hat,  in  der 
formalen  unberechtigt  ist.  Man  vergisst  immer  wieder  die  tief  greifenden 
Unterschiede.  Mancher  Leser  hat  vielleicht  unsore  Einmischung  der  Zeit 
als  ganz  unmathematisch  verdammt,  dass  wir  z.  B.  von  einer  Folge  an- 
genommen haben,  ihre  Längo  ändre  sich  in  der  Zeit.  Dieser  Tadel  wäre 
auf  dem  Standpunkte  der  eigentlichen  oder  inhaltlichen  Arithmetik  ganz 
berechtigt  ;  in  der  formalen  aber  wird  durch  die  Sache  selbst  die  Zeit 
eingeführt ;  denn  während  die  eigentlichen  Zahlen  zeitlos  sind,  entstehen 
und  vergehen  die  Zahlfiguren  in  der  Zeit,  in  ihr  geschehen  auch  die  Spiel- 
handlungen. 
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§  132.    Thomae  schreibt  : 

„Die  einfachste  Nullfolge  ist  natürlich  (0  0  0..0..)." 

Wir  fragen  nun :  bezeichnet  diese  Figurengruppe  eine  Zahlenfolge,  odor 
ist  sie  eine?  Nach  dem  sonst  gewohnten  Zeichongobrauche  müssten  wir 
jenes  annehmen ;  da  aber  die  Nullfiguren  hier  keine  Zeichen  sind,  sondern 
eben  Figuren,  so  müssen  wir  uns  wohl  dafür  entscheiden,  dass  jene  Figuren- 
gruppe nach  Thomaes  Absicht  eine  Zahlenfolge  sei.  Ist  sie  das  aber 
wirklich?  Wir  haben  angenommen,  dass  die  Zahlenfolgen  aus  Zahlfiguren 
und  weiter  nichts  bestehen;  hier  aber  sehen  wir  noch  Pünktchen  und 
Klammern.  Die  Letzten  mögen  wir  vielleicht  als  blosse  Bekleidung  ab- 
rechnen dürfen.  Was  haben  aber  die  Pünktchen  mit  der  Zahlenfolge  zu 
thun?  Sollen  sie  Nullfiguren  vertreten?  Aber  warum  stehen  dann  die 
vertretenen  Nullfiguren  nicht  selber  da?  Das  wäre  einfacher.  Wir  hätten 
dann  eine  Folge  bostehend  aus  acht  Nullfiguren.  Ob  wir  dann  freilich  eine 
Nullfolge  im  Thomaeschen  Sinne  hätten,  mag  bezweifelt  werden.  So  haben 
wir  nicht  einmal  eine  Folge  von  Zahlfiguren,  sondern  eine  Reihe,  die  theils 
aus  Zahlfiguren,  theils  aus  Pünktchen  besteht.  Nur  die  Gruppe  der  ersten 
drei  Nullfiguren  können  wir  als  Folge  von  Zahlfiguren  fassen ;  die  vierte 
Nullfigur  wird  schon,  weil  durch  Pünktchen  von  jenen  getrennt,  nicht  mehr 
hinzugerechnet  wei  den  können.  Sollen  die  Pünktchen  dazu  auffordern,  sich 
noch  unbestimmt  viele  Nullfiguren  vorzustellen?  Vorstellungen  von  Null- 
figuren sind  keine  Nullfiguren,  und  eine  Vorstellung  von  unbestimmt  vielen 
Nullfiguren  ist  jedenfalls  sehr  verschwommen.  Dann  stände  jene  ganze 
Figurengruppe  nicht  für  sich  selber  da  wie  eine  Gruppe  von  Schachfiguren, 
sondern  die  durch  sie  erweckten  Vorstellungen  wären  die  Hauptsache.  Wir 
hätten  dann  doch  wieder  etwas  wie  ein  Zeichen.  Wäre  nun  die  damit 
verknüpfte  Vorstellung  eine  Nullfolge?  Bestände  sie  aus  Zahlfiguren? 
Schwerlich!  Wie  wir  uns  auch  drehen  und  wenden  mögon,  wir  gelangen 
nicht  zu  einer  Auffassung  unserer  Figurengruppe,  die  mit  dem  Grund- 
gedanken der  formalen  Arithmetik  verträglich  wäre. 

§  138.  Die  Sache  wird  noch  schwieriger,  wenn  wir  statt  der  Zahl- 
figuren Buchstaben  mit  Indices  haben.  Ueber  den  Gebrauch  der  Buch- 
staben in  dor  formalen  Arithmetik  ist  nichts  gesagt,  obwohl  er  von  dem 
in  der  inhaltlichen  abweichen  wird.  Wie  ist  z.  B.  eine  Gruppo  von  Buch- 
Htaben  mit  Indices  aufzufassen,  welche  wir  in  dem  Satze 

„Eine  Folge  von  zunächst  gemeinen  Zahlen  (a,  a2  a3  .  .  aH  .  .)  heisst 
eine  unendliche  Folge" 
haben?  Das  erinnert  an  Wendungen  wie  „ein  Feldherr  Caesar".  Hier 
ist  „Caesar"  Eigenname  und  man  könnte  auch  »(a,  at  as  .  .  an  .  .)  «  als 
Eigennamen  einer  Zahlenfolge  auffassen.  Abor  offenbar  soll  hier  keine 
bestimmte  Folge  bezeichnet  werden.  Ebenso  wenig  ist  diese  Gruppe  selbst 
eine  Zahlenfolge.    Man  kann  nun  vermuthen,  sie  deute  eine  Folge  nur  an, 
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wio  man  etwa  sagt  „eine  Primzahl  pu.  Hier  ist  der  Buchstabe  zwar  kein 
Eigenname,  vertritt  aber  einen  solchen.  Man  schreibt  Buchstaben  statt 
der  Eigennamen,  um  der  Betrachtung  Allgemeinheit  zu  verleihen.  Es  ist 
aber  immer  möglich,  auf  einen  bestimmten  Fall  zu  kommen,  indem  man 
die  Buchstaben  durch  Eigennamen  ersetzt,  z.B.  statt  des  Buchstaben  >pi 
den  Eigennamen  »7c  schreibt,  Man  beachte  wohl:  den  Eigennamen,  nicht 
die  Figur!  Wenn  man  dem  entsprechend  in  unserm  Falle  »a,«  »  a,  c 
u.  s.  w.  als  Vertreter  von  Eigennamen  und  zwar  von  Zahlzeichen  annähme, 
so  erhielte  man  beim  Uoborgange  zu  einem  besondern  Falle  etwa 
>(3  7  1  .  .  2  .  .)«,  und  hierin  bezeichnete  jedes  Zahlzeichen  eine  Zahl.  Was 
freilich  das  Ganze  bezeichnen  sollte,  bliebe  unklar,  weil  darüber,  was  eine 
solche  Verbindungsweise  von  Zeichen  bedeute,  keine  Erklärung  vorliegt. 
Jedenfalls  befanden  wir  uns  auf  dem  Boden  der  inhaltlichen  Arithmetik. 
Aber  selbst,  wenn  wir  fehlerhafterweise  die  Zahlzeichen  als  Figuren  be- 
trachten wollten,  bezeichnete  die  ganze  Figurengruppe  weder  eine  Zahlen- 
folge, noch  wäre  sie  eine  solche,  wie  wir  oben  gesehen  haben. 

Wir  gelangen  demnach  zu  keiner  befriedigenden  Auffassung  von 
»(at  az  a3  .  .  an  .  .U,  wenn  wir  es  in  seine  Bestandteile  auflösen.  Wir 
werden  es  also  ohne  Rücksicht  auf  seine  Zusammensetzung  annehmen  müssen. 
Dann  aber  wird  ein  einzelner  Buchstabe  dieselben  Dienste  leisten,  und  wir 
werden  sagen  können  „eine  Zahlenfolge  F*\  wie  wir  etwa  sagen  „eine 
Primzahl  pu. 

§  134.    Nun  fährt  Thomae  im  §  5  fort  : 

„Einer  solchen  Folge  ordnen  wir  ein  Zeichen  zu  und  drücken  die  Zu- 
ordnung durch  das  Gleichheitszeichen  aus, 

a  =  (a,  a8  a3  .  .  an  .  .)." 
Diese  Zuordnung  eines  Zeichens  als  besonders  bedeutsame  Handlung 
haben  wir  schon  bei  G.  Cantor  gesehen;  sie  findet  sich  auch  bei  Heine. 
Der  links  stehende  Buchstabe  »  a  «  vertritt  hier  offenbar  einen  Eigennamen. 
Dasselbe  thut  aber  die  rechte  Seite.  Wir  können  dafür  wio  oben  einen 
einzelnen  Buchstaben  »  F<  schreiben 

»  a  =  F*. 

Wenn  wir  nun  auf  einen  besondern  Fall  kommen  wollen,  so  müssen  wir 
sowohl  für  »F*  als  auch  für  >ac  einen  Eigennamen  einsetzen.  Dann 
haben  wir  aber  schon  einen  Kigennamen  der  betrachteten  Folge,  nämlich 
den  für  >  Fe  eingesetzten,  und  brauchen  ihr  nicht  erst  einen  zuzuordnen. 

Nehmen  wir  einen  besondern  Fall !  Wir  schreiben  mit  Kreide  auf  eine 
Tafel  von  links  nach  rechts  aufeinanderfolgend  eine  Zweifigur,  eine  Drei- 
figur  und  eine  Fünffigur.  Nehmen  wir  an,  das  so  Erzeugte  sei  eine  un- 
endliche Zahlenfolge  nach  Thomae.  Um  von  ihr  etwas  aussagen  zu  können, 
geben  wir  ihr  als  Zeichen  oder  Eigennamen  ein  umgekehrtes  lateinisches  A 
»V«   und  können  uun  z.  B.  schreibon:  Die  Folge  V  besteht  aus  einer 
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Zweifigur,  einer  Dreifigur  und  einer  Fünffigiii".  Wenn  wir  zu  irgendeinem 
Zwecke  dieser  Folge  noch  ein  anderes  Zeichen  geben  wollen,  so  steht  dem 
nichts  im  Wege,  und  wir  können  z.  B.  schreiben 

>  il  =  V  « 

worin  das  Gleichheitszeichen  die  Bedeutung  des  Zusammenfallens.  der 
ldentit.1t,  also  dessen  hat,  was  wir  Gleichheit  nennen.  Diese  Gleichung 
ergiebt  sich  aus  der  Thomaeschen 

>a  =  (al  a,  a3  .  .  an  .  .)« 
dadurch,  dass  wir  links  und  rechts  statt  der  blos  andeutenden  Zeichen 
Eigennamen  sotzon.  Nun  ist  es  freilich  unwahrscheinlich,  dass  hiermit 
Thomaes  Meinung  getroffen  sei.  Wahrscheinlicher  ist  es,  dass  er  uns  an- 
weisen würde,  links  von  unserer  Folge  ein  Gleichheitszeichen  und  davon 
wieder  links  unser  Zeichen  »  V  «  zu  schreiben,  sodass  eine  Zeirhen-  und 
Figurengruppe  von  der  Form 

>Ts2  3  5« 

entstände.  Und  hierdurch,  würde  er  etwa  sagen,  werde  das  Zeichen  »  V  « 
unserer  Folge  zugeordnet.  Das  wäre  freilich  unhaltbar.  Zunächst  nämlich 
wäre  die  linke  Soite  der  Gleichung  »a  =  (a,  at  a.s  .  .  an  .  .)  t  ganz  anders 
behandelt  als  die  rechte.  Links  wäre  für  •>  a «  ein  Eigenname  »Y«  ein- 
gesetzt, rechts  aber  der  Gegenstand  (die  Folge)  selbst.  Das  wäre  gegen 
alle  Grundsätze  des  Buchstabengebrauchs  in  der  Mathematik.  Und  so 
wäre  denn  ein  seltsames  Gemisch  von  Zeichen  und  Figuren  entstanden. 
Das  Gleichheitszeichen  wäre  weder  als  blosse  Figur  wie  im  Spiele,  noch 
auch  so  gebraucht,  wie  Thomae  es  in  der  Theorie  des  Spiels  verwendet, 
noch  auch  so,  wie  es  in  der  inhaltlichen  Arithmetik  gebraucht  wird,  sondern 
es  sollte  besagen,  dass  das  links  st.  hende  Zeichen  >  V«  die  rechts  stehende 
Folge  bezeichnen  solle.  Die  Vertauschbarkeit  der  linken  und  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  gälte  hierbei  nicht:  denn  stände,  die  Folge  links,  »V« 
aber  rechts,  so  wäre  die  Folge  damit  als  Zeichen  für  die  Figur  »  V  «  hin- 
gestellt, was  etwas  ganz  anderes  ist. 

Ob  wir  nun  hiermit  Thomaes  Meinung  getroffen  haben  oder  nicht, 
jedenfalls  ist,  es  nicht  erlaubt,  so  willkürlich  mit  dem  Gleichheitszeichen 
umzuspringen,  alsob  es  noch  garnicht  vorgekommen  wäre. 

135.     Die   folgenden    Sätze   scheinen   es   zu   bestätigen,   dass  wir 
Thomaes  Meinung  richtig  getroffen  haben.    Sie  lauten  : 

„Für  dieses  Zeichen  a  nehmen  wir  unter  Umständen  eine  genieine 
Zahl.  Wenn  nämlich  von  einem  bestimmten  Term  ab  dieselbe  Zahl  immer 
wiederkehlt,  sodass 

a,H  i  =an  \  i  =an  +  3  =  •  •  =  a 
ist,  so  wählen  wir  die  Zahl  a  als  Zeichen  für  die  Folgo.    Aber  auch  dann, 
wenn  in  (al  «.,  a  ,  .  .  an  .  .)  die  Tenne  sich  von  der  Folge  (a  a  a  .  .  a  .  .) 
nur  bez.  um  die  Tenne  einer  NullfoUje  unterscheiden    die  wir  sogleich  de- 


Digitized  by  Google 


13*  - 


finiren,  ordnen  wir  die  Zahl  a  als  Zeichen  der  Folge  (nl  a2  .  .  an  .  .)  durch 
das  Gleichheitszeichen  zu  l). 

Hiergegen  ist  zu  erinnern,  dass  dabei  verschiedene  Dinge  dasselbe 
Zeichen  bekommen,  was  gegen  aile  Grundsätze  der  Bezeichnung  verstösst. 
Das  wird  durch  dio  Erinnerung  an  die  inhaltliche  Arithmetik  freilich  ver- 
hüllt. Der  Gedanke  schimmert  hier  wohl  durch,  dass  alle  diese  Folgen 
eine  und  dieselbe  Zahl  in  nnserm  Sinne,  ein  und  dasselbe  GrrÖ8sen Ver- 
hältnis bestimmen  in  einer  Weise,  die  hier  freilich  nicht  angebbar  ist. 
weil  dazu  erst  die  Frage  „was  ist  ein  Gl  össenverhältnis ?"  beantwortet  sein 
mÖHste.  Wenn  Thomae  nun  der  Folge  ein  Zeichen  a  zuordnet,  so  will  er 
im  Grunde  wohl,  ohne  sich  dessen  ganz  bewusst  zu  werden,  jenem  Grüssen- 
verhältnisse  das  Zeichen  zuordnen,  und  dann  ist  die  Eindeutigkeit  des 
Zeichen*  in  der  That  gewahrt.    Diese  feierliche  Zeichensuordntuig  soll  ein 

Ersatz  sein  für  das,  was  eigentlich  geleistet  werden  sollte,  nämlich  die  Er- 
klärung des  Grössen  Verhältnisses  und  den  Nachweis,  dass  es  solche  giebt. 
Da  mau  die  Frucht  nicht  hat,  bietet  man  wenigstens  die  leeren  Frucht- 
schalen dar. 

5$  18C  Am  meisten  aber  werden  wir  dadurch  überrascht,  dass  der 
Flau  der  formalen  Arithmetik  hier  vollständig  scheitert,  indem  die  Zahl- 
Hguren  nun  doch  als  Zeichen  gebraucht  werden.  Wenn  man  Verwirrung 
stiften  wollt o,  könnte  man  eigentlich  nichts  Besseres  thun.  Beruhte  doch 
in  der  formalen  Arithmetik  Alles  darauf,  dass  die  Zahlfiguren  eben  nur 
Figuren  und  nicht  Zeichen  waren.  Für  Figuren  konnten  willkürliche  Regeln 
aufgestellt  werden,  bei  den  Zeichen  folgen  die  Regeln  aus  den  Bedeutungen. 

Nun  erhebt  sich  die  Frage,  ob  die  Zahlriguren,  die  als  Tenne  einer 
Folge  auftreten,  als  Zeichen  anzusehen  seien,  die  selbst  wieder  Folgen  be- 
deuten. Dann  müsste  auch  die  Fol«fe,  deren  Tenne  sie  sind,  etwas  be- 
deuten;  aber  was  denn?  Man  käme  zu  einem  Rückschreiten  ins  Unend- 
liche, wenn  mau  die  Tenne  einer  Folge  immer  wieder  als  Zeichen  für 
andere  Folgen  ansehen  wollte.  Danach  ist  wohl  anzunehmen,  dass  die 
Zahlliguren,  wenn  sie  Tenne  sind,  nicht  als  Zeichen  aufzufassen  sind.  Aber 
es  ist  fraglich,  ob  eine  solche  Scheidung  durchführbar  sei.  Jedenfalls  wäre 
diese  doppelte  Verwendungsweise  gleichgestalteter  Gebilde  bedenklich. 

§  137.  Es  wird  unnöthig  sein,  Thomaes  Darstellung  weiter  durchzu- 
nehmen. Dieser  Vorsuch  einer  formalen  Arithmetik  ist  als  gescheitert  an- 
zusehen schon  darum,  weil  er  nicht  folgerecht  durchgeführt  werden  kann. 
Die  Zablfignren  werden  zuletzt  doch  wieder  als  Zeichen  verwendet.  Das 
von  Thomao  selbst  aufgestellte  Verzeichnis  der  Spielregeln  ist  unvollständig. 

1)  Was  bedeutet  das  (Weichheitszeichen  in 
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und  wir  musst.cn  vermuthen,  da.ss  ein  solches  überhaupt  nie  abgeschlossen 
werden  könnte,  dass  ausser  den  ei  laubondeu  auch  verbietende  Hegeln  auf- 
zustellen waren,  woraus  dann  eine  Unsicherheit  über  das  entstände,  was 
erlaubt  wäro,  eine  Unsicherheit,  die  auch  wohl  nie  ganz  gehoben  werden 
konnte.  Die  Unklarheit,  die  aus  der  mangelnden  Unterscheidung  des  Spieles 
selbst  von  seiner  Theorie  entstand,  suchten  wir  möglichst  zu  lieben.  Aber 
es  schien  nicht  wohl  möglich,  eine  Theorie  dos  Spiels  zu  geben,  bevor  nicht 
alle  Regeln  vorlagen.  Wir  sahen,  dass  iinbesehons  und  ohne  weitere  Er- 
klärung Bezeichnungen  und  Ausdrucke  aus  der  inhaltlichen  Arithmetik 
übernommen  wurden,  z.  B.  ..grösser"  und  „kleiner"',  deren  Rolle  im  Rechen- 
spiele dunkel  blieb,  obwohl  sie  höchst  bedeutsam  zu  sein  schien.  Die  for- 
male Arithmetik  erwies  sich  als  unfähig,  das  Irrationale  zu  definiren,  weil 
ihr  nur  eine  endliche  Menge  von  Zahltiguren  zur  Verfügung  steht. 

lieber  die  Tragweite  des  Grundgedankens  der  formalen  Arithmetik 
sind  wohl  viele  Mathematiker  im  Unktaren.  Man  fasst  die  formale  Arith- 
metik, wie  es  scheint,  im  Wesentlichen  auf  als  die  inhaltliche  vermindert 
um  die  Verpflichtung,  die  Bedeutungen  der  Zeichen  anzugeben.  In  der 
That  kommt  die  Auffassung  der  Zahlen  als  Figuren  eigentlich  nur  im  An- 
fange zur  Geltung,  wo  jene  Verpflichtung  drückend  ist.  Später  gleitet 
man,  ohne  es  selbst  zu  merken,  in  die  inhaltliche  Arithmetik  zurück.  Und 
doch  hat  jene  Auffassung  auch  Folgen,  die  lästig  werden  können;  sie  be- 
wirkt eino  so  völlige  Veränderung  der  Arithmetik  von  Grund  aus,  dass  es 
kaum  zulässig  scheint,  den  Namen  „Arithmetik-  für  die  formale  ebenso  * 
wie  für  die  inhaltliche  zu  gebrauchen.  Nur  dadurch  kann  sich  die  formale 
Arithmetik  am  Leben  erhalten,  dass  sie  sich  selbst  untreu  wird  1).  Er- 
leichtert wird  ihr  dies  Scheinleben  durch  die  Eile,  mit  der  die  Mathe- 
matiker meistens  ülier  die  ersten  Grundlagen  ihrer  Wissenschaft,  wenn  sie 
sich  überhaupt  damit  befassen,  hinweggehen,  um  zu  bedeutenderen  Gegen- 
ständen zu  gelangen.  Vieles  wird  ganz  übergangen,  Anderes  nur  im  Fluge 
berührt,  nichts  im  Einzelnen  durchgeführt.  So  kann  eine  Theorie  den  Schein 
der  Festigkeit  annehmen,  die  bei  jedem  ernsten  Versuche  einer  wirklichen 
Durchführung  sogleich  ihre  Schwäche  offenbaren  würde.  Und  hiermit  ist 
der  Weg  der  Widerlegung  gewiesen.  Man  muss  dio  nur  eben  betretenen 
Gedankenpfado  weiter  vorfolgen,  um  zu  sehen,  wohin  sie  führen.  Ernst 
machen  mit  der  formalen  Arithmetik,  das  ist  sie  überwinden  ;  und  so  haben 
wir  es  gemacht  *). 


1)  Wer  Freude  am  Paradoxen  hat,  könnte  vielleicht  sagen :  die  richtige  Auffassung 
der  formalen  Theorie  besteht  darin,  dass  man  sie  falsch  auffnsst. 

2)  II.  v.  Holmholtz  scheint  in  seinem  Aufsätze  Zahlen  tn><l  ßfr/wrn  *rkfnntnt*the*»~ 
rtti*rh  betntrhtrt  (Philosoph.  Aufsätze,  Ed.  Zeller  zu  seinem  jähr.  Doctoriub.  gewidmet) 
einer  formalen  Theorie  anzuhangen,  wenn  er  z.  II.  sagt:  „Ich  betrachte  die  Arithmetik 
oder  die  Lehre  von  den  reinen  Zahlen  als  eine  auf  rein  psychologische  Thatsachen  auf- 
gebaute Methode,  durch  die  die  folgerechte  Anwendung  eines  Zeichensvstems  (nämlich 
der  Zahlen)  von  unbegrenzter  Ausdehnung  und  unbegrenzter  Möglichkeit  der  Verfeinerung 
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d)  Das  Schaffen  neuer  Gegen  stände  nach  R.  Dedekind, 

H.  Sankel,  0.  Stolz. 

§  138.  Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Darlegung,  die  R.  Dedekind  in 
seiner  Schrift  über  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  *)  gegeben  hat.  Er 
sagt  dort  im  §  1,  S.  t» : 

„Soll  ausgedrückt,  werden,  dass  die  Zeichen  a  und  b  eine  und  dieselbe 
rationale  Zahl  bedeuten,  s<>  setzt  man  sowohl  a  =  b  wie  b  —  a." 

Hier  ist  die  Scharfe  der  Unterscheidung  zwischen  dem  Zeichen  und 
dem,  was  es  bedeutet,  erfreulich  und  hemerkenswerth,  ebenso  die  Auf- 
fassung des  Gleichheitszeichens,  die  genau  mit  unserer  übereinstimmt. 
Thomae  bemerkt  dagegen  2)  : 

„Denn  wenn  Gleichheit  oder  das  Gleichheitszeichen  =  nur  die  Iden- 
tität bedeuten  sollte,  so  würden  wir  bei  der  trivialen  Erkenntnis,  oder, 
wenn  man  lieber  will,  Denknothwendigkeit  a  ist  a  (a  =  ai  stehen  bleiben." 

Dies  ist  ein  Irrthum.  Die  Erkenntnis,  dass  der  Abendstern  derselbe 
ist  wie  der  Morgenstern,  ist  viel  werthvoller  als  eine  blosse  Anwendung 
des  Satzes  »a  =  a«,  ist  kein  blosser  Ausf'.uss  einer  Denknothwendigkeit. 
Die  Erklärung  liegt  darin,  dass  bei  derselben  Bedeutung  der  Sinn  der 
Zeichen  oder  Wörter  i Abendstern,  Morgenstern)  verschieden  sein  kann, 
und  dass  grade  der  Sinn  des  Satzes  —  neben  seiner  Bedeutung,  dem 
Wahrheitswerthe  —  dessen  Werth  für  unsere  Erkenntnis  bestimmt. 

Aus  dem  angeführten  Satze  von  Dedekind  geht  hervor,  dass  für  ihn 
die  Zahlen  nicht  Zeichen,  sondern  Bedeutungen  der  Zeichen  sind. 

Diese  drei  Punkte: 

1)  die  scharfe  Unterscheidung  des  Zeichens  von  dessen  Bedeutung; 

2)  dio  Erklärung  des  Gleichheitszeichens  als  Identitätszeichen : 

3)  die  Auffassung  der  Zahlen  als  Bedeutungen  der  Zahlzeichen,  nicht 
als  diese  seihst 

hangen  aufs  Engste  zusammen  und  lassen  Dedekinds  Ansicht  im  schroffsten 
Gegensätze  zu  jeder  formalen  Theorie  erscheinen,  welche  die  Zeichen  oder 

gelehrt  wird.  Die  Arithmetik  untersucht  namentlich,  welche  verschiedene  Verbindungs- 
wesen dieser  Zeichen  (Rechnungoperationen)  zu  demselben  Endergebnis  führen." 

Auch  hier  erhalten  die  Zeichen  eine  magische  Kraft,  weil  ihre  Bedeutungen  dem 
Blicke  entschwunden  sind.  Dazu  kommt  die  Heranziehung  von  Psychologie  und  Empirie, 
wodurch  die  Unklarheit  nur  vermehrt  wird.  Helmholtz  will  die  Arithmetik  empirisch 
begründen,  mag  es  biegen  oder  brechen.  Demgemäß  fragt  er  nicht:  wie  weit  kann  man 
kommen,  ohne  Erfahrungsthatsachen  heranzuziehen?  sondern  er  fragt:  wie  kann  ich  am 
schnellsten  irgendwelche  Thatsachen  der  sinnlichen  Erfahrung  hereinziehen?  Allen,  die 
dies  Bestrehen  haben,  gelingt  es  in  derselben  Weise  sehr  leicht  dadurch,  dass  sie  die 
Anwendungen  der  arithmetischen  Sätze  mit  diesen  selbst  vermischen.  Alsob  nicht  die 
Kragen  nach  der  Wahrheit  eines  Gedankens  und  nach  seiner  Anwendbarkeit  ganz  ver- 
schieden wären  !  Ich  kann  s<  lir  wohl  die  Wahrheit  eines  Satzes  anerkennen,  ohne  zu 
wissen,  ob  ich  je  eine  Anwendung  von  ihm  werde  machen  können.  Aber  nur  hübsch 
Alles  durcheinander  gemengt !  nur  ja  nicht  unterschieden,  was  verschieden  ist !  dann  wird 
sich  die  Klarheit  schon  einfinden.  Kaum  ist  mir  je  etwa»  unphilosophischer  vorge- 
kommen, als  dieser  philosophische  Aufsatz,  und  kaum  ist  je  der  Sinn  der  erkenntnistheo- 
retischen Frage  mehr  verkannt  worden,  als  hier. 

1)  Braunschweig,  bei  Vieweg  &  Sohn,  1802. 

2)  A.  a.  0.,  S.  2. 
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Figuren  als  die  eigentlichen  Gegenstände  der  Arithmetik  betrachtet.  Um 
so  auffallender  ist  die  Billigung,  die  Dedekind  der  Hoineschen  Auffassung 
widmet,  indem  er  in  Bezug  auf  den  oben  von  uns  besprochenen  Aufsatz 
sagt: 

„Dem  Wesen  nach  stimme  ich  zwar  vollständig  mit  dem  Inhalte  dieser 
Schrift  tiberein,  wie  es  ja  nicht  anders  sein  kann." 

Diese  Uebereinstimmung  ist  in  Wirklichkeit  garnicht  vorhanden.  Da- 
gegen möchte  Dedekinds  Ansicht  der  Oantors  näher  stehen. 

§  139.  Nachdem  Dedekind  eine  solche  Einteilung  des  Systems  der 
rationalen  Zahlen  in  zwei  Klassen,  bei  welcher  jedo  Zahl  der  ersten  Klasse 
kleiner  ist  als  jede  Zahl  der  zweiten,  einen  Schnitt  genannt  hat,  nachdem 
er  dann  gezeigt  hat,  dass  jede  rationale  Zahl  einen  Schnitt  oder  eigentlich 
zwei  Schnitte  hervorbringt,  dass  es  aber  Schnitte  giebt,  die  durch  keine 
rationale  Zahl  hervorgebracht  werden,  sagt  er  im  §  4,  S.  14: 

..Jedesmal  nun,  wenn  ein  Schnitt  (Al,  At)  vorliegt,  welcher  durch  keine 
rationale  Zahl  hervorgebracht  wird,  so  erschaffen  wir  uns  eine  neue,  eine 
irrationale  Zahl  a,  welche  wir  als  durch  diesen  Schnitt  vollständig  dehnirt 
ansehen:  wir  werden  sagen,  dass  die  Zahl  a  diesem  Schnitt  entspricht,  oder 
dass  sie  diesen  Schnitt  hervorbringt." 

In  diesem  Schaffen  liegt  der  Kern  der  Sache.  Zunächst  ist  zu  be- 
merken, dass  es  ganz  verschieden  ist  von  dem,  was  man  in  der  formalen 
Arithmetik  thut,  wenn  man  eine  neue  Art  von  Figuren  einführt  und  be- 
sondere Kegeln  für  deren  Handhabung.  Dort  liegt  die  Schwierigkeit  darin, 
zu  erkennen,  ob  diese  neuen  Regeln  mit  den  früher  aufgestellten  in  Wider- 
streit gerathen  können,  und  solchen  Widerstreit  etwa  auszugleichen.  Hier 
handelt  es  sich  um  die  Frage,  ob  ein  Schaffen  überhaupt  möglich  sei ;  ob 
es,  wenn  möglich,  schrankenlos  möglich  sei:  oder  ob  gewisse  Gesetze  beim 
Schaffen  beachtet  werden  müssen.  Im  letzten  Falle  wäre  erst  zu  beweisen, 
dass  jenen  Gesetzen  gemäss  die  Berechtigung  zum  Schaffen  bestände,  bevor 
man  die  Schöpfung  vollziehen  dürfte.  Diese  Untersuchungen  fehlen  hier 
vollständig  und  damit  fehlt  die  Hauptsache:  es  fehlt  das,  wovon  die  Bün- 
digkeit der  Beweise  abhängt,  die  mit  irrationalen  Zahlen   geführt  werden. 

Dass  die  Schaffensinacht  jedenfalls,  wonn  sie  hesfeht,  nicht  schranken- 
los sein  kann,  sieht  man  daraus,  dass  offenbar  koin  Gegenstand  geschaffen 
werden  kann,  der  widersprechende  Eigenschaften  in  sich  vereinigt. 

§  140.  Zu  demsolben  Ergebnisse  führt  folgende  Betrachtung.  In  der 
Mathematik  ist  der  Fall  nicht  selten,  dass  man  zum  Beweise  eines  Satzes 
einen  Hülfsgegonstand  braucht ;  das  ist  ein  Gegenstand,  von  dem  im  Satze 
selbst  nicht  die  Rede  ist.  In  der  Geometrie  hat  man  Hülfslinien,  Hiilfs- 
punkte.  In  der  Arithmetik  kommen  ebenso  Hülfszahlen  vor.  Es  wird 
z.  B.  eine  Quadratwurzel  aus   —1  gebraucht,   um  Sätze  zu  beweisen,  die 
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nur  von  reellen  Zahlen  handeln.  Wenn  wir  in  der  Zahlenfheorie  mittels 
der  Indiees  beweisen,  dass  die  Congruenzen  *xn=lt  und  »ar^=l*  beim 
Primzahlmodul  p  die  selben  Wurzeln  haben,  sofern  d  der  grösste  gemein- 
same  Theil  von  n  und  p—  1  ist,  so  brauchen  wir  eine  primitive  Wurzel, 
nämlich  die  Basis  der  Indiees,  als  Hülfszahl.  Auch  in  unsern  Beweisen 
sind  schon  Hülfsgegenständo  vorgekommen;  man  vergl.  z.  B.  Bd.  1,  §  94. 
Dort  haben  wir  auch  gest  hen,  wie  wir  uns  eines  solchen  Gegenstandes 
wieder  entledigen;  denn  in  dem  zu  beweisenden  Satze  soll  ja  von  ihm  keine 
Rede  sein,  obwohl  wir  einige  seiner  Eigenschaften  zum  Beweise  brauchen. 
So  brauchen  wir  in  dem  oben  erwähnten  zahlenrheoretischen  Satze  die 
Eigenschaft,  primitive  Wurzel  bei  der  Primzahl  p  zu  sein.  Wir  haben 
dann  zunächst  Bedingungssätze  mitzuführen,  die  ausdrücken,  dass  ein  Gegen- 
stand jene  Eigenschaften  habe.  Kennen  wir  einen  solchen  Gegenstand,  so 
können  wir  die  Bedingungen  zum  Verschwinden  bringen.  Wenn  wir  keinen 
solchen  Gegenstand  angeben  können,  wie  es  in  unsorm  Beispiele  der  Fall 
ist,  wo  nicht  von  dieser  oder  jener  bestimmton  Primzahl,  sondern  von 
einer  Primzahl  im  Allgemeinen  die  Rede  ist,  so  müssen  wir  wenigstens 
beweisen,  dass  es  einen  solchen  Gegenstand  —  eine  primitive  Wurzel  bei 
der  Primzahl  p  —  immer  gebe.  Wie  sehr  würde  dies  erleichtert,  wenn 
man  sich  die  erforderlichen  Gegenstände  ohne  Weiteres  schaffen  könnte ! 
Wenn  man  nicht  weiss,  ob  es  eine  Zahl  gebe,  deren  Quadrat  —1  ist,  nun 
so  schafft  man  sich  eine.  Wenn  man  nicht,  weiss,  ob  es  zu  einer  Primzahl 
eine  primitive  Wurzel  gebe,  nun  so  schafft  man  sich  eine.  Wenn  man 
nicht  weiss,  ob  es  eine  Gerade  gebe,  welche  durch  gowisse  Punkte  hindurch- 
gehe, nun  so  schafft  man  sich  eine.  Dies  ist  leider  zn  bequem,  als  dass 
es  richtig  sein  könnte.  Es  weiden  gewisse  Schranken  für  das  Schaffen 
anzuerkennen  sein.  Das  Wichtigste  für  einen  Arithnictiker,  der  die  Mög- 
lichkeit des  Schaffens  im  Allgemeinen  anerkennt,  wird  sein,  die  Gesetze 
in  einleuchtender  Weise  zu  entwickeln,  die  dabei  zu  beachten  sind,  um 
dann  vor  jeder  einzelnen  Schöpfungsthat  zu  beweisen,  dass  sie  jenen  Ge- 
setzen  gemäss  erlaubt  sei.  Sonst  wird  Alles  ungenau,  und  die  Beweise 
sinken  zu  einem  blossen  Scheine,  zu  einer  wohlthnendtn  Selbsttäuschung 
herab. 

§  141.  Haiikel  sagt  im  Anfange  des  7.  Abschnittes  seiner  Theorie 
der  complexen  Zahlensvsleme : 

„Wir  betrachten  in  diesem  Abschnitte  Zahlen  er,  fi,  .  .  .,  welche  linear 
aus  Einheiten  /,,.../„  zusammengesetzt  sind,  de  ren  Muit iplicut iousrcgclu 
in  den  Relationen 

/,/,=<>.  ft#4=<>,  •  •  /„'„=<',  '*•',„=  <mtk 
ausgesprochen  sind." 

Mit  diesen  sogenannten  Einheiten  beweist  er  dann  z.  B.  den  Mulfi- 
plicationssatz  der  Determinanten,  oder  vielmehr  er  bildet  sich  ein,  ihn  zu 
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beweisen.  Eigentlich  ist  es  nur  ein  verblüffendes  Taschonspiolerstück ;  denn 
nirgends  ist  bewiesen,  dass  es  solche  Einheiten  gebe,  nirgends  ist  bewiesen, 
da<-s  man  das  Recht  habe,  sie  zn  scharfen.  Nicht  einmal  das  ist  bewiosen, 
dass  die  Eigenschaften,  die  diesen  Einheiten  beigelegt  werden,  einander 
nicht  widersprechen.  Ja,  was  diese  Eigenschaften  eigentlich  sind,  bleibt 
dunkel :  denn  nirgonds  ist  gesagt,  was  in  diesem  Falle  unter  einem  Pro- 
ducte zu  verstehen  sei.  Eigentlich  müssen  die  oben  angeführten  Sätze 
»£1i|=r()<  u.  s.  w.  als  Bedingungen  mitgefühlt  werden,  und  von  diesen 
Bedingungen  muss  auch  das  Multiplicationsgesetz  der  Determinanten  ab- 
hangig erscheinen.  Es  von  diesen  zu  befreien,  bleibt  eine  bei  dieser  Art 
der  Beweisführung  ungelöste  Aufgabe.  Es  wäre  möglich,  wenn  »  t ,  t, 
u.  s.  w.  Eigennamen  von  Gegenständen  wären,  die  jenen  Bedingungen  ge- 
nügten. Wir  wissen  nicht,  was  ein  Product  und  was  eine  Summe  bei 
Zahlen  dieser  Art  ist.  Nehmen  wir  aber  einmal  an,  wir  wüssten  es,  so 
kännten  wir  von  ix  die  Eigenschaft,  dass  * ,  < t  =  O  wäre,  eine  Eigenschaft, 
die  es  mit  i  a  u.  s.  w.  theiite.  Fei  ner  kännten  wir  gewisse  Beziehungen, 
in  denen  /,  zu  den  ebenso  unbekannten  i  ?,  /3  u.  s.  w.  stehen  sollte.  Es 
ist  klar,  dass  hierdurch  i,  nicht  bestimmt  ist.  Wir  wissen  nicht,  wieviele 
solche  Gegenstände  und  ob  es  überhaupt  deren  giebt.  Nicht  einmal  die 
Klasse  ist  bestimmt,  der  diese  Gegensände  etwa  angehören.  Nehmen  wir 
an,  eine  snkhe  Klasse  enthalte  die  Gegenstände 

I ,,  Cg|  .  .  .  l9. 
Dann  hat  die  Klasse,  die  nur  die  Gegenstände 

enthält,  dieselbe  allgemeine  Beschaffenheit,  desgleichen  auch  die  Klasse, 
die  nur  die  Gegenstände 

enthält  und  viele  andere.  Da  demnach  nicht  einmal  die  Klasse  bestimmt 
ist,  der  diese  Gegenstände  angehören,  so  sind  es  um  so  weniger  diese  selbst, 
und  es  ist  unmöglich,  »ij«,  »<,«  u.  s.  w.  als  bedeutungsvolle  Eigennamen 
aufzufassen,  ähnlich  wie  »2«  und  >  3  «.  Es  bleibt  nur  übrig,  sie  wie  »  a  «, 
*b«,  »c«  als  Gegenstände  andeutend,  nicht  als  Gegenstände  bedeutend 
oder  bezeichnend  aufzufassen.  Dann  aber  kommt  es  darauf  an,  ob  es  solche 
giebt,  welche  den  oben  angeführten  Bedingungen  genügen.  Diese  sind 
nicht  einmal  vollständig;  denn  es  fehlt  die  Bedingung,  dass  das  Product 
aus  einer  gewöhnlichen  Zahl  und  einem  Producte  aus  einigen  der  1  ver- 
schieden ist,  von  einem  Producte  aus  einer  andern  gewöhnlichen  Zahl  und 
demselben  Producte  der  1.    Sonst  könnto  man  von 

nicht  auf  a  =  6  schliessen. 

Nun  der  Beweis,  dass  es  solche  Gegenstände  /  gebe,  fehlt.  Vielleicht 
hat  Hankel  geglaubt,  sie  mit  den  oben  angeführten  Worten  zu  schaff« ; 
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aber  auch  den  Beweis,  dass  er  zu  solchem  Schaffen  berechtigt  gewesen  sei, 
ist  er  schuldig  geblieben. 

§  142.  Wenn  wir  versucht  hätten,  mit  unserer  BegritTsschrift  den 
Beweis  jenes  Determinantensatzes  nach  Hankel  zu  führen,  so  waren  wir 
so  zu  sagen  mit  der  Nase  auf  dies  Hindernis  gestossen.  Dass  man  es  bei 
der  Hankeischen  Beweisführung  so  leicht  übersieht,  liegt  darin,  dass  man 
nicht  in  der  Weise  Euklids  die  Voraussetzungen  hinschreibt,  und  genau 
darauf  achtet,  dass  von  keinen  andern  Gebrauch  gemacht  werde.  Thätc 
man  es,  so  wäre  es  nicht  so  leicht,  Voraussetzungen  durch  einen  Taschen- 
spielerkunstgrift* verschwinden  zu  lassen. 

Uebrigens  stehen  manche  Beweise,  die  man  mit  der  imaginären  Einheit 
führt,  nicht  auf  festeren  Füssen,  als  der  eben  erwähnte  Hankols.  Wenn 
der  Fehler  bei  diesem  mehr  in  die  Augen  fällt,  so  liegt  das  nicht  an  einem 
wesentlichen  logischen  Unterschiede,  sondern  daran,  dass  man  sich  au  die 
imaginäre  Einheit  schon  mehr  gewöhnt  hat,  als  an  die  alternirenden  Zahlen. 
Man  braucht  ein  Wort  oder  Zeichen  als  Eigennamen  nur  recht  oft  zu  ge- 
brauchen, und  es  wird  der  Eindruck  entstehen,  dass  dieser  Eigenname 
etwas  bezeichne,  und  dieser  Eindruck  wird  sich  mit  der  Zeit  so  verstärken, 
dass  zuletzt  fast  niemand  daran  zweifelt. 

§  148.  Die  schöpferischen  Definitionen  sind  eine  Erfindung  ersten 
Hanges.    Otto  Stolz  schreibt1): 

„0.  Definition.  In  dem  Falle,  wn  lim  (f:g*  eine  positive  Zahl 
oder  -\- oo  ist,  soll  ein  von  den  Momenten  verschiedenes  Ding,  mit 
ü(f):U(g)  bezeichnet,  existiren,  welches  der  Gleichung 

l\(g).{u(f):uig)]=*M(f ) 

genfigt." 

Vergleichen  wir  damit  Folgendes : 

„Definition.  Wenn  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  E,  F  so  liegen,  dass 
die  Verbindungslinien  AD,  BE,  CF  durch  denselben  Punkt  gehen,  so  soll 
ein  Ding  existiren,  welches  eine  Gerado  ist  und  durch  die  Schnittpunkte 
der  Verbindungsgeraden  AB  und  DE,  BC  und  EF,  CA  und  FD  hindurch- 
geht" 

Man  wird  dio  Fälle  für  ganz  verschieden  erklären,  doch  wird  die  ge- 
nauere Untersuchung  keinen  wesentlichen  logischen  Unterschied  ergeben. 
Die  letzte  Definition  braucht  man  nicht:  man  stellt  dafür  einen  Lehrsatz 
auf,  den  man  beweist.  Das  aber  ist  der  unbezahlbare  Vortheil  einer 
schöpferischen  Definition,  dass  sie  einen  Beweis  erspart.  Und  dieser  Vor- 
theil ist  spiolend  zu  erreichen:  man  braucht  nur  das  Wort  „Definition"  statt 

1)  Vorlesungen  «her  allgemeine  Arithmetik.  Erster  Theil.  S.  211.  Leipzig, 
Teuhner,  1H&>. 
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des  Wortes  „Lehrsatz"  als  Ueberschrift  zu  wählen.  Dies  ist  allerdings 
dringend  nöthig,  da  man  sonst  leicht  die  Natur  des  »Satzes  verkennen 
könnte. 

Ein  anderes  Beispiel  einer  schöpferischen  Definition  finden  wir  auf 
S.  34  des  angeführten  Werkes.    Wir  lesen  da: 

»1.  Definit  ion.  „Wenn  im  Falle  Dt)  der  Gleichung  box  =  a  keine 
Grösse  des  Systeraes  (I)  genügt,  so  soll  sie  durch  ein  und  nur  ein 
neues,  in  (I)  nicht  vorhandenes  Ding  befriedigt  werden,  das  mit 
a^b  bezeichnet  werden  kann,  weil  dieses  Symbol  noch  nicht  vergriffen  ist. 
Man  hat  also 

fco  (ou6)  =  (au6)  o  ft  =  o1).u 

Da  die  neuen  Objecte  keine  weiteren  Eigenschaften  besitzen,  so  kann 
man  ihnen  solche  nach  Belieben  beilegen,  wenn  sie  sich  nur  unter  einander 
nicht  widersprechen.« 

Die  «Schöpfung  vollzieht  sich  also  in  verschiedenen  Schritten.  Nach 
dem  ersten  ist  das  Ding  allerdings  da,  aber,  so  zu  sagen,  splitternackt,  der 
nothwendigsten  Eigenschaften  entbehrend,  die  ihm  erst  durch  weitere 
Schöpfungsthaten  beigelegt  werden  müssen,  worauf  es  dann  als  glücklicher 
Besitzer  dieser  Eigenschaften  zu  begrüssen  sein  wird.  Freilich  wird  hier 
die  schöpferische  Macht  durch  den  Zusatz  eingeschränkt,  dass  jene  Eigen- 
schaften einander  nicht  widersprechen  dürfen;  eine  selbstverständliche,  aber 
sehr  folgenschwere  Einschränkimg.  Woran  erkennt  man,  dass  Eigenschaften 
einander  nicht  widersprechen  ?  Kein  anderes  Kennzeichen  scheint  es  dafür 
zu  geben,  als  dass  sich  die  fraglichen  Eigenschaften  an  demselben  Gegen- 
stande vorfinden.  Dadurch  wird  aber  die  Schöpfungsmacht,  die  viele  Mathe- 
matiker sich  zuerkennen,  so  gut  wie  werthlos.  Denn  sie  müssen  ja  nun, 
bevor  sie  eine  Schöpfungsthat  vollziehen,  beweisen,  dass  die  Eigenschaften 
einander  nicht  widersprechen,  die  sie  dem  zu  schaffenden  oder  schon  ge- 
schaffenen Gegenstande  beilegen  wollen ;  und  das  können  sie  wohl  nur  da- 
durch, dass  sie  beweisen,  es  gebe  einen  Gegenstand,  welcher  diese  Eigen- 
schaften sämmtlich  habe.  Können  sie  aber  das,  so  brauchen  sie  nicht  erst 
einen  solchen  zu  schaffen. 

§  144.  Oder  giebt  es  vielleicht  noch  eine  andere  Art,  die  Wider- 
spruchsfreiheit zu  beweisen?  Wenn  es  eine  gäbe,  so  wäre  das  von  der 
höchsten  Bedeutting  für  alle  Mathematiker,  die  sich  eine  Schöpfungsmacht 
zuschreiben.  Und  dennoch  scheint  sich  kaum  jemand  zu  bemühen,  eine 
solche  Beweisart  ausfindig  zu  machen.  Warum  nicht  ?  Wahrscheinlich  in 
der  Meinung,  es  sei  überflüssig,  die  Widerspruchsfreihoit  zu  beweisen,  da 

1)  Von  o  wird  auf  S.  26  gesagt :  „Die  Verknüpfung  °  wirti  als  Thesis  bezeichnet" 
Man  könnte  aus  dem  bestimmten  Artikel  schliessen,  dass  das  Zeichen  » «  *  eine  bestimmte 
Bedeutung  habe.  Das  ist  jedoch  nicht  der  Kall:  es  soll  eine  Verknüpfung  nur  andeuten. 
Was  aber  unter  „Verknüpfung4'  zu  verstehen  sei  und  unter  „Resultat  einer  Verknüpfung", 
wird  nicht  gesagt 

Fr. f.  ,  (iir.ndgf.etie  II.  \Q 
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ja  jeder  Widerspruch  sofort  bemerkt  werden  würde.  Wie  schön,  wenn  es 
so  wäre!  WTie  einfach  gestalteten  sich  dann  alle  Beweise!  Der  des 
pythagoräischen  Lehrsatzes  würde  etwa  lauten : 

„Angenommen,  das  Hypotenusenquadrat,  sei  nicht  flachengleich  den 
Kathetenqnadraten  zusammengenommen,  so  ergäbe  sich  ein  Widerspruch 
zwischen  dieser  Annahme  und  den  bekannten  Axiomen  der  Geometrie.  Folg- 
lich ist  unsere  Annahme  falsch,  und  das  Hypotenusenquadrat  ist  genau 
flächengleich  den  Kathetenquadraten  zusammengenommen. u 

Ebenso  leicht  wäre  das  Reeiprocitätsgesetz  für  quadratische  Reste  zu 
beweisen : 

„Es  seien  p  und  q  Primzahlen,  von  denen  wenigstens  eine  der  1  beim 
Modul  4  cougruent  sei,  und  es  sei  p  quadratischer  Rest  von  q.  Nehmen 
wir  nun  an,  q  wäre  nicht  quadratischer  Rest  von  />,  so  wäre  darin  offenbar 
ein  Widerspruch  gegen  unsere  Voraussetzungen  und  die  bekannten  Grund- 
gesetze der  Arithmetik  enthalten  —  wer  es  nicht  sieht,  zählt  eben  nicht 
mit  — .  Folglich  ist  unsere  Annahme  falsch,  und  q  muss  (juadratischer 
Rest  von  p  sein." 

Nach  diesen  Mustern  wäre  einfach  jeder  Beweis  zu  führen.  Leider 
ist  diese  Weise  zu  einfach,  um  annehmbar  zu  sein.  Wir  sehen  wohl,  dass 
nicht  jeder  Widerspruch  ganz  offen  zu  Tage  liegt.  Es  fehlt  uns  auch  ein 
sicheres  Kennzeichen  für  die  Fälle,  in  denen  man  etwa  aus  dem  Nicht- 
offenbarsein  eines  Widerspruchs  auf  sein  Nichtbestehen  schliessen  könnte. 
Unter  diesen  Umständen  muss  wohl  jene  angebliche  Schöpfermacht  der 
Mathematiker  als  werthlos  betrachtet  werden,  weil  ihre  Ausübung  grade 
in  den  Fällen,  wo  sie  werthvoll  wäre,  an  Bedingungen  geknüpft  ist,  die, 
wie  es  scheint,  nicht  erfüllbar  sind.  Uebrigens,  woher  weiss  man,  dass  die 
Vermeidung  eines  Widerspruchs  das  einzige  ist,  was  beim  Schaffen  be- 
achtet werden  muss? 

§  145.  Stolz  nennt  wie  Thomae  seine  Auffassung  formal.  Es  mag 
daher  nicht  überflüssig  sein,  auf  den  grossen  Unterschied  aufmerksam  zu 
machen,  der  dennoch  zwischen  beiden  Theorien  besteht.  Wo  Stolz  ein 
neues  —  jedenfalls  unsinnliches  —  Ding  schafft,  das  er  mit  einem  Zeichen 
versieht,  führt  Thomae  eine  neue  Art  von  Figuren  ein  mit  den  dazu  ge- 
hörenden Regeln.  So  spricht  Stolz  von  einem  Dinge,  mit  ü(f):\l(g)  be- 
zeichnet, ebenso  von  einem  Dinge,  das  mit  a^b  bezeichnet  werden  könne. 
Wir  hätten  diese  Zeichen  in  Anführungszeichen  eingeschlossen,  um  kennt- 
lich zu  machen,  dass  wir  eben  von  den  Zeichen,  nicht  von  deren  Bedeutung 
sprächen.  Im  Uebrigen  unterscheidet  Stolz  zwischen  Zeichen  und  Bezeich- 
netem so  scharf  wie  wir:  und  es  fällt  ihm  garnicht  ein,  die  Zeichen  selbst 
als  die  eigentlichen  Gegenstände  der  Arithmetik  hinzustellen.  Stolzes  Arith- 
metik ist  eine  inhaltliche  trotz  des  von  ihm  gebrauchten  Wortes  „formal", 
Man  übersieht  leicht  über  der  Aehnlichkeit  der  Form  die  Verschiedenheit 
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der  Sache.  In  der  That  ist  Thomaes  Theorie  eines  arithmetischen  Spieles 
eine  ganz  andere  Wissenschaft  als  die  Arithmetik  Stolzes.  Kein  Satz,  und 
wenn  er  genau  denselben  Wortlaut  hatte,  hat  denselben  Sinn  bei  Thomae 
und  bei  Stolz:  denn  bei  jenem  handelt  er  von  physischen  Gegenstanden, 
den  Figuren  und  willkürlich  aufgestellten  Regeln  für  deren  Handhabung: 
bei  diesem  soll  er  von  unsinnlichen  Gegenständen  handeln.  Offenbar  sind 
es  grundverschiedene  Sachen,  ob  die  Zahlen  Figuren  sind,  über  deren  Hand- 
habung Regeln  aufgestellt  werden :  oder  ob  die  Zahlen  Bedeutungen  von 
Zahlzeichen  sind  und  geschaffen  werden  können.  In  beiden  Fallen  Stessen 
wir  auf  Schwierigkeiten,  die  unüberwindlich  scheinen.  Bei  Thomae  be- 
stehen sio  darin,  zu  erkennen,  ob  die  neuen  Regeln  mit  den  alten  in 
Widerstreit  gerathon  können,  und  solchen  Widerstreit  zu  schlichten,  bei 
Stolz,  zu  beweisen,  dass  kein  Widerspruch  zwischen  den  Eigenschalten  des 
zu  schaffenden  Dinges  obwalte,  wobei  auch  die  Eigenschaften  der  schon 
vorhandenen  Dinge  meist  in  Betracht  kommen  worden.  Dazu  kommt  noch 
der  Zweifel,  ob  ein  Schaffen  überhaupt  möglich  sei. 

Dedekind  stimmt  in  seiner  Auffassung  des  Schaffens  mit  Stolz  (Iberein  ; 
auch  ihm  sind  die  Zahlen  nicht  Zeichen,  sondern  Bedeutungen  der  Zahl- 
zeichen. Auch  G.  Cantor  ist  wohl  dieser  Gruppe  zuzuzahlen,  obwohl  seine 
Meinung  weniger  scharf  ausgeprägt  ist1). 

§  146.  Es  ist  uns  hierbei  wahrscheinlich  geworden,  dass  ein  eigent- 
liches Schaffen  dem  Mathematiker  versagt  ist,  oder  dass  es  wenigstens  an 
Bedingungen  geknüpft  ist,  die  es  werthlos  machen.  Demgegenüber  könnte 
man  darauf  hinweisen,  dass  wir  doch  selbst  im  1.  Bando  3,  §  9,  §  10) 
neue  Gegenst&nde,  nämlich  die  Werthverläufo  geschaffen  hatten.  Was  haben 
wir  denn  dort  gethan?  oder  zunächst:  was  haben  wir  nicht  gethan?  Wir 
haben  nicht  Eigenschaften  aufgezahlt  und  nun  gesagt:  wir  schaffen  ein 
Ding,  das  diese  Eigenschaften  habe.  Wir  haben  vielmehr  gesagt :  wenn 
eine  Function  (erster  Stufe  mit  einem  Argumente)  und  eine  zweite  Function 
so  beschaffen  sind,  dass  beide  für  dasselbe  Argument  immer  denselben 
Werth  haben,  so  kann  man  dafür  sagen:  dor  Werthverlauf  der  ersten 
Function  ist  derselbe  wie  der  der  zweiten.  Wir  erkennen  dann  etwas 
Gemeinsames  beider  Functionen  an,  und  dieses  nennen  wir  sowohl  den 
Werthverlauf  der  ersten  Function,  als  auch  den  Werthverlauf  der  zweiten 
Function.  Dass  wir  das  Recht  zu  dieser  Anerkennung  des  Gemeinsamen 
haben,  und  dass  wir  demgeinäss  die  Allgemeinheit  einer  Gleichheit  in  eine 
Gleichheit  (Identität)  umsetzen  dürfen,  müssen  wir  als  logisches  Grund- 
gesetz ansehen.  Diese  Umsetzung  ist  nicht  als  Definition  zu  betrachten ; 
weder  wird  dadurch  das  Wort  „derselbe"  oder  das  Gleichheitszeichen,  noch 

1)  Auf  welchem  Standpunkte  II.  Hankel  in  seiner  Theorie  der  complexen  Zahl- 
systeine  (Leipzig,  18(57)  steht,  ist  schwer  zu  sagen,  da  bei  ihm  entgegengesetzte  Aussprüche 
vorkommen.  Wahrscheinlich  hat  er  Zeichen  und  Bezeichnetes  nicht  genau  unterschieden. 

10' 
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da«  Wort  „Werth  verlauf"  oder  eine  Zeichenverbindung  wie  noch 
beides  gleichzeitig  erklart.    Denn  dor  Satz 

„Der   Werthverlauf  der  ersten  Function   ist  derselbe  wie  der  der 
zweiten" 

ist  zusammengesetzt  und  enthalt  als  Bestandtheil  das  Wort  „derselbe", 
das  als  vollkommen  bekannt  anzusehen  ist.  Ebenso  ist  das  Zeichen 
>  f  0(e)  =  dlPia)  €  zusammengesetzt  und  enthält  als  Bestand tlieil  das  schon 
bekannte  Gleichheitszeichen.  Wenn  wir  also  unsere  Festsetzung  in  I.  $  3 
als  Definition  auffassen  wollten,  so  wäre  darin  allerdings  gegen  unsern 
zweiten  Grundsatz  des  Definirens  gefehlt  worden  *). 

§  147.  Dass  man  von  der  erwähnten  Möglichkeit  der  Umsetzung 
eigentlich  schon  immer  Gebrauch  gemacht  hat,  ist  ja  klar;  nur  hat  man 
das  Zusammenfallen  von  den  Functionen  selbst  statt  von  den  Werthver- 
laufen ausgesagt.  Wenn  eine  erste  Function  für  dasselbe  Argument  all- 
gemein denselben  Werth  hat  wie  eine  zweite,  pflegt  man  wohl  zu  sagen: 
„die  erste  Function  ist  dieselbe  wie  die  zweite"  oder  „beide  Functionen 
fallen  zusammen".  Wiewohl  der  Ausdruck  von  unserm  abweicht,  so  ist 
doch  auch  hier  die  Allgemeinheit  einer  Gleichheit  in  eine  Gleichheit  (Iden- 
tität) umgesetzt  *). 

Wenn  die  Logiker  langst  vom  Umfange  eines  Begriffes  gesprochen 
haben  und  die  Mathematiker  von  Menge,  Klasse,  Vielheit,  so  liegt  auch 
dem  eine  solche  Umsetzung  zu  Grunde;  denn  man  kann  wohl  annehmen, 
dass  das,  was  die  Mathematiker  Menge  u.  s.  w.  nennen,  nichts  anderes  ist 
als  Begriffsumtang,  wenn  sie  sich  dessen  auch  nicht  immer  klar  bewusst 
sind. 

So  thun  wir  also  mit  dieser  Umsetzung  eigentlich  nichts  Neues;  aber 
wir  thun  es  mit  vollem  Bewusstsein  und  mit  Berufung  auf  ein  logisches 
Grundgesetz.  Und  was  wir  so  thun,  ist  von  dem  regellosen,  willkürlichen 
Zahlenschatfen  vieler  Mathematiker  ganz  verschieden. 

1)  Ueberhaupt  dürfen  wir  die  Festsetzungen  Ober  die  Urzeichen  im  1.  Bande  nicht 
alH  Definitionen  ansehen.  Nur  das  logisch  Zusammengesetzte  Iftsst  sich  definiren;  auf 
das  Einfache  kann  man  nur  hinweisen. 

2)  Ebenso  werden  sich  dio  wenigsten  Mathematiker  besinnen,  den  Umstand,  dass 
/<£)  für  dasselbe  Argument  immer  denselben  Werth  hat  wie  dio  Function  g(e),  auszu- 
drücken durch  Der  hierin  allerdings  enthaltene  Fehler  entspringt  aus  einer 
mangelhaften  Auffassung  des  Wesens  der  Function.  Ein  isolirter  Functionsbuchstabe 
ohne  ArgumentsU'lle  ist  ja  ein  Unding,  ebenso  wie  ein  isolirtes  Functionszeichen  wie 
» *in «  ein  Unding  ist  Denn  das  Kennzeichnende  der  Function  im  Vergleich  mit  dem 
Gegenstände  ist  ja  eben  dio  Ungesilttigtheit  dass  sie  der  Ergänzung  durch  ein  Argument 
bedarf,  und  dies  rauss  auch  in  der  Bezeichnung  hervortreten.  Die  Unzulässigkeit  einer 
solchen  Bezeichnung  wie  >f  —  g  geht  daraus  horvor,  dass  sie  in  besondern  Fallen  so- 
fort versagt  Setzen  wir  für  ft(\  z.  B.  £ •  —  1  und  für  gj£)  z.  B.  (£  —  1) .(£  +  1),  so 
fallt  in  dio  Augen,  dass  man  nichts  der  Gleichung  >f*=rg<  Entsprechendes  hinschreiben 
kann.  Wenn  aber  die  Bezeichnungsweise  in  Ordnung  ist,  muss  es  immer  möglich  sein, 
einen  solchen  Uebergang  vom  Allgemeinen  zum  Besondern  in  den  Zeichen  zu  vollziehen. 
Wenn  demnach  die  Bezeichnung  f  ~g*.  auch  nicht  als  richtig  anerkannt  werden  kann, 
so  zeigt  sie  doch,  dass  die  Mathematiker  von  «1er  Möglichkeit  unserer  Umsetzung  schon 
Gebrauch  gemacht  haben. 
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Wenn  es  überhaupt  logische  Gegenstände  giebt  —  und  die  Gegen- 
stände der  Arithmetik  sind  solche  —  so  muss  es  auch  ein  Mittel  geben, 
sie  zu  fassen,  zu  erkennen.  Und  dazu  dient  uns  jenes  logische  Grund- 
gesetz, das  die  Umwandlung  der  Allgemeinheit  einer  Gleichheit  in  eine 
Gleichheit  erlaubt.  Ohne  ein  solches  Mittel  wäre  eine  wissenschaftliche 
Begründung  der  Arithmetik  unmöglich.  Es  dient  uns  zu  den  Zwecken, 
die  durch  das  Schaffen  neuer  Zahlen  bei  andern  Mathematikern  erreicht 
werden  sollen.  So  hoffen  wir,  den  ganzen  Reichthum  von  Gegenständen 
und  Functionen,  von  denen  die  Mathematik  handelt,  aus  den  acht  Functionen, 
deren  Namen  in  I,  §  31  aufgezählt  sind,  wie  aus  einem  Keime  entwickeln 
zu  können.  Kann  unser  Verfahren  ein  Schaffen  genannt  werden?  Die 
Erörterung  dieser  Frage  kann  leicht  in  einen  Wortatreit  ausarten.  Jeden- 
falls ist  unser  Schaffen,  wenn  man  es  so  nennen  will,  kein  schrankenloses, 
willkürliches,  sondern  die  Weise  des  Vorgehens  und  ihre  Zulässigkeit  ist 
ein  für  alle  Male  festgestellt.  Und  so  fallen  hier  alle  die  Schwierigkeiten 
und  Bedenken  hinweg,  die  sonst  die  logische  Möglichkeit  des  Schaffens 
in  Frage  stellen;  und  wir  können  hoffen,  mit  unsern  Werth  Verläufen  Alles 
das  zu  erreichen,  was  auf  jenen  andern  Wegen  verfehlt  worden  ist. 


e)  Weierstrassens  Lehre. 

§  148.  Man  kann  erwarten,  dass  wir  auch  die  Ansicht  eines  so 
hervorragenden  Mathematikers  wie  Weierstrass  einer  eingehenderen  Prüfung 
unterwerfen  werden,  zumal  da  dieser  —  ungleich  vielen  Andern  —  die 
Grundlegung  der  Arithmetik  einer  besondern  Aufmerksamkeit  werth  hält, 
und  weil  seine  Aeusserungen  hierüber  wohl  von  Vielen  wegen  ihrer  Klar- 
heit bewundert  werden.  Aber  dem  stehen  eigentümliche  Schwierigkeiten 
entgegen.  Wir  sind  meist  auf  abgeleitete  Quellen1)  angewiesen,  die  in 
den  Atisdrücken  von  einander  abweichen.  Vielleicht  hat  Weierstrass  nicht 
immer  genau  dieselbe  Meinung  gehabt;  vielleicht  ist  Manches  von  seinen 
Schülern  ungenau  aufgofasst  worden.  Unter  diesen  Umständen  müssen 
wir  versuchen,  aus  verschiedenen  Darstellungen  dieser  Lehre  das  eigentlich 
Weierstrassische  zu  erkennen,  wobei  freilich  Irrthiimer  leicht  vorkommen 
können. 

§  149.  Zuerst  ist  anerkennend  hervorzuheben,  dass  Weierstrass  den 
(»rund  tiefer  legen  will,  als  die  meisten  Mathematiker.     Er  bogiunt  wie 

1)  Kossak,  Die  Elemente  der  Arithmetik  (Programm  dea  Friedrichs -Werderschen 
Gymnasiums,  Berlin,  1872); 

Hiermann,  Theorie  der  analytischen  Functionen  (Leipzig,  1887): 
Handschriftliche  Collegienhefte.  Was  G.  Cantor  in  den  Math.  Annalen  XXI,  8.  585 
als  Weierstrassische  Dofiniüomform  der  irrationalen  Zahlen  umschrieben  hat,  scheint 
stark  im  Cantorschen  Sinne  gefärbt  zu  sein  und  wird  wohl  im  Wesentlichen  von  den- 
selben Schwierigkeiten  gedrückt  wie  Cantors  eigene  Lehre.  Auch  hier  wird  z.  B.  von 
xu  JttinirentUn  Zahlen  gesprochen. 
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wir  mit  den  Anzahlen.  Aber  gleich  müssen  wir  uns  wundern,  dass  er 
nichts  von  dem  der  Beachtung  werth  gefunden  hat,  was  Andere  vor  ihm 
über  diese  Sache  gedacht  haben,  dass  er  keine  der  Klippen  gesehen  hat, 
die  hier  drohen. 

Wenn  wir  die  angeführten  Schriften  vergleichen,  können  wir  kaum  im 
Zweifel  darüber  sein,  dass  Weierstrass  auf  dem  kindlichen  Pfeffcrnuss- 
standpunkte  stand,  oder  wenigstens  zu  stehen  meinte;  denn  dass  er  durch 
die  Natur  der  Sache  immer  wieder  davon  abgedrängt  werden  musste,  ist 
vorauszusehen.  Auf  die  Frage  nach  dem  Wesen  der  Anzahl  erhalten  wir 
Antworten,  wie  „Reihe  gleichartiger  Dinge4',  „Gegenstand,  bestehend  aus 
Elementen  gleicher  Art"  ;  kurz :  ein  Haufe  von  Pfeffernüssen  ist  nach  Weier- 
strass eine  Zahl  l).  Wenn  man  einen  Mann,  der  nie  über  die  Sache  nach- 
gedacht hätte,  mit  der  Frage  „was  ist  die  Zahl  ?"  aus  dem  Schlafe  weckte, 
so  brächte  er  in  der  ersten  Verwirrung  wohl  ähnliche  Ausdrücke  hervor 
wie  Weierstrass:  „Menge",  „Hanfe",  „Reihe  von  Dingen",  „Gegenstand, 
bestehend  aus  gleichartigen  Theilen"  u.  s.  w. ;  und  ob  er  dabei  das  Wort 
„gleichartig"  hinzufügte  oder  wegliesse,  wäre  unwesentlich,  weil  dadurch  ja 
doch  nichts  näher  bestimmt  würde. 

§  160.  Die  beiden  möglichen  Hauptfehler  sind  hier  begangen  worden. 
Der  erste  besteht  in  der  Verwechselung  der  ZahJ  mit  ihrem  Träger  oder 
Substrate,  ähnlich  der  Verwechselung  von  color  ^der  pigmenlum.  Der  zweite 
besteht  darin,  dass  als  Träger  der  Zahl  nicht  der  Begriff  oder  Begrifts- 
nmfang,  sondern  das  genommen  wird,  was  mit  den  Worten  „Aggregat", 
„Reihe  von  Dingen",  „Gegenstand,  der  aus  gleichartigen  Theilen  besteht", 
bezeichnet  werden  soll.  Der  Unterschied  liegt,  darin,  dass  das  Aggregat 
aus  Gegenständen  besteht,  die  durch  Beziehungen  zusammengehalten  werden 
und  Theile  des  Aggregats  genannt  weiden  können.  Mit  der  Vernichtung 
der  Theile  wird  auch  das  Ganze  vernichtet.  Dagegen  sind  das,  was  den 
Bestand  des  Begriffes  -  oder  seines  Umfangs  —  ausmacht,  nicht  die 
Gegenstände,  die  unter  ihn  fallen,  sondern  seine  Merkmale;  das  sind  die 
Eigenschaften,  die  ein  Gegenstand  haben  muss,  um  unter  den  Begriff  zu 
fallen.  Leere  Begriffe  sind  möglich,  leere  Aggregate  sind  Undinge.  Durch 
den  Begriff  ist  bestimmt,  welche  Gegenstände  unter  ihn  fallen ;  durch  das 
Aggregat  ist  nicht  bestimmt,  was  als  seino  Theile  gelten  sollen,  z.  B.  bei 
einem  Regimente,  ob  die  einzelnen  Soldaten,  die  Compagnien  oder  die 
Bataillone;  bei  einem  Stuhle,  ob  die  Atome,  die  Molecüle  oder  die  künst- 
lich gefügten  Holzstücke. 

Es  ist  vorauszusehen,  dass  diese  Theorie  gleich  bei  der  Multiplicatinn 
scheitern  muss,  und  dass  die  eigentliche  Zahl,  da  sie  das  nicht  ist,  was 

1)  Ko&sak  und  Riermnnn  spielen  die  Sache  durch  Ausdrücke,  wie  ,, Vorstellung", 
„alwtrahiren",  „fixiren"  ins  Psychologische  hinüber,  nicht  zum  Vorthoile  dpr  Theorie  und 
auch  wohl  nicht  im  Sinne  von  Weierstras« ;  wenigstens  finde  ich  in  dem  mir  bekannten 
Collcgienheftc  nichts  der  Art 
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Weierstrass  als  Zahlengrösse  erklärt,  irgendwie  eingeschmuggelt  werden 
muss;  und  das  geschieht  dann  auch  ganz  naiv  durch  Ausdrücke,  wie  „es 
kommt  auf  die  Menge  an'4,  „wie  oft",  „in  gleicher  Anzahl'4  l).  Es  kommen 
Ausdrücke  vor,  wie  „a-mal41,  was  ganz  unsinnig  ist,  wenn  man  unter  >a< 
eine  Weierstrassische  Zahlengrösse  —  einen  Eisenbahnzug  z.  B.  —  versteht. 

§  151.  Es  geht  überhaupt  ein  Zwiespalt  durch  die  Weierstrassische 
Lehre,  ein  Kampf  zwischen  den  ausdrücklich  gegebenen  Erklärungen  und 
dem,  was  die  Natur  der  Sache  verlangt.  Dieser  Zwiespalt  zeigt  sich  in 
der  Auffassung  und  im  Gebrauch  des  Wortes  „Einheit44,  des  Gleichheits- 
zeichens und  des  Pluszeichens.  Nach  den  Erklärungen  muss  die  Zahl  aus 
Einheiten  bestehen,  während  die  Natur  der  Suche  auf  eine  einzige  Einheit 
hindrängt,  wenigstens  wenn  die  Zahl  nicht  complex  ist.  So  sehen  wir  denn 
einen  Kampf  zwischen  Singular  und  Plural  beim  Worte  „Einheit41  und 
einen  Wechsel  des  Standpunkts.  Bald  wird  „Einheit44  als  Begriffswort 
(nomen  appellativum)  gleichbedeutend  etwa  mit  „Element44,  bald  als  Eigen- 
name (nomen  proprium)  und  gleichbedeutend  mit  „Eins44  gebraucht.  Es  ist 
klar,  dass  die  Arithmetik  verschiedene  Einse  nicht  brauchen  kann,  sondern 
nur  die  Zahl  Eins.  Die  sprachliche  Scheusslichkeit  des  Plurals  ist  hier 
ein  passendos  Gewand  für  die  sachliche  Unmöglichkeit.  Nach  Weierstrass 
ist  Gleichheit  nicht  Identität,  während  die  Natur  der  Sache  Identität  ver- 
langt. 

Der  Werth  oder  die  Geltung  eines  Aggregutes  oder  einer  Zahl  wird 
vom  Aggregate  selbst  unterschieden  und  damit  offenbar  die  eigentliche  Zahl 
gemeint.  Das  ist  auch  eine  Weise,  wie  diese  eingeschmuggelt  wird  ;  nirgends 
ist  gesagt,  was  der  Werth  oder  die  Geltung  sei.  Es  kommen  Stellen  vor, 
nach  denen  der  Werth  einer  Zahlengrösse  bei  gewissen  Veränderungen  un- 
verändert bleibt,  in  einer  Weise,  dass  wir  schliessen  können,  gleiche  Zahlen 
(Zahlengrössen)  haben  denselben  Werth.  Nun  fragen  wir:  was  bedeutet 
denn  nun  eigentlich  ein  Zahlzeichen,  wie  »2c  nach  Weierstrass?  eine 
Weierstrassische  Zahlengrösse,  z.  B.  das  aus  Erde  und  Mond  bestehende 
System?  oder  den  Werth,  die  Geltung  eines  solchen  Aggregates?  Im  letzten 
Falle,  wäre  das  Gleichheitszeichen  in  »  1  -\-  1  =  2  «  als  Identitätszeicheu 
aufzufassen  im  Widerspruch  mit  der  Weierstrassischen  Erklärung. 

§  152.  Auch  das  Pluszeichen  muss  verschiedene  Bedeutungen  haben, 
jenachdem  es  steht  zwischen  Zeichen  Weierstrassischer  Zahlengrössen  (von 
Eisenbahnzügen  Bücherreihen),  oder  zwischen  Zeichen  von  Werthen  solcher 
Zahlengrössen.  Die  Erklärung  passt  nur  auf  den  ersten  Fall,  der  aber  für 
die  Arithmetik  nicht  in  Betracht  kommen  kann.    Nach  der  Erklärung  müsste 

1)  „Zvrei  ZahUngrü»*rn  drr  neuen  Art  tinJ  yhich,  wenn  sie  so  umgeformt  werden 
können,  dass  beide  dieselben  Elemente  und  jedes  in  gleicher  Anzahl  enthalten.'4  Bier- 
mann a.  a.  0.  §  4,  ähnlich  Kossak  a.  a.  0.  8.  21.  Also  Zahle ngrütten  enthalten  Elemente 
in  glpicber  Anzahl.    Warum  nicht  in  gleicher  Zahlengrösse? 
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»5  +  C« 

■ 

das  aus  Erde  und  Mond  bestehende  System  oder  Aggregat  bezeichnen, 
während 

» c  +c « 

wenn  es  überhaupt  eine  Bedeutung  hätte,  nur  den  Mond  bezeichnen  könnte ; 
und  ebenso  könnte  dann  »  1  — |—  1  «  nur  1  bedeuten.  Das  ist  offenbar  für 
die  Arithmetik  unbrauchbar. 

Dieser  Kampf  zwischen  den  Anforderungen  der  Arithmetik  und  der 
Weierstrassischen  Lehre  erzeugt  auch  das  Wunder  der  wiederholt  vor- 
kommenden Gegenstände,  das  übrigens  auch  bei  andern  mathematischen 
Schriftstellern  beobachtet  werden  kann.  Wenn  doch  diese  Herren  erst 
einmal  selber  versuchen  wollten,  wiederholt  vorzukommen!  Hat  schon 
jemand  von  ihnen  ein  wiederholt  vorkommendes  Sandkorn  gesehen?  Ist 
das  nicht  vielleicht  nur  eine  ungenaue  Ausdrucksweise?  Doch  nicht  eine 
ganz  unschuldige !  Man  versuche,  sie  durch  eine  genaue  zu  ersetzen,  und 
man  wird  der  Weierstrassischen  Lehre  eine  Hauptstütze  entziehen. 

§  153.  Neben  dieser  —  freilich  wohl  niemals  klar  ausgesprochenen 
—  Auffassung,  wonach  ein  Zahlzeichen  den  Werth  einer  Zahlengrösse  be- 
zeichnet, findet  sich  noch  eine  andere.  Danach  bezeichnet  es  eine  Zahlen- 
grösse selbst,  aber  eine  solche,  die  nicht  aus  concreten,  sondern  aus  ab- 
stracten  Einheiten,  oder  sogar  aus  einer  einzigen,  nämlich  der  allein  vor- 
handenen abstracten  Einheit  oder  Eins  zusammengesetzt  sei.  Wie  also  eine 
Bücherreihe  aus  Büchern,  so  besteht  dann  die  Zahl  3  aus  abstracten  Ein- 
heiten, oder  besser  noch  aus  der  —  natürlich  wiederholt  vorkommenden  — 
Eins.  Was  diese  freilich  sei,  erfahren  wir  nicht.  Wahrscheinlich  ist  sie  so 
abstract,  dass  man,  um  sie  zu  denken,  überhaupt  nichts  denken  darf.  Etwas 
weniger  schwierig  ist  schon  die  abstracto  Kuh,  aus  der  sich  wohl  eine 
Kuhherde  wird  bilden  lassen1).  Sie  ist  als  Kuh  freilich  noch  nicht  abstract 
genug,  um  für  eine  aus  ihr  bestehende  Herde  das  Zeichen  >  50  c  passend 
erscheinen  zu  lassen.    Dazu  wäre  noch  eine  grössere  Abstraction  erforderlich. 

Nun  wir  erkennen  schon  die  Quellen  aller  dieser  Wirrnisse  in  den 
beiden  oben  genannten  Hauptfehlern. 

Drei  Auffassungen  der  Zahl  (Anzahl)  sind  also  bei  Weierstrass  zu 
unterscheiden : 

1)  die  Zahl  ist   ein   Aggregat  von  concreten  Dingen  (Pfeffernüssen, 
Eisenbahnwagen,  Büchern) ; 

2)  die  Zahl  ist  eine  Eigenschaft  (Werth,  Geltung)  eines  solchen  Aggre- 
gates ; 

3)  die  Zahl  ist  ein  Aggregat  von  abstracten  Dingen  oder  eines  einzigen 
wiederholt  vorkommenden  abstracten  Dinges. 

1^  Die  von  dieser  zu  gewinnende  Milch  wird  an  Abstractheit  nichts  zu  wünschen 
übrig  lassen.  Man  vergleiche  hierzu  de»  Verfasser»  Grundlagen  der  Arithmetik  (Breslau, 
Koebner,  lbb4)  und  Die  Zahlen  de»  Herrn  Schubert  (Jena,  Pohle,  1S99). 
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Die  Schiller  WeierstrasBena  sind  in  der  angenehmen  Lage,  unter  diesen 
drei  Standpunkten  jedesmal  den  wählen  zu  können,  der  den  Anforderungen 
des  Augenblicks  am  besten  zu  genügen  scheint.  Wenn  der  zweite  allein 
vorkäme,  wäre  die  Verwechselung  der  Anzahl  mit  ihrem  Tr&ger  vormieden  : 
aber  irrade  diese  Auffassung  ist  am  wenigsten  deutlich  ausgesprochen,  und 
die  hierher  gehörenden  Aeusserungen  sind  offenbar  nur  durch  den  Zwang 
der  Sachlage  abgenöthigt. 

§  154.  Dies  ist  die  Grundlage,  auf  der  Weierstrass  die  Lehre  von 
den  höhern  Zahlen  aufbauen  will.  Dass  sie  schwankend  ist,  leuchtet  ein. 
Und  so  weist  denn  auch  sein  Lehrgebäude  von  der  Null,  den  negativen, 
gebrochenen  und  irrationalen  Zahlen  die  bedenklichsten  Risse  auf.  Gleich 
bei  der  Einführung  dor  Null  werden  das  Gleichheitszeichen  und  das  Plus- 
zeichen in  einem  Falle  gobraucht,  auf  den  die  Erklärungen  nicht  passen, 
sodass  streng  genommen  die  Gleichung  >  (a  —  a)  -f-  b  =  b  *  nach  Weierstrass 
keinen  Sinn  hat.  Ebensowenig  hat  der  Ausdruck  „eine  Zahl,  die  zu  a 
addirt,  Null  ergiebt"  nach  Weierstrass  einen  Sinn,  weil  die  Erklärung  des 
Addirens  auf  diesen  Fall  nicht  passt. 

Es  ist  von  Umformungen  einer  Zahlengrösse  die  Rede,  bei  denen  ent- 
weder mehre  Elemente  durch  ein  einziges  ersetzt  werden  oder  umgekehrt 
ein  Element  durch  mehre  vertreten  werden  können:  aber  nirgend  ist  gesagt, 
woran  man  die  Möglichkeit  einer  solchen  Ersetzung  erkenne,  noch  in  welcher 
Hinsicht  die  Vertretung  geschehen  könne.  Es  wird  auch  wohl  gesagt,  dass 
oin  Element  äquivalent  sei  mehren  andern;  aber  woran  die  Aequivalonz 
erkannt  werde,  bloibt  dunkel. 

§  155.  Worauf  beruht,  denn  nun  eigentlich  die  Anerkennung  dor  ne- 
gativen, gebrochenen,  irrationalen  Zahlen  bei  Weierstrass?  Sie  werden, 
wie  es  scheint,  einfach  geschaffen,  ohne  dass  die  Möglichkeit  des  Schaffens 
untersucht  wird.  Dio  Berechtigung  der  negativen  Zahlen  beruht  nach 
Kossak1)  nur  auf  ihrer  Definition.  Das  soll  wohl  heissen,  man  brauche  nur 
einen  Begriff  aufzustellen,  um  sicher  zu  sein,  dass  etwas  unter  ihn  falle2). 
Xun  haben  wir  längst  erkannt,  dass  die  Zahlen  keine  physischen  Gegen- 
stände sein  können,  sondern  nur  logische.  Aber  auch  diese  müssen  nach- 
gewiesen werden,  und  dazu  genügt  es  nicht,  einen  Begriff  anzugeben,  unter 
den  sie  fallen.  Darin  ist  kein  Unterschied  zwischen  physischen  und  lo- 
gischen Gegenständen.  In  den  Vorlesungen  hat  Weierstrass  zwar  Beispiele 
gegeben  (eingenommenes  und  ausgegebenes  Geld.  Strecken),  aber,  wie  es 
scheint,  nur  zur  Erläuterung,  nicht  zur  Begründung. 

1)  A.  a.  0.,  S.  17. 

2)  Man  verpl.  hierzu  Kants  Kritik  de»  ontolonischcn  Howeiscs  vom  Dasein  Gottes. 
Kritik  d.  r.  Vernunft,  ed.  Hartenstein,  S.  405. 
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Eine  Summe  von  unendlich  vielen  positiven  Summanden  fasst  Weier- 
strass  nicht  als  Grenzwerth  einer  Summe,  sondern  als  Summe.  Ihr  Vor- 
handensein scheint  ihm  ebenso  sicher  wie  bei  endlich  vielen  Summanden ; 
und  doch  stimmt  dies  nicht  mit  seiner  Erklärung  der  Addition.  Nur  hält 
er  es  für  nöthig,  die  Gleichheit  in  diesem  Falle  besonders  zu  erklären 
(Verstoss  gegen  unsern  ersten  Grundsatz  des  Detinirens)  und  kommt  da- 
durch auf  die  Endlichkeit,  Das  hängt  damit  zusammen,  dass  das  Wort 
„Summe"  und  das  Pluszeichen  sowie  das  Gleichheitszeichen,  wie  wir  oben 
gesehen  haben,  keine  feste  Bedeutungen  haben. 

Eine  eingehendere  Kritik  von  Weiorstrassens  Begründung  der  irratio- 
nalen Zahlen  ist,  nachdem  die  Grundlagen  als  ganz  unsicher  nachgewiesen 
sind,  nicht  nöthig. 

f)  Rückblick  und  Ausschau. 

§  156.  Werfen  wir  nun  einen  zusammenfassenden  Rückblick  auf  die 
Versuche,  die  höhern  Zahlen  einzuführen,  und  fragen  wir,  welchen  Nutzen 
wir  daraus  für  unsere  eigenen  Bemühungen  ziehen  können. 

Wir  unterscheiden  zwei  Hauptrichtungen,  in  denen  sich  diese  Versuche 
bewegen :  die  formale  und  die  inhaltliche.  Jene  nennt  Zahlen  gewisse 
durch  Schreiben  erzeugte  Figuren,  die  nach  willkürlichen  Regeln  behandelt 
werden.  Diese  Figuren  können  zwar  in  einem  andern  Zusammenhange  auch 
Zeichen  sein,  die  etwas  bedeuten;  aber  davon  sieht  der  Formalarithmetiker 
gänzlich  ab.  Für  die  inhaltliche  Arithmetik  sind  jene  Figuren  nur  Zeichen 
ihrer  eigentlichen  Gegenstände,  Zahlzeichen,  äussere  Hülfsmittel.  Die  for- 
male scheint  wie  durch  ein  unabwendbares  Verhängnis  immer  wieder  in  das 
Bett  der  inhaltlichen  Arithmetik  einzumünden  und  stösst  unter  andern  auf 
folgende  Schwierigkeit.  Bei  der  Einführung  einer  neuen  Art  von  Figuren 
muss  sie  zugleich  neue  Regeln  für  deren  Handhabung  aufstellen,  und  zwar 
sowohl  verbietende,  als  auch  erlaubende.  Es  wäre  nun  eigentlich  zu  zeigen, 
dass  diese  neuen  Regeln  weder  unter  sich,  noch  mit  den  alten  in  Wider- 
streit gerathen  könnten.  Diese  Aufgabe  ist  wohl  nicht  einmal  ernstlich  in 
Angriff  genommen,  geschweige  denn  gelöst  worden. 

Für  uns  kann  nur  eine  inhaltliche  Arithmetik  in  Betracht  kommen. 
Aber  auch  die  auf  diesem  Boden  angestellten  Versuche  sind,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  erfolglos  geblieben,  wenigstens  sofern  sie  rein  arithmetisch 
sein  wollen. 

Entweder  man  unterscheidet  nicht  zwischen  Begriff  und  Gegenstand 
und  glaubt  dann,  indem  man  einen  Begriff  aufzeigt,  damit  zugleich  den 
Gegenstand  von  den  gewünschten  Eigenschaften  zu  haben;  oder  man  sieht 
ein,  dass  ein  Begriff  auch  leer  sein  kann,  und  verlangt  von  ihm,  dass  er 
widerspruchsfrei  sei.  So  einleuchtend  die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung 
ist,  so  fraglich  ist  es,  ob  sie  hinreiche.  Dass  kein  Widerspruch  bestehe 
—  meinen  nun  wohl  Manche  —  leuchte  unmittelbar  ein,  da  ein  solcher, 
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wenn  vorhanden,  sofort  bemerkt  werden  müsste.  Das  ist  leicht  durch  den 
Hinweis  auf  die  indirecten  Beweise  zu  widerlegen.  Dass  kein  Widerspruch 
bestehe,  muss  also  bewiesen  werden.  Nun  haben  wir  zwar  den  Satz,  dass 
ein  Begriff  widerspruchsfrei  ist,  wenn  ein  Gegenstand  unter  ihn  fallt ;  aber 
dieser  Satz  ist  grade  in  unserin  Falle  unbrauchbar.  Bevor  also  nicht  ein 
ganz  neues  Prinzip  gefunden  ist,  mit  dem  wir  die  Freiheit  von  Wider- 
sprüchen beweisen  können,  kommen  wir  auf  diesem  Wege  nicht  weiter1). 

§  157.  Doch  ist  diese  Betrachtung  der  vergeblichen  Versuche  nicht 
ganz  unfruchtbar  geblieben.  Wir  haben  uns  an  unsere  Umwandlung  der 
Allgemeinheit  einer  Gleichheit  in  eine  Werthverlaufsgleichheit  erinnert,  die 
uns  das  zu  leisten  verspricht,  was  die  schöpferischen  Definitionen  anderer 
Mathematiker  nicht  vermögen.  Wir  haben  die  reelle  Zahl  als  Grössen- 
verhältnis  aufgefasst  und  so  die  formale  Arithmetik  im  oben  angegebenen 
Sinne  ausgeschlossen.  Damit  haben  wir  auf  die  Grössen  hingewiesen  als 
auf  die  Gegenstände,  zwischen  denen  ein  solches  Verhältnis  stattfindet*). 

Da  die  Anzahlen  nicht  Verhältnisse  sind,  müssen  wir  sie  von  den 
positiven  ganzen  Zahlen  unterscheiden.  Darum  ist  es  nicht  möglich,  das 
Gebiet  der  Anzahlen  zu  dem  der  reellen  Zahlen  zu  erweitern ;  es  sind  eben 
ganz  getrennte  Gebiete.  Die  Anzahlen  antworten  auf  die  Frage :  „wieviele 
Gegenstände  einer  gewissen  Art  giebt  es?"  während  die  reellen  Zahlen 
als  Maasszahlen  betrachtet  werden  können,  die  angeben,  wie  gross  eine 
Grösse  verglichen  mit  einer  Einheitsgrösse  ist,    Manche  Leser  haben  sich 

1)  L.  Kronecker  scheint  gleich  uns  die  bisher  gemachten  Versuche,  das  Irrationale 
arithmetisch  zu  begründen  für  fehlerhaft  gehalten  zu  haben;  ihm  sind  die  irrationalen 
algebraischen  Grössen  der  eigentlichen  Arithmetik  fremd;  er  will  sie  demgemäss  aus- 
scheiden und  von  den  Zahlen  nur  die  positiven  ganzen  als  Gegenstände  der  Arithmetik 
anerkennen.  Jeder  Versuch,  die  Lehre  von  den  reellen  Zahlen  rein  arithmetisch  zu  be- 
gründen, wird  wohl  darauf  hinauslaufen,  Alles  schliesslich  auf  die  Anzahlen  zurückzu- 
führen, sodass  jeder  arithmetische  Satz  der  Lehre  von  den  Anzahlen  zugerechnet  werden 
kann.  In  demselben  Sinne  kann  man  wohl  auch  jeden  Satz  der  Lehre  von  den  algebra- 
ischen Flächen  und  Curven,  der  Lehre  von  den  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  zuweisen. 
Aber  es  ist  ein  Unterschied,  ob  man  den  Ausdruck  „Curve  vierter  Ordnung"  nur  für 
entbehrlich  hält,  oder  ob  man  ihn  aus  der  Geometrie  ganz  verbannen  will,  weil  der  da- 
mit bezeichnete  Begriff  nicht  in  die  Geometrie  gehöre.  Und  Kronecker  scheint  die 
Irrationalzahlen  nicht  nur  für  entbehrlich,  sondern  für  geradezu  unarithmetisch  zu 
halten,  sodass  die  mit  ihnen  geführten  Beweise  sich  auf  etwas  stützen,  was  die  Reinheit 
der  Arithmetik  trübt.  Wir  können  den  Grundsatz  wohl  billigen,  dass  die  Arithmetik, 
wenn  irgend  möglich,  von  keinen  Beweisgründen  Gebrauch  machen  dürfe,  die  der  Geo- 
metrie oder  sonst  einer  fremden  Wissenschaft  entlehnt  sind.  Aber  es  fragt  sich,  ob  es 
nicht  doch  noch  gelingen  könne,  die  irrationalen  Zahlen  rein  arithmetisch  zu  definiren; 
und  wir  werden  einen  solchen  Weg  zu  eröffnen  versuchen. 

Uebrigens  ist  Kroneckers  Theorie  der  Anzahlen,  auf  die  er  Alles  gründet,  unhalt- 
bar. Eine  Anzahl  ist  nach  ihm  eine  Gesammtheit  von  Zahlzeichen.  Das  führt  zu  der 
absurden  Folgerung,  dass  ein  Volk,  das  andere  Zahlzeichen  benutzt,  auch  andere  An- 
zahlen hätte,  dass  also  dessen  Arithmetik  von  ganz  andern  Gegenständen  handelte  als 
unsere  und  also  eine  ganz  andere  Wissenschaft  wäre.  Ferner  gäbe  es  nur  endlich  viele 
Anzahlen,  da  offenbar  nur  endlich  viele  Zahlzeichen  bis  jetzt  hingeschrieben  sind,  und 
aus  diesen  nur  endlich  viele  Gesammtheiten  bestehen  können.  (Vergl.  Ueber  den  Zahl- 
begriff von  Leopold  Kronecker,  Philosoph.  Aufsätze,  Ed.  Zeller  zu  seinem  fiO-jährigen 
Doctorjubiläum  gewidmet.) 

2J  Hier  befinden  wir  uns  in  Uebereinstimmung  mit  Newton. 
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vielleicht  über  unsere  Formel  *a^(b^()  <  gewundert  und  dafür  >a-+-  1  =6« 
erwartet;  aber  die  f-Beziehung  einer  Anzahl  zur  nächstfolgenden  ist  ver- 
schieden von  der  Beziehung  £-{-l=t.  Jene  findet  nur  bei  Anzahlen 
statt,  diese  auch  bei  andern  als  positiven  ganzen  Zahlen,  sodass  wir  durch 
ihre  Umkehrung  geleitet  von  den  positiven  ganzen  Zahlen  (Iber  die  Null 
zurück  zu  den  negativen  gelangen  können,  während  ein  Rückgang  über  die 
Anzahl  Q  hinaus  nicht  möglich  ist1).  Deshalb  unterscheiden  wir  auch  die 
Anzahlen  ö  und  1  von  den  Zahlen  0  und  l. 

§  158.  Zunächst  könnte  es  nun  scheinen ,  dass  wir  uns  auf  die 
Geometrie  stützen  müssten;  aber  indem  wir  die  reelle  Zahl  als  Grössen- 
verhältnis  gefasst,  haben  wir  die  Meinung  abgelehnt,  dass  die  reelle  Zahl 
etwa  eine  Strecke  sei,  dass  ein  Zahlzeichen  eine  .Strecke  bedeute.  Man 
unterscheidet  nicht  immer  genau  zwischen  einer  Strecke  und  der  Maass- 
zahl, die  ihr  im  Verhältnisse  zu  einer  Einheitsstrecke  zukommt.  So  spricht 
man  wohl  von  dor  Strecke  a  und  versteht  dann  im  weiteren  Verlaufe  unter 
»  a  <  die  Maasszahl.  Die  so  entstandene  Verwirrung  hat  dann  wohl  die 
Meinung  aufkommen  lassen,  ein  Zahlzeichen  bedouto  —  oder  könne  wenigstens 
bedeuten  —  eine  Strecke.  Gewiss  bedeutet  es  etwas,  aber  nichts  Geome- 
trisches. Sondern  genau  dasselbe  Grössen vei hältnis,  das  bei  Strecken  statt- 
tindet,  haben  wir  auch  bei  Zeiträumen,  Massen,  Lichtstärken  u.  s.  w.  Da- 
durch löst  sich  die  reolle  Zahl  von  diesen  besondern  Grössenarten  ab  und 
schwebt  gleichsam  über  ihnen.  Und  darum  scheint  es  nicht  angemessen, 
die  Betrachtung  zu  fest  an  geometrischen  Gebilden  haften  zu  lassen.  Man 
kann  solche  wohl  benutzen,  um  das  Verständnis  zu  erleichtern,  muss  sich 
aber  hüten,  etwas  darauf'  zu  gründen.  Denn  wenn  arithmetische  Sätze 
unabhängig  von  geometrischen  Axiomen  bewiesen  werden  können,  so  müssen 
sie  es  auch.  Sonst  verläuguete  man  ohne  Noth  die  Selbständigkeit  dor 
Arithmetik  und  ihre  logische  Natur. 

Man  kann  diese  Behandlung  der  Arithmetik  vielleicht  auch  formal 
nennen,  gebraucht  dann  aber  dieses  Wort  nicht  in  dem  oben  dargelegten 
Sinne.  Dann  kennzeichnet  es  die  rein  logische  Natur  der  Arithmetik,  will 
aber  nicht  besagen,  dass  die  Zahlzeichen  inhaltlose  Figuren  seien,  die 
nach  wiilkührlichen  Regeln  behandelt  weiden.  Die  Regeln  folgen  hier 
vielmehr  nothwendig  aus  den  Bedeutungen  der  Zeichen  und  diese  Be- 
deutungen sind  die  eigentlichen  Gegenstände  der  Arithmetik:  willkührlich 
ist  nur  die  Bezeichnung. 

§  159.  Der  hier  zu  betretende  Weg  liegt  also  zwischen  der  alten 
noch  von  H.  Hankol  vorgezogenen  geometrischen  Begründungsweise  der 
Lehre  von  den  Irrationalzahlen  und  den  in  neuerer  Zoit  eingeschlagenen 

1)  Wir  haben  das  Pluszeichen  an  so  früher  Stello  überhaupt  nicht  einführen  können, 
ohne  es  unvollständig  und  stückweise  zu  erklären  und  so  gegen  unsern  ersten  Grund- 
satz des  Defiuirens  zu  Verstössen. 
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Wegen.  Von  jener  behalten  wir  bei  die  Auffassung  der  reellen  Zahl  als 
Grössenverhältnis  oder  Maasszahl,  lösen  sie  jedoch  von  den  geometrischen 
wie  von  allen  besondern  Grössenarten  ab  und  nähern  uns  dadurch  diesen 
neueren  Bestrebungen.  Aber  wir  vermeiden  zugleich  den  bei  diesen  hervor- 
tretenden Mangel,  dass  das  Messen  entweder  garnicht  vorkommt,  oder  ohne 
Lünern,  im  Wesen  der  Zahl  selbst  begründeten  Zusammenhang  rein  äussor- 
lich  angeflickt  wird,  woraus  dann  folgt,  dass  eigentlich  für  jode  Grössenart 
besonders  angegeben  werden  müsste,  wie  sie  zu  messen  wäre,  und  wie  man 
dadurch  eine  Zahl  erhielte.  Es  fohlt  dabei  ganz  an  allgemeinen  Kenn- 
zeichen dafür,  wo  die  Zahlen  als  Maasszahlen  gebraucht  werden  künnon 
und  wie  sich  dann  diese  Anwendung  gestaltet. 

So  können  wir  hoffen,  uns  einerseits  die  Handhaben  der  Anwendung 
in  besonderen  Wissensgebieten  nicht  entschlüpfen  zu  lassen,  ohne  andrer- 
seits die  Arithmetik  mit  den  aus  jenen  Wissenschaften  entlehnten  Gegen- 
ständen, Begriffen  und  Beziehungen  zu  verunreinigen  und  ihr  eigenthümlichos 
Wesen  und  ihre  Selbständigkeit  zu  gefährden.  Die  Darbietung  solcher 
Handhaben  kann  man  doch  wohl  von  der  Arithmetik  erwarten,  wenn  auch 
dio  Anwendung  selbst  nicht  ihre  Sache  ist. 

Ob  unser  Plan  ausführbar  sei,  muss  der  Versuch  lehren.  Dabei  kann 
dioses  Bedonken  aufstossen.  Wonn  die  positive  Quadratwurzel  aus  2  ein 
Grössenverhältnis  ist,  so  scheint  es,  um  sie  zu  definiren,  nothwendig,  Grössen 
anzugeben,  die  dies  Verhältnis  zueinander  haben.  Aber  woher  diese  nehmen, 
wenn  der  Hinweis  auf  geometrische  und  physikalische  Grössen  verboten 
ist?  Und  doch  bedürfen  wir  eines  solchen  Grüssonverhältnisses  durchaus, 
weil  sonst  nicht  einmal  das  Zeichen  »V2«  gebraucht  werden  dürfte. 

Bevor  wir  dieses  Bedenken  zu  beseitigen  versuchen,  müssen  wir  uns 
über  die  Bedeutung  des  Wortes  „Grösse"  verständigen. 

g)  Grösse. 

§  160.  Das  Wort  „Grösse-4  („Quantität")  bedeutet  boi  manchen 
Mathematikern  soviel  wie  „reelle  Zahl"  oder  „Zahlu  schlechtweg.  Dioso 
Gebrauchsweise  hängt  wohl  damit  zusammen,  dass  die  Maasszahl  und  die 
durch  sie  hinsichtlich  einer  Einheit  (eines  Maasses)  bestimmte  Grösse  nicht 
immer  auseinander  gehalten  werden ;  sie  kann  für  uns  hier  nicht  in  Betracht 
kommen. 

Was  Grösse  sei,  ist  wohl  noch  niemals  befriedigend  gesagt  worden. 
Wenn  wir  die  Erklärungsversuche  durchgehen ,  stossen  wir  oft  auf  das 
Wort  „gleichartig''  oder  ein  ähnliches.  Man  verlangt  von  den  Grössen, 
dass  mau  die  gleichartigen  unter  ihnen  vergleichen,  addiron,  subtrahiren, 
auch  ciuo  Grösse  in  ihr  gleichartige  Theile  zerlegou  könne  1j.  Mit  dem 
Worte  „gleichartig"  ist  offenbar  gar  nichts  gesagt  ;  denn  in  einer  Hinsicht 

1)  Otto  Stolz,  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik  (Leipzig,  Teubner,  1886) 
Einleitung. 
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können  Dinge  gleichartig  sein,  die  in  einer  andern  ungleichartig  sind.  Die 
Frage  also,  ob  ein  Gegenstand  einem  andern  gleichartig  sei,  lässt  sich 
nicht  mit  „ja"  oder  „nein"  beantworten;  es  fehlt  an  dem  ersten  logischen 
Erfordernis,  der  scharfen  Begrenzung. 

Andere  definiren  Grösse  mit  den  Wörtern  „grösser"  und  „kleiner", 
oder  „vergrössern"  und  „verkleinern"  wodurch  aber  nichts  gewonnen  ist: 
denn  worin  die  Beziehung  des  Grösserseins  oder  die  Thätigkeit  des  Ver- 
grösserns  bestehe,  bleibt  unerklärt.  Es  nützt  auch  nichts,  die  Wörter 
„Addition",  „Summe",  „Vervielfältigen"  zu  gebrauchen,  wenn  man  sie  nicht 
genügend  erklärt  hat, 

Wenu  H.  Hankel  sagt 1) 

„Unter  der  Summe  zweier  Grössen   a  und  b  versteht  man  eine  neue 
(Crosse,  die  aus  ihrer  Synthesis  als  Resultat  hervorgeht" 
so  gebraucht  er  das  ebenso  unerklärte  Wort   „Synthesis",  und  es  bleibt 
zweifelhaft,  ob  es  bei  zwei  gegebenen  Objecten  nicht  verschiedene  Synthesen 
gebon  könne. 

Wenn  man  Wörter  in  einem  besondern  Zusammenhange  erklärt  hat, 
darf  man  sich  nicht  einbilden,  nun  auch  in  andern  Zusammenhängen  einen 
Sinn  mit  ihnen  zu  verbinden.  Man  dreht  sich,  wie  es  scheint,  hier  nur 
im  Kreise,  indem  man  immer  ein  Wort  durch  ein  anderes  ebenso  erklärungs- 
bedürftiges erklärt,  ohne  dadurch  dem  Kerne  der  Sache  näher  zu  kommen. 

§  161»  Der  Grund  dieser  Misserfolge  liegt  in  der  falschen  Frage- 
stellung. Es  giebt  sehr  verschiedene  Grössenarten :  Längen,  Winkel-,  Zeit- 
grössen,  Massen,  Temperaturen  u.  s.  w.,  und  es  wird  kaum  möglich  sein, 
anzugeben,  wodurch  die  Angehörigen  dieser  Grössenarten  sich  von  Gegen- 
ständen unterscheiden,  die  nicht  einer  Giössenart  angehören.  Auch  wäre 
wenig  damit  gewonnen;  denn  es  fehlte  noch  an  jedem  Mittel,  zu  erkounou, 
wolcho  von  diesen  Grössen  demselben  Grössengebieto  augehörten. 

Statt  zu  fragen:  welche  Eigenschafton  muss  ein  Gegenstand  haben, 
um  eine  Grösse  zu  sein?  muss  man  fragen:  wie  beschallen  muss  ein  Begriff 
sein,  damit  sein  Umfang  ein  Grüssengebiet  sei?*)     Wir  wollen  nun  statt 

1)  Theorie  der  complexen  Zahlensysteme  (Leipzig,  Voss,  1807)  §  14. 

2)  Einen  Anlauf  in  dieser  Richtung  nimmt  O.  Stolz,  indem  er  a.  u.  0.  schreibt  : 
,,.  .  .  so  wird  ein  (irössenbogriff  ein  Begriff  von  der  Art  sein,  dass  je  zwei  der  darunter 
enthaltenen  Dinge  entweder  als  geicli  oder  als  ungleich  erklärt  sind."  Hier  ist  in  der 
That  der  Versuch  gemacht,  die  oben  gewünschte  Beschaffenheit  eines  Begriffes  anzu- 
geben; aber  in  dem  nächstfolgenden  Satze 

»Mit  andern  Worten:  „tirosso  heisst  jedes  Ding,  welches  einem  andern  gleich  oder 
ungleich  gesetzt  werden  soll"« 

wird  dieser  Vorsuch  wieder  fallen  gelassen.  Wenn  es  von  dem  Erklärtsein  abhinge,  so 
wäre  ein  Begriff  von  einem  gewissen  Augenblicke  an  ein  (irrtssonbegriff,  vorher  nicht. 
Um  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  zu  einer  gewissen  Zeit  ein  Begriff  ein  Urössenbegriff 
wäre,  müssten  unter  Umständen  schwierige  geschichtliche  Forschungen  angestellt  werden. 
Dazu  kommt  noch  Folgendes.  Entweder  sind  die  Wörter  „gleich"  und  „ungleich"  schon 
vorher  ihrer  Bedeutung  nach  bekannt;  dann  kann  es  nicht  mehr  Sache  der  Erklärung 
sein,  ob  irgendwelche  Dinge  gleich  oder  ungleich  sind;  oder  diese  Wörter  sind  vorher 
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..Begriffsumfang"  dor  Kürze  wegen  „Klasse''  sagen.  Dann  kann  man  die 
Frage  auch  so  stellen :  welche  Eigenschaften  inuss  eino  Klasse  haben,  um 
ein  Grösseugebiet  zu  sein?  Etwas  ist  eine  Grösse  nicht  für  sich  allein, 
sondern  nur,  sofern  es  mit  andern  Gegenständen  einer  Klasse  angehört,  die 
ein  Grössengebiet  ist. 

§  162.  Da  es  uns  zunächst  nur  darum  zu  thun  ist,  eine  Grundlage 
für  dio  Lehre  von  den  reellen  Zahlen  zu  gewinnen,  wollen  wir  uns  die 
Sache  dadurch  erleichtern,  dass  wir  die  absoluten  Grössen  ausser  Betracht 
lassen  und  nur  diejenigen  Grössengebiete  ins  Auge  fassen,  in  denen  ein 
Gegensatz  stattfindet,  dem  bei  den  Maasszahlen  der  des  Positiven  und 
Negativen  entspricht.  Und  hierbei  mag  uns  die  Bemerkung  von  Gauss 
(Werke,  Bd.  II,  S.  176)  zu  Hülfe  kommen: 

„Positive  und  negative  Zahlen  können  nur  da  eine  Anwendung  finden, 
wo  das  Gezählte  ein  Entgegengesetztes  hat,  was  mit  ihm  vereinigt  gedacht 
der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  ist.  Genau  besehen  findet  diese  Voraus- 
setzung nur  da  statt,  wo  nicht  Substanzen  (für  sich  denkbare  Gegenstände), 
sondern  Relationen  zwischen  je  zwei  Gegenständen  das  Gezählte  sind. 
Postulirt  wird  dabei,  dass  diese  Gegenstände  auf  bestimmte  Art  in  eine 
Reihe  geordnet  sind,  z.  B.  A,  B,  C  .  .  .  und  dass  die  Relation  des  A  zu 
B  als  der  Relation  des  B  zu  C  u.  s.  w.  gleich  betrachtet  werden  kann. 
Hier  gehört  nun  zu  dem  Begriff  der  Entgegensetzung  nichts  weiter  als  der 
Umtausch  der  Glieder  der  Relation,  sodass  wenn  die  Relation  (oder  der 
Uebergang)  von  A  zu  B  als  -f-  1  gilt,  die  Relation  von  B  zu  A  als  —  1 
dargestellt  werden  muss.  Insofern  also  eine  solche  Reihe  auf  beiden  Seiten 
unbegrenzt  ist,  repräsent irt  jedo  reelle  Zahl  die  Relation  eines  beliebig  als 
Anfang  gewählten  Gliedes  zu  einem  bestimmten  Gliede  der  Reihe.44 

Im  Wesentlichen  können  wir  diesen  Gedanken  zustimmen,  lassen  jedoch 
die  Beschränkung  auf  ganze  Zahlen  fallen  und  sagen  statt  ,,das  Gezählte" 
lieber  „das  Gemessene".  Gauss  scheint  die  Relationen  durch  dio  Gegen- 
stände  bestimmt   zu  denken,  zwischen  denen  sie  stattfinden,  und  bedarf 

nicht  bekannt:  dann  kann  man  für  sie  irgend  beliebig  gebildete  Wörter,  z.  B.  „azig", 
„bezig"  nehmen,  und  wir  haben  gesehen,  dass  dadurch  nichts  näher  bestimmt  werden 
kann.  Vielleicht  hält  man  noch  einen  dritten  Fall  für  möglich,  dass  nämlich  bis  dahin 
die  Wörter  „gleich"  und  „ungleich"  weder  vollkommen  bekannt,  noch  ganz  unbekannt 
seien,  insofern  man  gewisse  Eigenschaften  ihrer  Bedeutungen  kenne.  Aber  ehe  über- 
haupt von  den  Bedeutungen  dieser  Wörter  die  Rede  sein  darf,  müsseu  sie  vollkommen 
bestimmt  sein,  und  erst  dann  kann  gefragt  werden,  ob  diese  Bedeutungen  dio  gewünschten 
Eigenschaften  haben.  Aber  solche  Erklärungen  können  überhaupt  nicht  dafür  ent- 
scheidend sein,  ob  irgend  ein  Begriff  ein  Grössenbegriff  sei.  Entweder  ist  ein  Begriff 
ein  Grössenbegriff:  dann  ist  er  es  unabhängig  von  jeder  Erklärung  von  „gleich"  oder 
„ungleich";  oder  er  ist  kein  Grössenbegriff,  so  ist  er  auch  dies  unabhängig  von  solcher 
Erklärung.  Diese  setzt  nur  einen  Zusammenhang  zwischen  jenon  Wörtern  und  den 
Bedeutungen  fest,  die  sie  haben  sollen;  darüber  hinaus  geht  ihre  Wirkung  nicht.  Wir 
müssen  uns  nur  darüber  ganz  klar  sein,  dass  eine  Erklärung  nie  etwas  im  der  Sache 
selbst  andern  kann,  dass  sie  lediglich  unsere  Benennung  oder  Bezeichnung  betreffen 
kann. 
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eines  Postulates  über  die  Gleichheit  der  Relationen.  Wir  dagegen  be- 
trachten die  Beziehung  als  definirbar  ohne  Hinsicht  auf  bestimmte  Gegen- 
stände, die  in  ihr  stehen,  sodass  mit  der  Anerkennung  einer  Beziehung  im 
Allgemeinen  noch  gar  nicht  gesagt  ist,  dass  es  Gegenstande  gebe,  die  in 
ihr  stehen.  Wenn  nun  eine  Beziehung  gegeben  ist,  in  der  A  zu  B  steht, 
so  ist  damit  zugleich  entschieden,  ob  B  zu  C  und  C  zu  D  in  dieser  selben 
Beziehung  stehen,  und  eine  Anordnung  von  Gegenstanden  in  eine  Reihe 
ist  damit  von  selbst  gegeben.  Freilich  wird  nicht  jede  Beziehung  eine  in  's 
Unendliche  fortlaufende  Reihe  ergeben;  nicht  jede  Beziehung  ist  also  für 
unsere  Zwecke  brauchbar.  Welche  Beschränkungen  nothwendig  sind,  muss 
die  weitere  Untersuchung  lehren. 

Sagen  wir  der  Kürze  halber  „Relation"  statt  „Umfang  einer  Be- 
ziehung", so  können  wir  sagen:  die  von  uns  zu  betrachtenden  Grössen 
sind  Relationen.  Die  Grössenverhältnisse  oder  reellen  Zahlen  werden  wir 
demnach  als  Relationen  von  Relationen  ansehen.  Unsere  Grössengebiete 
sind  Klassen  von  Relationen,  nämlich  Umfange  von  BegrifTeu,  die  dem 
Begriffe  Relation  untergeordnet  sind.  Der  Umkehrung  des  Vorzeichens 
wird  die  Umkehrung  der  Beziehung  entsprechen  (K  und  %.K).  Der  Addition 
der  Maasszahleu  wird  entsprechen  die  Zusammensetzung  der  Relationen 
(K  ^  II).  Demnach  wird  das  Zeichen  »  <  dem  Minuszeichen  und  das 
Zeichen  >^t  dorn  Additionszeichen  vergleichbar  sein;  die  Formel 
»  A  _  \  B  «  wird  dem  >  a  —  b  «  und  >  A  ^  %.A  «  dem  Nullzeichen 
entsprechen. 

§  163«  Nehmen  wir  beispielsweise  als  Gegenstände  die  Punkte  auf 
einer  geraden  Linie.  Zwischen  diesen  finden  Abstandsbeziehungen  statt. 
Der  Punkt  B  ist  etwa  von  A  um  eine  gewisse  Strecke  nach  einer  gewissen 
Seite  'etwa  nach  rechts)  entfernt.  Wenn  der  Punkt  D  ebenso  weit  von  C 
nach  derselben  Seite  entfernt  ist,  so  steht  C  zu  D  in  derselben  Abstands- 
beziehung wie  A  zu  B.  Offenbar  ist  die  Abstandsrelation  von  B  zu  A  die 
Umkehrung  jener  von  A  zu  B.  Mithin  entspricht  die  Umkehrung  einer 
Abstandsrelation  der  Umkehrung  der  Richtung.  Es  ist  ferner  unmittelbar 
ersichtlich,  dass  die  Zusammensetzung  solcher  Abstandsrelationen  mit  der 
geometrischen  Addition  der  Strecken  übereinkommt. 

§  164.  Wir  können  jetzt  der  vorhin  (i>  15!*)  aufgeworfenen  Frage 
näher  treten,  woher  wir  die  Grössen  nehmen,  deren  Verhältnisse  irrationale 
Zahlen  sind.  Sie  werden  Relationen  sein;  und  diese  dürfen  nicht  leer 
sein,  d.  h.,  sie  dürfen  nicht  Umfänge  solcher  Beziehungen  sein,  in  denen 
keine  Gegenstünde  zu  einander  stehen.  Denn  solche  Beziehungen  haben 
denselben  Umfang ;  es  giebt  nur  eine  einzige  leere  Relation.  Damit  könnten 
wir  keine  reelle  Zahl  definiren.  Wenn  q  die  leere  Relation  ist,  so  ist  T^q 
dieselbe,  ebenso  auch  q,  Qq.    Auch  die  Zusammensetzung  der  Relationen 
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unseres  Grössengebietes  darf  nicht  die  leere  Relation  ergeben ;  das  thäte 
sie  aber,  wenn  es  keinen  Gegenstand  gäbe,  zu  dem  ein  Gegenstand  in  der 
ersten  und  der  zu  einem  Gegenstande  in  der  zweiten  Relation  stände. 

Wir  bedürfen  also  einer  Klasse  von  Gegenstanden,  die  in  den  Re- 
lationen unseres  Grössengebietes  zu  einander  stehen,  und  zwar  muss  diese 
Klasse  unendlich  viele  Gegenstande  umfassen.  Nun  kommt  ja  dem  Be- 
griffe endliche  Anzahl  eine  unendliche  Anzahl  zu,  die  wir  Endlos  genannt 
haben ;  aber  diese  Unendlichkeit  genügt  noch  nicht.  Nennen  wir  den  Um- 
fang eines  Begriffes,  der  dem  Begriffe  endliciie  Anzahl  untergeordnet  ist, 
eine  Klasse  endlicher  Anzahlen,  so  kommt  dem  Begriffe  Klasse 
endlicher  Anzahlen  eine  unendliche  Anzahl  zu,  die  grösser  als  Endlos  ist; 
d,  h.  es  lässt  sich  der  Begriff  endliche  Anzahl  abbilden  in  den  Begriff 
Klasse,  endliclier  Anzahlen,  aber  nicht  umgekehrt  dieser  in  jenen. 

Nun  wären  etwa  zwischen  den  Klassen  endlicher  Anzahlen  Relationen 
nachzuweisen,  welche  als  Augehörige  eines  Grössengebietes  aufgefasst  werden 
könnten.  Etwas  anders  wird  sich  die  Sache  freilich  noch  gestalten,  wie 
wir  gleich  sehen  werden. 

Setzen  wir  für  den  Augenblick  die  Kenntnis  der  irrationalen  Zahlen 
voraus!    Jede  positive  Zahl  a  kann  in  der  Form 

k,  =  CO 

k=\ 

bezeichnet  werden,  worin  uuter  »rc  eine  positive  ganze  Zahl  oder  O,  unter 
*nl  c,  >n2  «  u.  s.  w.  positive  ganze  Zahlen  zu  verstehen  sind,  deren  An- 
zahl wir  als  unendlich  annehmen  können.  Es  gehört  in  dieser  Weise 
zu  jeder  positivon  rationalen  oder  irrationalen  Zahl  a  ein  Paar,  dessen 
erstes  Glied  (r)  eine  positive  ganze  Zahl  oder  0  ist  und  dessen  zweites 
Glied  eine  Klasse  von  positiven  ganzen  Zahlen  ist  (Klasse  der  n*).  Statt 
der  ganzen  Zahlen  können  wir  auch  Anzahlen  nehinon,  sodass  nun  zu 
jeder  positiven  reellen  Zahl  ein  Paar  gehört,  dessen  erstes  Glied  eine  An- 
zahl und  dessen  zweites  Glied  eine  Klasse  von  Anzahlen  ist,  die  Q  nicht 
enthält.  Sind  nun  a,  b  und  c  positive  Zahlen  und  ist  a-\-b*='C1  so  besteht 
für  jedes  b  eine  Beziehung  zwischen  den  Paaren,  die  zu  a  und  zu  c  ge- 
hören. Und  diese  Beziehung  kann  man  detiniren,  ohne  auf  die  reellen 
Zahlen  a,  b,  r  zurückzugehen,  also  ohne  die  Kenntnis  der  reellen  Zahlen 
vorauszusetzen.  So  habon  wir  Beziehungen,  deren  jede  wieder  durch  ein 
Paar  (das  zu  b  ^ohörende)  >rekonnzeichnet  ist.  Hierzu  kommen  noch  die 
Umkehruugen.  Die  Ilmfänge  diesor  Beziehungen  (diese  Relationen)  ent- 
sprechen den  positiven  und  negativen  reellen  Zahlen  eindeutig.  Der  Addition 
der  Zahlen  b  und  6'  entspricht  die  Zusammensetzung  der  zugehörigen  Re- 
lationen. Die  Klasse  dieser  Rolationen  ist  nun  ein  Gebiet,  das  für  unsern 
Plan  hinreicht.    Diese  Andeutungen  mögen  vorläufig  genügen,  die  Zweifel 

Ff  e(«  ,  QnoIgMtM  11.  11 
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an  der  Durchführbarkeit  des  Planes  zu  zerstreuen.  Es  soll  damit  nicht 
gesagt  sein,  dass  wir  uns  genau  an  diesen  Weg  halten  werden.  Auf  zwei 
Punkte  möchte  ich  nur  noch  besonders  hinweisen.  Erstens:  weder  die 
Klassen  endlicher  Anzahlen,  noch  die  erwähnten  Paare,  noch  die  Relationen 
zwischen  diesen  Paaren  sind  Irrationalzahlen.  Ebensowenig  sind  sie  Zeichen 
von  Irrationalzahlen :  sie  sind  nicht  durch  Schreiben  oder  Buchdruck  er- 
zeugte Gebilde ;  sondern  sie  sind  einfach  Klassen ,  Paare ,  Relationen. 
Zweitens :  die  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Paaren  lassen  sich 
dellniren,  ohne  den  Zusammenhang  mit  den  Irrationalzahlen  als  bekannt 
vorauszusetzen,  von  dem  wir  der  grösseren  Verständlichkeit  halber  aus- 
gegangen sind.  Bei  der  Ausführung  wird  also  von  Irrationalzahlen  zu- 
nächst garnicht  die  Rede  sein  dürfen ;  sondern  wir  werden  ausgehen  von 
Klassen  endlicher  Anzahlen,  zwischen  denen  wir  gewisse  Beziehungen  de- 
liniren  werden,  ohne  dabei  einen  Zusammenhang  mit  der  Addition  der 
reellen  Zahlen  auch  nur  zu  erwähnen.  So  wird  es  uns  gelingen,  die  reelle 
Zahl  rein  arithmetisch  oder  logisch  zu  deiiniren  als  Verhältnis  von  nach- 
weisbar vorhandenen  Grössen,  sodass  kein  Zweifel  mehr  bleiben  kann,  dass 
es  irrationale  Zahlen  giebt. 

Zunächst  aber  werden  wir  die  Frage  beantworten  müssen :  Welche 
Eigenschaften  muss  eine  Klasse  von  Relationon  haben,  um  ein  Grössen- 
gebiet  zu  sein? 
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2.  Die  Grössen  lehre. 

A.  Sätze  Uber  die  Zusammensetzung  und  Umkehrung  ton  Relationen 

im  Allgemeinen. 

§  165.  Zerlegung. 

Die  Abgrenzung  des  Grüssengebietes  ergiebt  sich  aus  der  Forderung, 
dass  die  für  die  Addition  wesentlichen  Gesetze  gelten,  die  unter  den  Namen 
des  commutativen  und  des  associativen  Princips  bekannt  sind.  Die  Frage 
ist  nun  so  zu  stellen :  welche  Eigenschaften  muss  eine  Klasse  von  Re- 
lationen haben,  damit  in  ihr  für  die  Zusammensetzung  der  Relationen  das 
comtnutative  und  das  associative  Gesetz  gelten?  Was  dieses  anbetrifft,  so 
zeigt  sich,  dass  es  allgemein  gilt,  also  keine  nähere  Bestimmung  bewirkt. 
Um  es  zu  beweisen,  brauchen  wir  einige  Sätze  über  die  Gleichheit  von 
Relationen,  die  wir  vorweg  ableiten.  Dabei  sei  Folgendes  bemerkt.  Die 
Bedingung,  dass  p  eine  Relation  sei,  können  wir  durch  das  Unterglied 

,ai( — /"(«,  <*))=/)' 
oder  auch  durch  das  Unterglied 

,at  ( — e^(a^p))  =  pl 

wiedergeben. 

§  166.  Aufbau. 

IIa  L — ( — d~(a~p))  =  ( — d*(a~q\) 

(IIa)::  

( —  d  « ( a     ))  =  ( —  d  ^  (a  ^  q)) 
( — b^(a^;/i)  =  ( — b^fa^g»)  (a 
(6):  

(_/rd,a))  =  (—  d^(a^q)) 
( — b^(a^i>i)  =  ( — b~(a~g)) 

(_/>,  iß 

(6):  

(—f{d,a))  =  {—g{d,a)) 
( —  b  « (a  ~p ))  =  ( —  b  « (a  «  q)) 
ai( — f(e,a))=p 

at(  —  g(e)a))  =  q  ('/ 

( — /*(a,b))  =  ( — g(a,t>)) 
( —  b  « (a  «  jp))  =  ( —  b  « (a  «  g)) 

(_/•(«,  a))=p 
af(—  fiF(e,a))  =  g 
(20):   


(4 
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[_  a  £  ( — f  («, «))  =  «f  ( — g  f€, er)) 

klr>lr-  ( — b^(a^  ;>))  =  ( — b^(a^g)) 


(IIIc): 


*«(  /*(«> 

— g(ß,a))  —  q 


\ 


 p  =  as( — g(e, «)) 

Kl^r  (  \>~(a~p))  =  (  b~(a~$i) 


ai( — f(e,aj)=p 
ai( — g  (e,«))=g 


(IIIc): 


i  P  =  2 

ll^tr  (_ b^fa^))  =  (_b^(a-g)) 

 a  ^  (  /"  (e,  or))  =p 

 a^(_«7(€,a))  =  2 


(• 


(485 


(485): 


(_b^(a«(i>wr)))=(_b^(a^g)) 

«l(_flf(e,a))  =  ? 


B^|%^£~(r~s)\=Sl_J 


(486): 


(_b~(a~(p^r)))  =  (_b~(a~(s^))) 


(486 


(487 


Ue-(a-(2^<)) 
Lr~(a~<) 

L  ««(r«g) 


(5): 


d~(a~(p_(g_<))) 

e^(r^q) 
d*(e*p) 

X 


(« 


d^{e^p) 
e^(r^q) 


iß 


Ed^(r-p) 
irs(r^q) 
d~(a~(p~{q^i)))  (y 


(15): 


Digitized  by  Google 


—    165  - 


t 


d~(a~{p^(q^t<) 


(15): 


x^ia^t) 


lr  d^(a^(p^q^t)) 
Kd^(ar,(p_(q_t}) 

X 

L  d~(a^(p^(q^.  t))) 
L  i«(«"(p«g„0) 


(« 


(C 


(488 


r(i»«g)) 

d*(e^p) 


d*(a^(p^q^t)) 

e  ^(r^q) 
d^(e^p) 
X 

c  ~(r^g) 
r  ^(a^<) 


15  : 


d^(e^p) 


e  ^(a~{q^tj) 

d^(e^p) 
X 

e  ^(a^iq  -.t\) 
d^(a^(  p^q^t)) 


d^ix^p) 

x  ^(a^(q^t)) 

d"(a^<  p^q^t)) 


(15): 


<*~(a^(p_(g_f))) 
^(a^p^g^*)) 
X 

rf~(a^(p_g^  t)) 
d^{a~\p^Aq^t)i) 


(IVa): 


<f-(a-(p^(«^<)))l  =  [_J-(rt-(p_ffw<))] 
d~(ar>(p^(q_l))) 

d~(a~(  p^.q^t)) 


(488): 


J.|_d~(a~(p_  (j_  *»;))  =  (__d~(a~(p_ff_*))] 


(« 


(9 


(* 


(i 

(x 


|*UM—b~(a"(j»- («-!)))]  =  |_b~(a~(p~g~fl)] 


IST  i  ; 


^p^($^O=P~0^  (489 


<IIIa): 


LFip^fq^t)) 
iF(p^q^t) 


(490 


489  [p.4q^t)=P-q~t 
(HIc):  


(1 


(491 
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§  167.  Zerlegung. 

In  dem  eben  bewiesenen  Satze 
haben  wir  das  associative  Gesetz  für 
die  Zusammensetzung  der  Relationen. 
Das  commutative  Gesetz  gilt  hier 
nicht  ohne  Einschränkung.  Wir  be- 
weisen es  zunächst  für  Glieder  einer 
Reihe  wie 

K,  K^K,  K^(K~K), 

Es  wird  wüuschenswerth,  für  die 
reihende  Relation  in  einer  solchen 
Reihe  eine  kurze  Bezeichnung  zu 
haben.    Wir  definiren  deshalb: 

\[ai(t^e  =  a)  =  *t  (Ö> 

und  ziehen  hieraus  die  nächsten  Fol- 
gerungen. 


(6) 


§  16$.  Aufbau. 

O  \  ai(t^e  =  a)  =  *t 


F(t^d=a) 
 •  


(492 


492 
(IIIc) 


Lt^d=a 
«■  d^{a^+t) 


F(a) 

F(t^d) 

d^{a^+t) 


(493 


492 


~d=a 
d*(a^+t) 
(lila):   

y-  F(a) 
i-d^ia^+t) 

(10):   


(494 


F(d^(a~*t)) 
F{t^d=a) 


(495 


Ille   \t.  d=t^d 

(495):  

\d^(t^d^*t) 
 •  

IIIc   Ud  = 


(496 


Lt^e=d 


(492,492)::=  =  =  = 

kd==a 

IL  e^ia^+t) 

L  e^id^+t) 


(a 


(16): 


I  e~(b«#f) 


iß 
(497 


ia 


§  169.  Zerlegung. 

Um  nun  den  Satz 

,L^(g^^^) 

mit  (144)  zu  beweisen,  brauchen  wir 
den  Satz 

IL  d^(a^#t) 
L  jj  _  d=d^p 

oder  den  Satz 

\lp^d=d^p 

den  wir  mit  dem  Satze 


iß 


\Jp^t  =  t^p< 
,lt^(p^±+t) 
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beweisen.  Dieser  ist  mit  (144)  ab- 
zuleiten. 

§  170.  Aufbau. 

nih  L<_id_<.=( 


(491): 


Lt^d^t=t^(t^d) 
ld^t  =  t^d 


(498): 


IL  (a^f) 
\-d^t=t^d 


Lb^(a^+/) 
I — b^*=*_b 


(144): 


IL  t_t=t^t 


(Ille):: 


|rP~«  =  *~P 


Hlla) : 


hr^CP-O 
L  ^(p^,<) 


498 


Up-f-l-p 


(HIc): 


kr^-P) 


0 


(498 


(499 


(500 


Hlh 


Lp^d  =  d_p 


(491) : 


Lt^p^d=t^(d^p) 


(491):. 


Lt^p^d=t^d^p 
\-p^d—d^p 


(499,: 


\X p .  d=d^p 


(490,: 


y-p^d=d^p 


(493) : 


I  p^a=a^p 
L  d^(a^^) 


(144): 


-2  =  ?-P 


(498)::  

^q=q^p 


(IIIc): 


^P 
-P 


(0 


fr 


(« 


(501 


(502 
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Sätze,  in  denen  die  A  e  h  n  - 
lichkeit  der  Umkehrung  der 
Relationen  mit  der  1 J  m  k  e  h  - 
rungdes  VorzeichenB  hervor- 
tritt. 

§  171.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  zunächst  einen  »Satz, 
der  besagt,  dass  die  doppelte  Um- 
kehrung  einen  Doppelwerthverlauf  — 
mithin  auch  eine  Relation  —  unge- 
ändert  lässt.  Sodann  benutzen  wir 
(24),  um  einige  Sätze  abzuleiten,  die 
solchen  arithmetischen  Sätzen  ent- 
sprechen, bei  denen  es  sich  um  die 
Auflösung  einer  Klammer  mit  davor- 
stehendem Minuszeichen  handelt, 

§  172.  Aufbau. 

40  läif\a,e!  =  $aif<e,ai 

(na):  

, lila) :  

f  40 . : :  

(IHc);  


(50  t 


2A^,p^q)  =  ^q^p 
(HIc) :  

Lf($q„$p) 

505  LF(L(|?,4P1) 
(491  i :  


i5(  )5 


LF(t^q^p> 


,  506 


24  HM*-(r>=¥ff-¥*> 

lila,:  

q  > 


lf:$q-*p 


.507 


5<>7  LF(/, 
i  4!U  :  


^pq) 

<£q-tl> 


6*)) 
\>P 


5<  »S 


0.  Die  Positivalklasse. 

a)  Definitionen  der  Functionen 
dB  und  y$  und  Folgerungen. 

§  173.  Zerlegung. 

Der  Satz  (501)  enthält  das  cora- 
mutative  Gesetz  für  die  Zusammen- 
setzung von  Relationen,  die  einer 
Reihe  wie 

K,  K^K,  K^K)  .  .  . 
augehören.  Wir  können  mithin  die 
Klasse  der  Glieder  dieser  Reihe  als 
Grössengebiet  ansehn  und  alle  posi- 
tiven rationalen  Zahlen  als  Verhält- 
nisse von  je  zwei  Grössen  eines 
solchen  Grössengebiets  deriniren.  Das 
Negative  wäre  leicht  einzuführen,  in- 
dem man  die  Reihe  rückwärts  über 
das  Anfangsglied  verlängerte.  Die 
Hauptschwierigkeit  liegt  jedoch  im 
Irrationalen.  Dieses  köunen  wir  nur 
als  Grenze  erreichen ;  und  um  die 
(irenze  zu  deriniren,  brauchen  wir 
die.  Beziehung  des  Kleinern  zum 
(irössern.  Nun  bietet  sich  hier  eine 
solche  Beziehung  von  selbst  dar, 
nämlich  die  des  FolgenB  in  unserer 
Reihe.  Diese  nützt  uns  aber  nichts 
für  Relationen,  die  der  Reihe  nicht 
angehören.  Es  wird  also  nöthig  sein, 
gewisse  Anforderungen  an  eine  Be- 
ziehung zu  stellen,  die  erfüllt  sein 
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müssen,  damit  man  sie  als  eine 
solche  des  Kleinem  zum  Grössern 
auffassen  könne,  und  das  Folgen  in 
unserer  Reihe  muss  als  besonderer 
Fall  dieser  Beziehung  erscheinen. 
Man  kann  eine  solche  Beziehung  dann 
zur  Abgrenzung  des  Grössengebictes 
verwenden,  indem  man  sagt:  alle 
Relationen  gehören  dem  Grössen- 
gobiete  an,  die  zu  einer  und  der- 
selben in  dieser  Beziehung  steheu. 
Es  ist  jetloch  wohl  zweckmässiger, 
die  Beziehung  des  Kleinern  zum 
GrösHern  auf  das  Positive  zurückzu- 
führen. Entweder  nämlich  kann  man 
das  Positive  erklären  als  das,  was 
grösser  als  die  Xullgrösse  ist,  oder 
man  kann  sagen :  a  wird  grösser  als 
b  genannt,  wenn  die  Relation  positiv 
ist,  die  aus  a  und  der  Umkehrung 
von  b  zusammengesetzt  ist.  Wir 
können  nicht  von  der  Klasse  des  Posi- 
tiven schlechthin  mit  dem  bestimmten 
Artikel  reden,  da  es  in  jedem  Grössen- 
gebiete  eine  solche  Klasse  geben 
wird.  Das  Wort  „Positivklasse'1  wird 
uns  vielmehr  ein  Bogrirtsnaino  sein, 
und  wir  stellen  die  Frage  so:  welche 
Eigenschaften  muss  eine  Klasse  haben, 
um  als  Positivklasse  gelten  zu  können  ? 
Wenn  wir  nun  eine  Positivklassr 
haben,  so  können  wir  das  zugehörige 
Grössengebiet  abgrenzen.  Zu  ihm 
gehört  jede  Relation,  die  entweder 
der  Positivklasse  angehört,  oder  die 
ilie  Umkehrung  einer  Relation  ist, 
die  der  Positivklasse  angehört,  oder 
die  zusammengesetzt  ist  aus  einer 
Relation,  die  der  Positivklasse  an- 
gehört, und  deren  Umkehrung  (Null- 
grösse).  Wenn  demnach  I  eine  Po- 
sitivklasse ist,  so  gehört  TT  dem  zu- 
gehörigen  G rössengebiete  an,  wenn 


das  Wahre  ist.  Wir  gelangen  hier- 
durch zu  folgender  Definition: 

y   e^s  \=ds 

ri::^") 

V  q-s  J  (X 

Wenn  demnach  .2"  eine  Positivklasse 
ist,  so  ist  d  2  das  zugehörige  Grössen- 
gebiet und  JJ^d  lint  der  Wahrheits- 
werth davon,  dass  JI  diesem  Grössen- 
gebiete  angehört.  Wir  lesen  „il^dZ" 
einfacher:  „JI  gehört  dem  2"-Gebiete 
an".  Ziehen  wir  zunächst  die  ein- 
fachsten Folgerungen  aus  dieser  De- 
finition ! 


§  174.  Aufbau. 
X  Li   e^s  \=d  s 

44  


\ 


|  P"S 

lp  =  *q 
1 —  Q  =  S 


(I):: 


Lp~Ös 
L  p^s 


(509 


(510 


p^ds 

/>=q-¥q 

q  =  s 

(Ia  ::   


5<H»  L  

T5 
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III«  \q~$q  =  q^q 
(612):  

L  q^S 


I —  g^s 

I  rp^ÖS 

(Id):  

X 
s 

P  =  *q 
■•  in  i 


0 


(.511 


(« 


(512 


(513 


(er 


(614 


Ille  t*«=¥fl 

(514):  

ds 


(515 


q^s 


(46): 


q^s 

p^ds  (516 
X 

rP^Ö  S 

p  =  q_.#q 

i>=¥q 

q  °s 

-r  j>~s  (517 


§  175.  Zerlegung. 

Wann  ist  nun  eine  Klasse  eine 
Positivklasse?  Wenn  das  zugehörige 
(i  rössengebiet  stetig  sein  soll,  so  muss 
Folgendes  stattfinden.  Wenn  eine 
(Grösse  dieses  Gebietes  eine  Eigen- 
schaft 0  hat,  die  auch  allen  kleinern 
Grössen  zukommt,  während  es  in 
diesem  Gebiete  auch  eine  Grösse 
giebt,  die  die  Eigenschaft  0  nicht 
bat,  so  muss  es  eine  obere  Grenze 
aller  Grössen  von  der  Eigenschaft  CD 
in  diesem  Gebiete  geben;  d.  h.  es 
muss  hier  eine  Grösse  der  Art  geben, 
dass  alle  kleinern  die  Eigenschaft 
0  haben,  dass  aber  jede  grössere 
grösser  ist  als  mindestens  eine  Grösse, 
die  die  Eigenschaft  0  nicht  hat 
Doch  dies  nur  vorläufig!  Wie  man 
sieht,  brauchen  wir  zur  Definition  der 
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Grenze  eine  Beziehung  des  Kleinern 
zum  Grösseren,  die  wir  mit  der 
Potitivkiasse  erklären  wollten.  Wir 
werden  also  nicht  mit  einem  Schritte 
ans  Ziel  gelangen.  Bevor  wir  den 
Begriff  der  Positivklasse  definiren, 
stellen  wir  einen  weitern  Begriff  auf 
—  wir  wollen  ihn  Positivalklasse 
nennen  —  mit  dem  wir  die  obere 
Grenze  definiren  können.  Mit  dieser 
gelangen  wir  dann  zur  Positivklasse. 

Die  Bestimmungen,   auf  die  es 
uns  zunächst  ankommt,  sind  folgende: 
Was  zu  einer  Positivalklasse  ge- 
hört, muss  eine  Relation  sein,  die 
selbst  sowie  auch  ihre  Umkehrung 
eindeutig  ist.    Die  aus  einer  solchen 
Relation  und  ihrer  Umkehrung  zu- 
sammengesetzte   Relation    darf  als 
Nullgrösse  der  Positivalklaase  nicht 
angehören.    Wenn  ferner  zwei  Re- 
lationen derselben  Positivalklasse  an- 
gehören, so  muss  auch  die  aus  ihnen 
zusammengesetzte  Relation  (als  Summe 
jener)   dieser   Positivalklasse  ange- 
hören, und  die  aus  der  einen  und  der 
Umkehrung  der  andern  zusammen- 
gesetzte Relation  muss  (als  Differenz) 
dem   Grössengebiete   der  Positival- 
klasse  angehören.      Dasselbe  muss 
auch  von  der  aus  der  Umkehrung  der 


\[ 


Lip 
Li 


einen  und  aus  der  andern  zusammen- 
gesetzten Relation  gelten. 

WTenn  F  zu  irgendeinem  Gegen- 
stande in  der  Relation  J7  steht,  so 
wollen  wir  sagen,  /"  trete  als  erstes 
Glied  der  Relation  II  auf ;  und  wenn 
irgendein  Gegenstand  zu  J  in  der 
Relation  fl  steht,  so  sagen  wir, 
trete  als  zweites  Glied  der  Relation 
II  auf.    Zu  jeder  Relation  giebt  es 
eine  erste  Klasse  von  Gegenständen, 
die  als  erste  Glieder  der  Relation 
auftreten   können   und   eine  zweite 
Klasse  von  Gegenständen,   die  als 
zweite  Glieder  der  Relation  auftreten 
können.     Wir  verlangen   nun,  dass 
die  erste  zu  einer  Relation  JI  ge- 
hörende Klasse  zusammenfalle  mit 
der  zweiten  zu  einer  Relation  K  ge- 
hörenden Klasse,  wenn  J7  und  K 
derselben  Positivalklasse  angehören. 
Damit  ist  auch  gesagt,  dass  die  erste 
zu   II  gehörende   Klasse   mit  der 
zweiten    zusammenfalle.      Es  giebt 
dann  also  zu  jeder  Positivalklasse  ^ 
eine  einzige  Klasse  von  Gegenständen, 
die  sowohl  als  erste,  wie  auch  als 
zweite  Glieder  jeder  Relation  auf- 
treten können,  die  zu  2"  gehört. 

Dies  führt  uns  zu  folgender  De- 
finition 


L-  di( — €^(«^p))  =  p 
jr  p_q~s 

(-xLnPb'>(Q^p))  =  (^Pa  Mb-qO 
q^s 
p^8 


Danach  ist  y  2  der  Wahrheitswerth 
davon,  dass  2  eine  Positivalklasse  ist. 


(V 

Bei  der  Aufstellung  dieser  Definition 
habe  ich  mich  bemüht,  nur  die  noth- 
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wendigen  Bestimmungen  aufzunehmen 
und  nur  solche,  die  von  einander 
unabhängig  sind.  Dass  dies  gelungen 
sei,  kann  freilich  nicht  bewiesen 
werden,  wird  aber  wahrscheinlich, 
wenn  mehrfach  Versuche  misslingen, 
einige  dieser  Bestimmungen  auf 
andere  zurückzuführen.  Insbesondere 
scheint  es  nicht  möglich  zu  sein,  die 

§  176.  Aufbau. 


solcher 
gelingen,  so 


Zeile  „^.p^q^ds 
zu  entbehren.  Sollte  ein 
Versuch  später  doch 
würde  damit  zwar  kein  logischer 
Fehler  in  unserer  Definition  nach- 
gewiesen, aber  immerhin  ein  Schön- 
heitsfehler entdeckt  sein.  Wir  ziehen 
nun  die  nächsten  Folgerungen  aus 
unserer  Definition. 


(lila): 


li¥p 

L.at( — €~(«~p))=p 

p-p^q^s 
L  pw^q^ds 
$p_q~ds 

(-vL-r-  h  ~  (Ö  n  P  >)  =  Ul-r  o n  (b  n  n )) 

q^s 
p~s 


(IIa): 


Llp 

Li¥P 

I—  ai(  e^(a^p))  =  p 

p^q^s 
p^^-q^ds 

(-^rb~'a-p>)  =  Ui 
q~s 
p~s 


.a^'b^qi) 


(Id): 


r 

^  (nSr  b  -(a-p))  =  a-'b-q)) 
q~s 


(618 
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(IIa): 


y« 


(M): 


*—$p^qds 

^(^L-rb-'a-;>1)  =  (^Ta-(l)'>§i) 
■1s 


(IIa): 


-y* 


(IIa): 


illla>:  

I  g^s 

y* 


(521 


I 


I   O^S 


y« 


nie 


(520):: 


.Q"(4"f)) 


(IIa): 


y* 


(523 


■  q^  s 

■  p^s 


(619 


(o 


(690 


(629 


(524 
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519  [ 


(Ic): 


UL-  (-v!L-T  b  *  (0  ^J»))  =  (- 

-p^s 


fr  T£ 


(Id): 


p  ^  g^s 
I—  £p^g~ds 
p^s 

i* 


L^^p^q^ds 
-  p^s 


(525 


L-ys 


(526 


525 


wwp~9~s 

\\-p^%.q"ds 
\—%p^q~ds 


•  q^s 
p^s 

/« 


(Ic): 


(Id): 


(tttttt  P-?~S 

I —  g^s 

 P^S 

— y* 


p^$q^bs 


527 


liir|^ 


p  ^  g^s 


(Ib) : 


1 —  s 
—  p^s 

— y* 


p^q^s 
p^s 

— • — 


518  [ 


p_$p~s 


TIE 


L-a^—e^or^p))^) 
p^q^s 
p^^q^ds 

^.p^q^ds 

(-wr  b   (fl  °p))  —  (-\!^r  tt*"*  (b°  q)) 
-  q^s 
p^s 

■y» 


(Ic): 


(527 


(52S 


(529 


Digitized  by  Google 


L  I  : 


I*JP 

l—  a*(  £  ^  (a  ^     =  p 

p^s 

js  (530 
(Id):  

Lys  (531 
 •  

Li** 

—  öf'(  «^(a~/>))=/> 

—  p^s 


(Ic): 


(Id): 


p^fyp^s 
1*1» 

1 —  ys 


(532 


Li», 
Ly* 


(533 


(534 


(535 


534  L-p^p-s 


(637 


L-y* 

p^s 

ys  (536 
IHd):  

LvP=p^$p 
\\-p~s 

529  UrrJ>"¥P^S 

y* 

X 
l_ys 

(686)::  

Lys  (538 
 •  

504  Lq  =  $$q 

Uf( — e^(a^g))=g 

(531)::  


(« 


Q  = 
1s 


(539 


(III,): 


Im  *(***) 

lF(q) 
Lys 

 •  


(540 
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539 


(lila):  

hrr F<  ■«> 

Ly* 

505  ^(¥¥^¥p» 


(541): 


Lys 


(541 


(542 


507  LAK^Is)) 

.540)::  

L/-(3_^jj) 

-  q^s 

505  L/X$g-*1M 
L 


.541): 


(543 


(514 


Beweis  des  Satzes 


§  177.  Zerlegung. 

Wenn  die  Relation  IT  der  Po- 
sitivalklassc  .3  angehört,  so  nennen 
wir  II  ^$11  eino  Nullrelation  des 
.2- Gebietes.  Ebenso  nennen  wir 
auch  ^/I^iZ.  Wir  beweisen  nun 
den  in  der  Ueberschrift  genannten 
.Satz  mit  (487).  Aus  ihm  folgt,  dass 
es  in  dem  Gebiete  einer  Positival- 
klasse  immer  nur  eine  Nullrelation 
giebt.  Zum  Beweise  brauchen  wir 
die  Sätze 


p^s 
—  q^s 

>-y* 


—  q^s 


iß 


Zum  Beweise  von  <a)  sind  erfordcr- 
lich  die  Sätze 

a^id^p) 


<7 


ka=d 


¥*)) 

Zum  Beweise  von  \ß'\  bedürfen  wir 
<ler  Sätze 


UL^-rt^la^^) 

?       r  a^(a^(q 
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=d 

(a-(»p^p)) 


§  178.  ^«/-öau. 

X 

Ua=d 


(16); 


a=d 

X 

,533)::  


t 


a  =  d 
q^s 


(IUa):- 


f(d) 

Ld"(a^q^#q)) 
I —  q^s 


Co 


(7 


(54.-) 


(54G 


.VIT 


22 


(5): 


*J») 


a^(d^p) 

X 


(« 


I — rd->(d~(£j>^//;)  (548 


(521); 


d^(a^q) 
— r  d^(d^('^p— p)) 


q^  s 


Ha  L — rd~(r*q) 
iLrrd^ia^q) 

(1):   


h — rrd-(r-g) 
Iplqrd^r-a) 


(15): 


Krof«,  OruadceneU«  11. 


L — r  d~(a~(q^$q)) 
ULrr  d^(a^q) 

kd"(a^iq^#q)) 
d"(d~<$p^p) 
I—  p^s 
L-q~s 

1 —  ys 

x 

12 


(« 


iß 


(Y 


(« 
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*-p^s 
»—  q^s 


(547,):, 


(IVa): 


-r(i-(a-i^$?j) 

U~(a~(+>p^p)) 


23 

(13): 


3  Le^(d^p) 


L  ie-  £pi 
L  e^ia^p) 

Lip 

X 

e  ^  \a  ^p) 
Ka  =  d 
L-Ip 


L  r  ^(a~p) 
— r  a  =  d 
—  Ij, 


(15):   

X 

a  =  d 
Ip 

(535)::  


I 


(7 


*-d"(a~<£ 


£p-P)) 

I-P^-S 

(Uhr.  


L  Fta\ 


L-d-(a~($p^p}) 


22  Ld~(«~£g, 


(5): 


X 


L-a~(d~g) 
K  a  « (a  "  (g  „ 


¥ff)) 


(523): 


a^(a^  (j^ 


(549 


(650 


(551 


(552 


1553 


iö54 


(555 


**)) 
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(Ia):  

kl^r  a^(a^p) 


17* 


d^(r^4£.  p) 
r  ^(a^p) 


(15): 


L — Ptf"(a"(£p-?)) 


«5 


*(«^pi 
L_( —  ^(a^tj-^g)» 


Lir*o(«"(¥i»~f0) 
|lrÄ~(a«(ff^$})) 

I— p^s 

I — 

L_ys 

X 

U~(a~(#p_p) 
«-  p^s 

(552):  

f— ^(a~<^£  g)) 
Ld"(a~(**~i>)) 

L_ys 

(550):  

(_d~(a~(£p^p))) 


p^s 

L_ys 


(487): 


^      b - ( a - (9 -      ')==( — b-ra-  #p _ P> ) 
p^s 


(IHa) 


«■  p^; 


(55G 


fmr/*  ff~*f) 
Lfl  %p~p) 
L  p^s 
—  q^s 

(556j::  


(557 


IIIc 


(557) : 


f(p~$p) 
fq^q) 
l-  p~s 

y* 


ff 


(558 


(559 


12' 
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c)  Beweis  des  Satzes 


Kp^s 

1  r  ^p-S 

 p^ds 


§  179.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz,  dass 
eine  Relation,  die  dem  Gebiete  einer 
Positivalklasse  angehört,  eine  Null- 
relation ist,  wenn  weder  sie  selbst 
noch  ihre  Umkehrung  der  Positival- 
klasse selbst  angehört.  Wir  be- 
nutzen hierzu  (516). 


(« 


$P~s 

(559)::  


1 —  q^s 
-  r^s 

4r* 


p  =  q^$.q 

i —  q^s 

p  =  r^$r 


(d 


(516): 


Kp  =  r^#r 

I  r  %  P"S 

—  P^ds 

X 


(660 


K-p^s 

—  p^bs 


-561 
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d)  Beweise  der  Satze 
q^<p^#p)  =  q< 


§  181.  Zerlegung. 

Die  in  der  Ueberschrift  genannten 
Sätze  besagen,  dass  eine  Relation, 
die  einer  Positivalklasse  angehört, 
unverändert  bleibt,  wenn  sie  mit  der 
Nullrelation  des  Gebietes  ihrer  Po- 
sitivalklasse zusammengesetzt  wird. 
Um  den  ersten  Satz  zu  beweisen, 
gebrauchen  wir  (486)  und  haben 
dazu  die  Sfitze 

L  d^ia^q) 
—  p^s 


und  Folgerungen. 

L—ft~(a~(p^$.p)) 


t 


d^ta^q)  1 
p^s 


nöthig. 

§  182.  Aufbau. 
555  L^sr  a~(a~p) 


(524): 


L—rd^ia^q) 

U-(«-!^|p)) 

' — p^s 

' — y* 

X 


(« 


(5): 


d<^a^q\ 
u.  q  *  s 

L_y5 


L  f/  ~ i  a  ~  (/  i 


(546)::  —  —  —  — 

L-y* 

— r  d~  a^qi 


[6 


Urd-(«-(ff-(|»-¥|»))) 

— r  d^(a^q) 

X 


ff 
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(/):: 


d^ta^q) 

d"{*»(q~{p^%p))) 
(IVe):  

p*  s 

is 

q~s 


[— b~(a~(j^(j*_$jiO)]  =  (_b~(a~f)) 

i» 

q^s 


(4H6): 

hnr 

Ly* 

L—  ßf( — £^(a^g))  =  g 
(531)::  

Lrrq^(p^%p)  =  q 

Ly* 

Lg-s  (562 
(lila):  

L  f(q) 

1 —  g  n  s  (563 
 •  

IIIc 


L  /v, 


f(ff-(Pw*j»)) 

p^s 

Lys 

1 —  g^s 


:V52  Htt  ^  ^ 

l  pr  s 


p-Xp  =q 


(658): 


Ly* 


Lp^s 


ine  (-/"(ff) 

(562)::  


(491): 


P 


I»  p  *  9 

Ly* 


(564 


(565 


(IIIc;:- 


(566 
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lf(q^$p^p) 


p^s 
' —  q^s 


491  L  q^p^%.p  =  q 

(662)::  


p^s 

y* 


(lila): 


— 


nie 

(5«8)::  


f(q~p~*p) 

I        y  ^6 
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(567 


(568 


(569 


(670 


§  183.  Zerlegung. 

Den  zweiten  Satz  unserer  Ueber- 
schrift  können  wir  nun  mit  (559) 
auf  (566)  zurückführen,  indem  wir 
in  (566)  statt  $  schreiben.  Aus 
dem  so  gewonnenen  Satze  lassen  J 
sich  dann  ähnlich  wie  aus  (562) 
weitere  Folgerungen  ziehn. 


§  184.  Aufbau. 
>66  U  q^\q  ^q  =  q 


\lqr>; 


(559) : 


^)Lp^q  =  q 


(lila): 


M(p~*p~q) 
LP  ^%-P^q  =  q 

(571)::  

lf(p~lp~q) 


L-  q^s 
I —  p^s 


490  Lp^($p^q)  =  q 
Lp^$p^q=q 

(571)::  

Ly« 


(IIIc 


! 


«)) 


2 

I  J9^S 


(571 


(572 


(573 


(574 


(575 
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Hlh  L%(p^p^q)  =  %q 
(505) :  


(« 


(542):  

L-$q-(p^$.p)  =  $.q 
l p^$p^q=q 
\-pr~s 

Ly* 

(571)::  


(ß 


q^s 


(570 


(lila): 


mg) 

L  qrsg 

i —  p^s 


571  Lp^p^^g 

Ly* 

— p^» 

,558):   

Lß%.p^p    q  =  q 
«■  q^s 

Ly* 

—  p^s 


(577 


(578 


(4110): 


|jfT  £j»~(j>wf)»* 

Ly* 

—  p^S 


(579 


(IIIc»: 


578 


(580 


(IIIc) : 


(581 


nih  L^(¥^^;^?)=4>g 

(544) :  

L-^CJI  ..q^P=^q 
t$p^ip^q)  =  q 


(5(  >5): 


l-p^S 


L 

(579)::  


0» 


Ly« 

L—  p^S 


(582 


(fflc): 


Ly* 

 p^.1 


(583 
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§  185.  Zerlegung. 

Wir  können  aus  (580)  noch  den 
Satz  ableiten:  „Wenn  eine  Relation, 
die  aus  einer  zweiten  und  einer 
dritten  Relation  zusammengesetzt  ist, 
mit  der  zweiten  zusammen  fallt,  so 
gehört  die  dritte  nicht  derselben 
Positivalklasse  an  wie  die  zweite." 

Zu  diesem  Zwecke  zeigen  wir, 
dass  die  dritte  Relation  eine  Null- 
relation wäre,  wenn  sie  derselben 
Positivalklasse  wie  die  zweite  an- 
gehörte, das  ist  aber  nach  (537)  un- 


§  186.  Aufbau. 

nih  L$c^(c^p) 

L  C^p  =  C 

(580):  


c^p  =  c 
—  c^s 


(« 


(557): 


(ß 


(537)::  


(7 


L.p~s 
f-is 

I  c^S 

X 


=  c 


(584 


(585 


e)   Satze   Uber   das  Grössere 
und  Kleinere  in  einer  Posi- 
tivalklasse. 

§  187.  Zerlegung. 

Wenn  2  eine  Positivalklasse  ist 
und  II  und  K  ihrem  Gebiete  an- 
gehören, so  können  wir 

lesen:  „JI  ist  grösser  als  K  im  2- 
Gebiete". 

Wir  beweisen  nun  den  Satz: 
„Wenn  von  Relationen,  die  der- 
selben Positivalklasse  angehören,  die 
erste  (q)  grösser  als  die  zweite  (r) 
ist,  so  gehört  die  aus  der  ersten  und 
einer  dritten  (t)  zusammengesetzten 
Relation  der  Positivalklasse  (s)  an, 
wenn  die  aus  der  zweiten  (r)  und 
der  dritten  (t)  zusammengesetzte  es 
thut." 

Wenn  die  dritte  Relation  als 
Umkehrung  einer  Relation  (p)  auf- 
gefasst  wird,  so  erhalten  wir  als  be- 
sondern Fall  den  Satz: 

„Wenn  eine  Relation  (q)  grösser 
als  eine  zweite  (r)  ist,  die  selbst 
grösser  als  eine  dritte  (p)  ist,  so 
ist  die  erste  q  grösser  als  die  dritte 
(j>),  wenn  die  Relationen  derselben 
Positivalklasse  angehören." 


§  188.  Aufbau. 
491  Lj^^r^H 

(567) :  
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L  r^s 
Lys 

i—  q^s 

(529)::  

q^t^s 


(« 


' —  rAs 

L_ys 

■ — 


(586 


§  189.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  den  Satz,  dass 
eine  Relation  mit  einer  zweiten  zu- 
sammenfällt, wenn  die  erste  weder 
grösser  noch  kleiner  als  die  zweite 
ist,  während  sie  derselben  Positival- 
klasse  angehören.  Wir  fiihren  diesen 
Satz  auf  (561)  zurück. 


§  190.  Aufbau. 
Illh  La^%c^c  =  c^'$c^c 

(567):  


(a 


(667): 


\mra=c 

Lys 
—  a^s 

(561)::  


iß 


bnra=c 
-y* 

r$(a^$c)~. 
-  a^s 

(543, 528) : :  =  =  =  =  = 

bira==r 

K  a^^c^s 
L-ys 

I — rC^^a^S 

X 


(587 


c^s 


§  191.  Zerlegung, 


(588 


Wir 


beweisen    nun    noch,  das» 


eine  Relation,  die  einer  Positival- 
klasse  angehört,  nicht  grösser  ist  als 
eine  zweite  Relation,  wenn  diese 
grösser  als  die  erste  ist.  Dies  folgt 
aus  (538). 

§  192.  Aufbau. 
538  L~\{q^\V)~s 


W3 

Lys 


(542) : 


L  q^Qp^s 

Ly* 


(589 
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I\  Die  Grenze. 

Definitionen  der  Functionen  fjf,  und  £1£ 


im  §  176 


§  193.  Zerlegung. 

Wir  wollen  nun,  wie 
angedeutet  ist,  die  obere  Grenze  in 
einer  Positivalklasse  definiren.  Wir 
sagen  statt  „obere  Grenze  derjenigen 
Relationen  in  einer  Positivalklasse  2, 
die  einer  Klasse  0  angehören" 
kürzer : 

„2- Grenze  von  ®". 
Wann  sagen  wir  nun,  A  sei  2- 
Grenze  von  0?    Dazu  gehört 

1.  dass  2?  eine  Positivalklasse  sei; 

2.  dass  J  der  .3- Klasse  angehöre; 

3.  dass  jede  der  Klasse  2  ange- 
hörende Relation  kleiner  als  A 
der  Klasse  0  angehöre ; 

4.  dass  alle  Relationen  in  1,  die 
grösser  als  A  sind,  grösser  seien 
als  mindestens  eine  Relation  in 
J,  die  nicht  der  Klasse  0  an- 
gehört. 

Bevor  wir  die  Grenze  definiren, 
wollen  wir  der  Abkürzung  halber 
Folgendes  festsetzen: 

\     Lfl-s       )  (ß 

Diese  Bezeichnung  gebrauchen  wir 
nun  zur  Definition  der  Grenze: 

\\;\^-^is  \=s\u 

I—  c  *  s  (AA 
Danach  lesen  wir 

„J  ist  ^-Grenze  von  Ö>". 


Wir  ziehen  dann  die  nächsten  Fol- 
gerungen aus  unsern  Definitionen. 

§  194.  Aufbau. 


{  fcrf-J 


(44): 


e~(sj;u) 
a^u 


(590 


(46): 


(« 


(IIa): 


\ma"u 

-  ans 

-  e~(sg  u) 


(591 


AA  \i 


fTys 

\—€^lSj  u) 

C^{SJ  u) 


=  s\u 


(46): 


Digitized  by  Google 


—    188  - 


Ii 


t 


p^s 

(Id):   

I  Lc^s 
'  p^(slu) 


(na): 


592 


(Ic): 


I — P~(SJtt) 


(Id): 


(591):   


(592 


(« 


(593 


(594 


(595 


(596 


595  hrys 

L_p^(sjrii) 
I — p~(slu) 

(Ic) :   

I — p^(«lu) 


(Id): 


P*>S 

—  •  


598 


(lb) 


l-p^s 
I —  p^(siu) 


Lpry 


(flu) 


(597 


(598 


(599 


n-ys 

-  «^(s^u) 


(600 


=  s\u 


(44): 


! 


-.p^(st«) 


L-p-(s^u) 

X 
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I—  p^istf  u) 
c^^p^s 

X 


iß 


-p^(s\u) 
p^s 


V-t~%p~s 


(601 


§  195.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun,  dass  es  nicht 
mehr  als  eine  ^-Grenze  einer  Klasse 
giebt;  in  Zeichen: 


Xp"(s\u) 


Wir  benutzen  dazu  (587),  indem  wir 
zeigen,  dass  von  solchen  Grenzen  die 
erste  weder  grösser  noch  kleiner  ist 
als  die  zweite. 


§  196.  Aufbau. 

594  Lrrr  o~(s\u) 


■p^isju) 
(599,  596)::=  =  =  = 

q^(s\u) 
p^$q~s 
p^is\u) 

X 


g^(stu) 

|)^(stM) 


(587): 


0,600)::: 


hmp=:q 

L  /)^(stw) 
—  q^s 


t 


q~(s\u) 
j>-(slu) 
g  s 
i — j»<~>s 
599,599)::=  =  =  = 

=  3 
(s\u) 

(slu) 


J.  Die  Posltlvklasse. 


(« 


0* 


(602 


a)  Definition  der  Function  p{-  und  Polgerungen. 
§  197.  Zerlegung. 

Wir  haben  im  §  175  die  Frage  gestellt:  Wann  ist  eine  Klasse  eine 
Positivklasse?  Diese  Frage  ist  noch  nicht  beantwortet  worden.  Wir  haben 
uns  damals  genöthigt  gesehn,  zunächst  den  weitern  Begriff  der  Positival- 
klasse  zu  definiren.  Nachdem  wir  damit  die  ^-Grenze  einer  Klasse  definirt 
haben,  können  wir  nun  jene  Frage  beantworten.  Damit  eine  Klasse  2:  eine 
PonHvklasse  sei,  muss  sie  folgende  Eigenschaften  haben: 
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1.  sie  muss  eine  Positivalk  lasse  sein; 

2.  zu  jeder  ihr  angehörenden  Relation  muss  es  eine  andere  geben,  die 
ihr  gleichfalls  angehört  und  kleiner  ist; 

3.  wenn  es  eine  Relation  der  Klasse  2  giebt  der  Art,  dass  in  2  alle 
kleineren  Relationen  einer  Klasse  &  angehören,  während  es  in  2"  eine 
Relation  giebt,  die  der  Klasse  0  nicht  angehört,  so  muss  es  eine  2"- 
Grenze  der  Q)  geben. 

Wir  stellen  demnach  die  Definition  auf: 


w 


Wir  lesen  ist  eine  Positivklasse', 

die  nächsten  Folgerungen! 


§  198.  Aufbau. 

AB  \ 


(AB 

Ziehen  wir  aus  (AB)  jetzt 


<603 


(Id) : 


(o 


lila): 


Digitized  by  Google 


-    191  - 


(IIa): 


iß 


(r 


(604 


n  rjs 

kSi  rÜ^S 


(605 


(W): 


I  


(Ha): 


|n  r«^ 


I  y 


605  L. 


(Ib): 


6)  Beweis  des  Satzes 


§  199.  Zerlegung. 
Wir  beweisen  nun  den  Satz: 
„Wenn   zwei  Relationen  der- 

angehören, 


^  s 
8 


(606 


(607 


selben 


so  giebt  es  ein  Vielfaches  der 
einen,  das  nicht  kleiner  als  die 
andere  ist." 

(Archimedisches  Axiom.) 
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Den  Gedanken,  dass  es  ein  Viel- 
fache» von  II  giebt,  das  nicht  kleiner 
als  A  ist,  können  wir  so  ausdrücken : 

sofern  2  die  Positivklasse  ist  Zur 
Abkürzung  führen  wir  eine  besondere 
Bezeichnung   ein,    indem   wir  deti- 


e^^t^s  \=s$p 


Danach  lesen  wir,  falls  2  eine  Positiv- 
klasse ist  und  A  und  JI  ihr  ange- 
hören : 

,^(JI*(2rJI))«: 

„es  giebt  ein  Vielfaches  von  J2,  das 
nicht  kleiner  ist  als  A". 

Mit  dieser  Bezeichnung  haben  wir 
in  der  Ueberschrift  den  oben  in 
Worten  angeführten  Satz. 

Ziehen  wir  zunächst  aus  (AT) 
einige  Folgerungen! 


§  200.  Aufbau. 


=  SQP 


(6): 


X 


(« 


q^it^^tp) 


(608 


(10):  


HP 


a"(q~issp)) 
q^i^L^p) 

X 

(IIa):  


(609 


X 

a~(q"(sip)) 


(610 


§  201.  Zerlegung. 

Um  nun  den  Satz  des  §  199  zu 
beweisen,  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtung an.  Wir  nehmen  an,  q 
und  p  gehören  der  Positivklasse  s 
an.  Wenn  nun  jedes  Glied  der  mit 
q  anfangenden  +|>-Reihe  kleiner  als  a 
wäre,  so  gäbe  es  nach  (604)  eine  s- 
Grenze  von  q^isyp)]  denn  es  giebt 
in  der  Klasse  s  auch  Relationen  — 
z.  B.  q  — ,  die  von  Gliedern  jener 
Reihe  mindestens  erreicht  werden, 
und  das  gilt  dann  auch  von  allen 
kleineren.  Diese  s-Grenze  m  von 
q^(s$p)  ist  offenbar  abhängig  von 
q.  Wir  werden  zeigen,  dass  c^p 
die  s-Grenze  von  p^ p~(8$p)  ist, 
wenn  c  die  s-Grenze  von  p^(sgp) 
ist.  Nun  fallen  aber  diese  beiden  s- 
Grenzen  offenbar  zusammen,  sodass 
CwJ>  mit  c  zusammenfallen  müsste. 
Dann  könnte  nach  (585)  p  nicht  der 
Klasse  s  angehören.  Hieraus  ergiebt 
sich  die  Falschheit  der  Annahme, 
dass  jedes   Glied   der   mit  p  an- 
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fangenden  p-Reihe  —  d.  h.  jedes 
Vielfache  von  p  —  kleiner  als  a  sei. 

Unsere  erste  Aufgabe  wird  sein, 
den  Satz 


L  prsS 

,L,-(si(i>^(sg/>)))  (« 

zu  beweisen.  Dazu  brauchen  wir 
nach  (601)  den  Satz 

6  - p  -  (s^  ( p  ^p  -  (S  ' 

fr 


Wir  haben  nach  (597) 

LTTr^(j^(8Up)) 

L  r^s 

LC^(st(2^(sgp))) 

worin  dann  für  tr'  .a^^J?'  zu 
setzen  ist,  nachdem  statt  ,r^s' 
«r^s'  eingeführt  ist  Den  Ueber- 
gang  zu  (ß)  vermittelt  dann  der 
Satz 


La~(q^b~(8$p))  * 
,la^$b"(q~(8vp)) 


der  aus 


L  q^b^(t^b^^^p)1 

abzuleiten  ist.  Diesen  beweisen  wo- 
mit (144). 

§  202.  Aufbau. 

4dOLp^(d^b)  =  a^b 
l p^d~b=a^b 

(Illh)::  

Lp-{d~b)=*~b 
L  p  _  d  =  a  (a 

(492)::  


p^(d_3)  =  a^6 


Wp^id^b) 


(495; : 


L  d^b^(a^b**p) 
L  J^(a^*p) 


(137): 


(144): 


[_r~(a^&^,p) 
L<?~(a^*p) 
Lr^(d^  &^#p) 

fvLTLTr-(Q^6-^#p) 
|  Lb~(a~*p) 
I  r~(b^6^+p) 


L.r~(*^6~i*p) 
Lr^tj^fe^^^p) 
L  2^(^-*p) 


140  [  q^b^iq^b^^tp) 
(612):  

(f^ft^i^p) 


Lq^b~(\ 


506  L«^£&_#<~S 

La^^(^6)-* 

(609)::  


\lq^b^{t^b^^^p) 
lra^(q^b"{svp)) 
(613)::  

lr  a~(q^b*(s\ 

ta^b^t 
g~(t~i#p) 
a^(g^6^(«i 


(608): 


'I*» 

»II»)) 
13 


iß 


(611 


(« 


0* 


(612 


(613 


(« 


0» 


(r 
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(614 


§  203.  Zerlegung. 

Um,  wie  im  §  201  augedeutet 
worden,  ,r^s'  durch  4r^ÖS*  zu  er- 
setzen, beweisen  wir  den  Satz 


L-ys 

,1 — r^Ös 

d.  h.  „eine  Grösse  ist  positiv,  wenn 
sie  grösser  ist  als  eine  positive 
Grösse  ihres  Gebietes." 


§  204.  Aufbau. 
505  L$^|r« 

(538)::  

Lys 

(529)::  


(« 


i-ys 


iß 


(Illd): 


i —  g^s 

L_ys 


(y 


505  L.^(ü^¥t;)^^3-S 
(542):   


v^^v^Qq^s 

^(q^(v^^.V))^s 


(538)::  

v^$v^$q~s 


(563):: 
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L  qrsg 

—  r^d  s 

(609)::  


* 


r^(g^(«gp)) 
q^s 


-  r^ds 


(140):: 


I—  q^s 

L-ys 

X 

kr^(}^(«jp)) 

L_ys 

I  r^ds 


(597): 


\rrrrr  rr>(q"<SZP>) 

Ii  g°s 

Ly* 

—  c>(sl(g~(s8P))) 


490 


L^cp^a) 


)) 


(543): 


"in 


F(^*(a-*|»)) 
F{c^p^  $a) 
>-  p^s 

L-y« 

(607)::  


(615 


(« 


0 


(Y 


(616 


(617 


F(c^p^$a) 


(618 


614 


La- (p^p"(svp)) 
La^#pr>(p"(snp)) 

(616)::  

Ly* 

—  a  ^Qp^ds 

—  c^%.(a^,%p)"s 
I — c~(sl(p^(sgp))) 

(617,528)::=  Z  Z  Z  Z  Z 

Lrrrra"(p^P"(SVp)) 

L  a^s 

—  p^s 


(« 


M>)) 

-  cf-s 
p^s 

y* 

0"(«i(?"(f|j»)))  (y 


[_  c  ^p * (s£  ( p  ~p  *  (s  gj»))) 
L  p^s 

Ly* 


§  205.  Zerlegung. 

Um  den  Satz  (et)  des  4?  201  au 
beweisen,  brauchen  wir  ausser  dem 
soeben  bewiesenen  nach  (601)  noch 
den  Satz 

13* 


Digitized  by  Google 


\\\\\\[_ 


(P~P~(*1P)))1 


i—  e^s 
i —  p^s 


(« 


der  besagt,  dass  es  unter  unsern 
Voraussetzungen  für  jede  Relation  e 
grösser  als  e^p  eine  Relation  giebt, 
die  kleiner  ist  als  e  und  positiv  und 
von  keinem  Gliede  der  mit  p^p 
anfangenden  j>-Reihe  erreicht  wird, 
falls  c  s-Grenze  von  (p^isyp))  ist 
Wir  zeigen,  dass  c^p  selbst  nicht 
erreicht  wird.  Daraus  nämlich,  dass 
e  s-Grenze  von  p^(8$p)  ist,  folgt, 
dass  e  von  Gliedern  der  mit  p  an- 
fangenden tjp-Reihe  nicht  übertroffen 
und  also  nicht  erreicht  wird.  Daraus 
folgt  dann  weiter,  dass  c_p  von 
Gliedern  der  mit  p^p  anfangenden 
»p-Reihe  nicht  erreicht  wird. 

Wir  beweisen  zunächst  den  Satz 
Up-  c^p~(p^pr,(Syp)y 

,L-rC-(p^(sgp))  (ß 
der  zurückzuführen  ist  auf  den  Satz 

lp*8 

Ly* 

,\-p^p~(t~±*p) 


(Y 


Dieser  folgt  aus  (612). 

§  206.  Aufbau. 
491  LF(c^b^^t) 

(542)::  


612 


ync^b^zt) 

\lF(c^(t^b)) 
t-b^s 

-y*  (620 


L.p-(/^^p-i^) 

\lp~<p^p^%p~i+p) 


(569):: 


p~(i^$p~l  +  p) 
P"(pr>Z,*p, 

y* 


(140):: 


\nrP~(t-#P"±*P) 

L  pr^s 

Ly* 

*-p^P"{t~±*p) 


(609): 


L  pr* 


s 


l—  p^p~it*L*p) 

c~(p~Us$p)) 


(620): 


I 


c^p^^t^s 

P^P^it^L^p) 

p~s 


ttC^p^$t~s 
\-p^P"(t"-L*p) 
 p^s 

— y* 

 rO(p"(sap)) 


(« 


(621 


(« 


(y 


(608): 
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p^s 

L-r  c^(p^<s$p\)  (622 


§  207.  Zerlegung. 

In  Ausführung  unseres  Planes 
im  §  205  beweisen  wir,  dass  unter 
unsern  Voraussetzungen,  wenn  c  s- 
Grenze  von  p^(s^p)  ist,  c  von 
Gliedern  der  mit  p  anfangenden  +p- 
Reihe  nicht  erreicht  werden  kann, 
nämlich  den  Satz 


(ß 


Wenn  c  vom  Gliede  t  der  mit  p  an- 
fangenden ^jp-Reihe  grade  erreicht 
würde,  sodass  t=c  wäre,  so  würde 
C  von  dem  nächstfolgenden  Gliede 
dieser  Reihe  p^t  übertroffen.  In 
jedem  Falle  also,  wo  c  von  Gliedern 
unserer  Reihe  erreicht  wird,  giebt 
es  auch  eins,  von  dem  es  übertroffen 
wird.  Wenn  aber  t  ein  Glied  unserer 
Reihe  ist  und  wenn  a  kleiner  als  t 
ist,  so  wird  a  von  einem  Gliede 
unserer  Reihe  Ubertroffen,  was,  falls 
t  grösser  als  c  ist,  nach  (594)  dem 
widerspricht,  dass  c  s-Grenze  von 
■P^(S8JP)  86"1  8°N-  Wir  beweisen  so 
den  Satz 

V-C"(s\(p~(sQp))) 

,L-y*  w 

Mit  (588)  folgern  wir  hieraus,  dass 
unter  unseren  Voraussetzungen  t 
kleiner  als  c  ist,  da  auch  der  Fall, 


wo  t=C  ist,  wie  oben  gesehen,  aus- 
geschlossen ist.  Es  ist  dann  noch 
das  Unterglied  lt^s'  wegzuschaffen. 
Das  geschieht  mit  dem  zunächst  zu 
beweisenden  Satze 

Ly* 

l— g"^i*p)  (y 


§  208.  Aufbau 


521» 


(493): 


\—p*S 


t>^(a~*p) 
p^s 

i* 


(14  t): 


(623 


(607):: 


L  qn$ 


p^s 
L—  ps 

—  •  


(624 
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496  \t^(p^t^p) 
(137):   


q~(i~~*p) 


(6CK),699)::=  =  = 


c^p^s 
p^s 


IL  prs{tr,^ 


610  ^a^ip^isffp)) 

(589)::  

L^a^ip^isvp)) 


Lrrr  ci^(p'  is^p)) 
a^s 

p*(t*&+p) 


(590): 


t"(s£(P~(ßW))) 
p~{t~l*p) 


(594) 


(625 


(626 


kc~(sl(p' 


c"(s\(p^(s$p))) 
s 

I — p"(t"<!>*p) 

1 —  y s 

x 


0» 


H-t"(tt(F"(Mj)B 

I — p^it^^tp) 
L— ys 


llld  u.  *= 

(569)::  

w 

— r  p  ^t^¥-C^S 
(588):  

[tttttt-c-4M~s 


E 


(€,  e): 


C^8 

I — p^s 

p^t^^c^s 


IL  c^(«l(p^(«gp))) 

-y* 

■  c^s 


(529,625)::=  =  =  =  =  =  = 

C  -i 

c~(st(j>~(s8j>))) 

y* 

(623, 599)  ::=  =  =  =  =  =  = 


(« 


(l 
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—  p*8 

p^(t^^^p) 
C"(s\(p^{sip})) 

•i* 

.p^s 

(608):  

|LC-(.s  J  (p~(*  gp))) 

I — p^s 

(622):  

Up-c-P^P^P^ap)) 
Lys 

X 

Ly* 

I —  c  <■»  (s  1  (p  *"»  (*  3  p))) 
(591)::  


U  £(«-p)- 


(I 


I—  c  ^p^s 

l—e"(s£(p~p"(sM))) 

' — 

-c^(sl(p^(s3p),i)  (o 

X 

[_  6  -  (.<tf  ( p  -  P  *  <>  3  P)  )) 

—  c^p^s 

' —  y* 


(I): 


„.^(«^(p-p^sflp))) 
Le_$(c_p)~s 


P^.9 

■  p^s 


y* 

■  c^(*J(p^(*njp)))  (e 


tLTre~(sttf(p-p~(sgp))) 

 p^s 

—  c  ^p^s 

—  1s 

 c~(sl(p~(«jp)))  (« 


(601):  

|_c^p-(s?(p^p^(s3p))) 
I-  c^p^s 

L  e-p~(s,£-(p-prt(sap))) 

L.  p^s 
L_ys 

I — c^(sl(p^(s3P)))  (r 

L_c^p~(sf  p^p~(sjjp))) 
Lp^  s 

Le~(si(p~(s«jp))) 


(600):: 


c_p^(s^p^p^(sflp))) 

P^8 

c^(s\(p~(s$p)))  (627 


§  309.  Zerlegung. 

In  Ausführung  unseres  Planes  des 
§  201  beweisen  wir  nun,  dass  die 
s-Grenzen  von  p^p^isQp)  und  von 
p^(sgp)  zusammenfallen.  Es  wird 
dazu  (602)  zu  gebrauchen  sein.  Wir 
müssen  noch  zeigen,  dass  jede  s- 
Grenze  von  p^p^(sgp)  auch  s- 
Grenze  von  p^(sjjp)  ist: 
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L  d^{s\  \  p^p 


rt(*IP))) 


j?^s  (a 
Wir  haben  dazu  nach  (601)  den  Satz 

>(*«>)))  ' 

<UP))) 

nöthig.    Wir  beweisen  ihn  mit  dem 


V 


Lq~(t~±*p)  1 
,*-p-q~(t~±*p) 

der  leicht  aus  (285)  folgt. 


§  210.  Aufbau. 

496  ^q^ip^q^+p) 
(285):   

(609):  


(608): 


kr«~(P-<r(s3P)) 
lr  a^(j^(«3p)) 

X 

La-(g-(sgp)) 


(628 


(« 


(y 


(629 


(597)::  

L^a-^-fsjp)) 

L-4"(*l(j»~ff"(fff)))  (o 


I  d~(s\{p^q~{s 


3P  ))  </* 


(590): 


L  d~(s£(q~{sip 
t  d^(sti  p^q^(s 


))) 

9P<)) 


(630 


§  211.  Zerlegung. 

Zum  Beweise  des  Satzes  (a)  des 
§  209  haben  wir  nach  (601)  ausser 
dem  eben  bewiesenen  noch  den  Satz 

L_e~(s^(p~(sgp)) 

I—  e  .s 
I — ;>^s 

I — d~(sl(p^p~<>gp))) 

,1 — (« 

nöthig.  Um  ihn  zu  beweisen,  be- 
dürfen wir  nach  (594)  des  Satzes 

^(«^(P-P^M»)))' 

P^8 

der  mit  (590)  und  (591)  zurückzu- 
führen ist  auf 


krra^(P-J 
Lp^s 

La^(p~(*jp)) 


Dieser  ist  mit  (608)  aus 


p~(<^*p) 
p^s 

Lra^ip^p^isvp))) 

,L_ys  (6 

abzuleiten.  Um  (d)  zu  beweisen, 
brauchen  wir  die  Sätze 


Digitized  by  Google 


und 


a^$(p^f)~s 
I —  t^s 


(ß)  beweisen  wir  mit  (144). 


§  212.  Aufbau. 


Illh 


(495) : 


Lp^(p^d)=p^ 


(495): 


Lp^d"(p^a~+p) 
t-d^ia^+p) 


(137): 


d^(a"*p) 
p^q~(p.  .d"i  *p) 


p^q^ip^t^t^p) 
p^q~ip^q~±  +  p) 
q^it^L+p) 


(140):: 


[rP^g~(p^^*p) 


(« 


(« 


lb~(a'%p) 

I  p_g^(p_b^^*;>)  (S 

(144):  


(631 


505 


La~($t~$p)"s 


(529): 


f 


(490): 


a^$(p^<)~s 
L_ys  (a 

(583):   

L  pr^S 

La^l(p^i)~s 

1 —  ff>$  (632 
(609)::  

L  p  ^  s 

Lys 


(a 


}23,631)::: 


W  a~(p^p~(sgp)) 

P~{t"i+p) 
p*s 

a~(p^p~(sgp)) 


0* 


«r 


(608): 


a~(p^(*0P)) 

Lp^s 

Lra-(p^p^(sflp)) 

X 
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p^s 
Lrt~(p~(sgp)) 

Lys 

(591)::  


a^(p^p*(SQp)) 


l—  p^g 

L-«^(*1Ä"(j»rt(*5jP))) 

' — y* 


p^s 

^(s^fp^sjjpu) 


(690): 


IC 


c^(Stfr(j^jj-(sn;)))) 

p~s 

6"(8g(p"(s$p))) 


(591): 


(t 


(9 


L^rd^islip^p  iS^p))) 

I—  e^s 

 p  r  s 

—  e~(srf(p"(s<ip))) 

—  ys 

X 

[tttttt  •  (*«(•!*))) 
i — p^S 


0 


(rrpl^jr  C  ^  (S^  (  ^  ^  (S  n  p))) 


i—  c^s 


(601): 


■  p^s 


f_d~(sl</Wsflp))) 

L^(t^(ji^(ffi»))) 

\—d~{s\ip^p~(siip))) 

' —  y &* 

(600,680)::=  =  =  =  =  =  = 

[^^(«»(p^^jp))) 

L*"(tl(*~*"(MJ»))) 

(599)::   

L.tf"(«t(;"(iiF)J) 
N°(rf(l»«lft(iw))) 


0« 


(633 


§  213.  Zerlegung. 

Mit  den  .Sätzen  (627)  und  (683) 
können  wir  nun  den  Plan  des  §  201 
zu  Ende  führen  und  den  in  der 
Ueberschrift  unseres  Abschnittes  b) 
angeführten  Satz  beweisen. 

214.  Aufbau. 

585  L^p-s 

L  c  -  .p  =  r 
Lys 

—  c^s 

(599,602)::=  =  - 

kp^s 
c~(s\(p~(snp))) 

L-c^p"(s](p"(si}p))) 
L_ys  (o 

|  (638,600)::=  =  =  =  =  =  = 
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UP"* 


[»WM 


(627):: 


c~(sl(p~(snp))) 
p^s 

X 


p^s 


•  p^s 


1(P"(*1P))) 


(604) : 


(po(«5l»)) 

s 

i-P"(s£(p~(s<ipy,) 


1 40  l  p^(p^^^  p  ) 
(609):   


(snp)) 


(589  ) : 


l««(j»"(0fl>)) 

L_ys 


X 


(7 


(« 


(634 


(I): 


Lp«  a^(/^(sny>)) 


•  p^s 


(590): 


(«^(^(•gp))) 
s 


0* 


ps 


(y 


(e 


(5 


in 


(635 


(636 
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§  215.  Zerlegung. 

Wir  fassen  nun  als  Ziel  das 
commutative  Princip,  zunächst  inner- 
halb einer  Positivklasse,  ins  Auge. 
Als  Vorbereitung  dazu  beweisen  wir 
den  Satz,  der  in  der  Ueberschrif't 
dieses  Abschnittes  a  angeführt  ist. 
Wir  brauchen  dazu  den  Satz 


a)  Beweis  des  Satzes 
p^^q^s1 

—  $q^p~s 

Lm  q^$a~s 


q~p^#q~s' 
q^s 
L-  ps 

l—pr>S 


(« 


indem  wir  dann  tp'  durch  tQq^p' 
ersetzen.  Zum  Beweise  unterscheiden 
wir  die  Fälle  p^^q^s,  p  =  q, 
q^Qp^s,  von  denen  die  ersten 
beiden  keine  Schwierigkeiten  bieten. 
Beim  letzten  Fallo  benutzen  wir  (635), 
indem  wir  zunächst  den  Satz 

V-p~{t~^*p) 

Tq^#iq^%p)"s 
-js 

i  q~s  (ß 

mit  (152)  beweisen.  Dazu  brauchen 
wir  den  Satz 


Ed^(a^^p) 
p^td^L+pi 
I—  q^¥-  d^s 
.q^%.iq^%.p)~s 
I  q^%p"S 

•  q^s 


der  aus 


[ 


Kq^$(q^$pi~s 
•  q^s 


mit  Hülfe  von  (500)  folgt,  (dj  folgt 
seinerseits  aus 


k 


q^^p^fyd^s' 
q^$d^s 
q^ip^$q*S 

-i* 

i —  q^s 

,1  q^%p~s 


§  216.  Aufbau. 

508  Lf(q^(d^p)) 
if(q^p^d) 
(500):  
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i 


f(q^%.p^d) 


(« 


(483): 


p^(d~i  +p) 
d*(a*+p) 


iß 


(667): 


* 


q^$p„$q^(q„W8 
*-  q^s 

Lys 

L-  q  $P~s 

(529) : : 

q^^d^s 

Ly* 

I — g~$P~« 

(588)::  

L—q^$p^$d~s 
L  g^  £  d^s 

g  =  g_£p 

qr>8 


(« 


( UIc) 


L  g^,  $  d^s 
i  q^s 


iß)- 


d^(a^+p) 

—  g  — d^s 

q^i(q^$p)"8 

y« 

qr>s 


in 


q^-%.a~s 
b~(a~*/>) 
p^b'v!.*?) 
q^  %  b^s 

rg^g^W^ 
g^£j>~s 

y* 

g  ^  s  3 


(152): 


*P) 


L  p^(t^l 

-q-¥-P~s 

L-yS 
' —  g^s 


L?"(t"&«*) 

I  g^^p-s 

— y* 


(x 


(608) : 


g^^/j^s 
q^${q^$p)^s 

L-ys 

—  q^s 

X 
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Lq^#p<^S 
L2-(p-(S32,)) 

i —  q^s 

(685)::  

L  q^Qp^s 

■ —  y>s 
' —  is 


(542): 


"IHK 


q^(p^,$.q)~s 
q^^p^s 
*-  q^s 
«—  p^s 

(588):-  

\m^-q^(p^q)^s 

L. 

 •  

tla  L-  q<-j{p*->  %.q)^s 


kr  g«-«(j»«- 

V-q^iq^, 
Lp  =  q 


(504) : 


q^s 

L_y, 


(o 


(TT 


(o): 


Wp^^q^s 

I —  g">6" 

—  p~s 


(529): 


t 


(491): 


1—  p*>a 


(f 


(687 


5  hm"*"*^ 

Ly* 

I   <?^.S 

(<;37,(>U7)::  =  =  =  =  =  =  = 

I-  q^.s 

I — ^j^p'vs  («>38 
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b)  Beweis  des  Satzes 

q^.s 

p.S 


-P 
—  Q 

§  217.  Zerlegung. 

Als  weitere  Vorbereitung  zur  Be- 
gründung des  commutativen  Princips 
beweisen  wir  den  Satz  unserer  Ueber- 
schrift.  Wir  könnten  es  leicht  mittels 
eines  dem  Satze  (637)  iibnlicben 
Satzes 


#q^p^q~s< 
q^s 


Wonn  wir  diesen  ähnlich  wie  (637) 
beweisen  wollten,  müssten  wir  auch 
einen  ähnlichen  Uebergang  wie  von 
(d)  zu  («)  (§  216)  machen  und  dazu 
bedürften  wir  eines  Satzes  wie 


I —  n 


%.p  —  q^sl 
$q^p~s 

ff' 

P  =  Q 

p^s 


der  mit  (526)  ähnlich  abzuleiten  wäre 
wie  (588)  mit  (528).  Bisher  haben 
wir  von  (526)  keinen  Gebrauch  ge- 
macht, um  zu  versuchen,  ob  ohne  ihn 
auszukommen  sei.  Wäre  dies  durch- 
führbar, so  könnten  wir  die  siebente 
Zeile  auf  der  linken  Seite  der  De- 
finitionsgleichung (W)  streichen.  Aber 
hier  ist  die  Stelle,  wo  sich  ihre  Un- 
entbehrlichkeit  zeigt.  Wenigstens 
sind  alle  Versuche,  ohne  den  Satz 
(526)  fertig  zu  werden,   immer  an 


demselben  Hindernisse  gescheitert, 
dass  wir  nämlich  von  ,  T  B  n  2* 

nicht  zu  ,^B^^^J<  gelangen 
können,  wenn  das  Zusammenfallen 
von  ui  und  B  ausgeschlossen  ist. 

Nachdem  wir  uns  einmal  zur 
Anwendung  von  (526)  entschlossen 
haben,  können  wir  unsern  Beweis 
kürzer  mit  (638)  führen,  indem  wir 
zeigen,  dass  weder  ^q^p^s'  noch 
,p=qi  verträglich  mit  .g^^p^.s' 
ist  Daraus  folgt  dann  mit  (a)  unser 
Satz.  Die  Unverträglichkeit  von 
tP  =  q'  mit  tq>_%pr\s'  ergiebt  sich 
aus  (536).  Die  Unverträglichkeit  von 
—  p^S*  mit  tq^$prkg'  folgt 
aus  (589)  und  (63S).  Wir  beweisen 
zunächst  (er)  ähnlich  wie  (588). 


§  218.  Aufbau. 
111h  Lq^($q^p)  =  q^(q^ 
l%q^p  =  q^$q 

(575) :  

|mr/>  =  ff-(ff-#ff) 

l%q-p=q-$q 
L  p^s 

I   qr>3 


ff) 


(« 


(564): 


kmp==q 


q^p  =  q^%q 
i-  p^s 

i —  q^s 


(561):: 
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Fl 


P  =  9 

q^p^s 

q^s 


L_ys 

-%.q^p~ds 
—  p^s 

(526)::  

\rmrp=9 

K Qq^p^s 
—  q^s 

-y« 


(544): 


\rmrp=q 

I—  q^s 

L-y* 

—  p^s 


X 

^p^qr^s 
q^s 

p  =  q 

p^s 


llC     Ur,.  Q^^p^S 

#p~s 
9 

(536) : :  


(Y 


(639 


(640 


(« 


(Ia): 


hm 


*—p  =  q 


589  <^£p~5 
1—  g^s 

L-y* 

(638)::  

I — p^s 
I  £q^p  s 

-y« 

x 

I —  |»^« 
I  

' — y* 

(640):  

L__  $p^q~s 

—  q^"\Lj>^s 

— y* 

— ri>=2 

(W:  

Lp* 
\—p^s 
\—q^$p~s 

L_ys 

(607)::  


iß 
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L  q^  s 
L  ps 
—  p^s 
I — q^$p^s 


(G41 


c)  Beweis  des  Satzes 


a^(c^$d)^s 
d^s 


-  c^s 


§  219.  Zerlegung. 

Zum  Beweise  des  commutativen 
Princips  brauchen  wir  den  in  der 
Ueberschrift  angeführten  Satz,  der 
in  Worten  genau  nur  schwerfällig 
wiederzugeben  ist.  Zur  Erleichterung 
des  Verständnisses  mag  folgende  freie 
Uebersetzung  erlaubt  sein: 

„Wenn  in  einem  Grössengebiete 
die  beiden  Differenzen  (d^$c)  und 
(c^Qd)  der  positiven  Grössen  c  und 
d  kleiner  sind  als  jede  positive  Grösse, 
so  fallen  die  Grössen  c  und  d  zu- 
zammen." 

Wir  führen  diesen  Satz  auf  fol- 
genden zurück: 


Ulqrrr  a_6^S 
—  Q~S 

 p^s 


den  wir  in  Worten  ebenfalls  frei  so 

wiedergeben : 

„Eine   Grösse  b  ist   eine  Null- 
Kr  »ft,  Orund<MCtu  II. 


grösse,  wenn  sowohl  sie  selbst  als 
auch  ihre  Umkehrung  $6  mit  jeder 
positiven  Grösse  desselben  Gebietes 
zusammengesetzt  eine  positive  Grösse 
orgiebt." 

Ich  nenne  hierbei  zur  Abkürzung 
positive  Grösse  eine  Relation,  die 
der  Positivalklasse  (s)  angehört  Der 
Beweis  ist  mit  (616)  zu  führen.  Man 
seigt,  dass  6  weder  positiv  noch  die 
ümkehrung  einer  Relation  (q)  sein 
leann,  die  positiv  ist.  Im  ersten  Falle 
ist  b ^$b,  im  zweiten  q^b  nicht 
positiv. 


536 


Aufbau. 


q^s 

y* 


illld); 


q^b^s 
qr>s 

y* 


(a 


(If): 


14 
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(559) : 


I — q^b^s 
q^s 

y* 


rrb  =  q^$.q 
lb  =  %q 

I —  q^b^s 
q^s 

y* 

(Ib)::  


y* 

(IIa)::  

L.    ■■„  b=q^^q 
Kb  =  $q 
—  q^s 

-rb=p^p 
»wrrrr  Q^b^S 


y* 


(616): 


6=q_J#q 
i —  q^s 

— rb=p^^p 
iiji  Q  —  6 ~ s 

I —  a^s 

 ys 

 p^s 


iß 


Cd 


(C 


X 


530^.6^^6-« 

X 

(Id)::   


Ha)::  

I  fln4. 


(I? 


(*> 


(X 
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(*): 


(642 


Illh 


Lc^%d^d=d^%d^ 
lc^%d  =  d^%d 


(567): 


(« 


(567): 


c  =  d 

c^%d=d-$d 


(644 


lue 


d)  Beweis  des  Satzes 

b^b^(q^p)^^(p^q)^sl 
b^s 

l—q^b^s 


—  q^s 

—  7>s 

—  p^^b^s 

§  221.  Zerlegung. 

Mit  (644)  beweisen  wir  nun  das 
com  imitative  Gesetz,  indem  wir  für 
t<T  tp^q*  und  für  (c'  4J  •—./>'  setzen. 
Wir  schließen  p^q  und  q^p  zwi- 
schen denselben  Grenzen  ein,  die  wir 
dann  beliebig  einander  nähern. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir 
eine  positive  Grösse  b  an,  (vergl. 


§  210),  die  kleiner  als  p  und  kleiner 
als  q  ist.  Es  giebt  nun  nach  (635) 
ein  Vielfaches  von  6,  das  nicht  kleiner 
ist  als  p.  Folglich  giebt  es  auch 
nach  (357)  eines  o,  das  zuerst  nicht 
kleiner  ist  als  p  und  das  diesem  un- 

• 

mittelbar  vorhergehende  c  ist  kleiner 
als  p.  So  kann  man  p  zwischen 
zwei  Grössen  c  und  o  einschliessen, 

14» 
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die  um  6  verschieden  sind.  Ebenso  kann  man  q  zwischen  den  Grössen 
d  und  a  einschliessen,  die  um  b  verschieden  sind.  Es  wird  also  c  kleiner 
als  p  und  o  nicht  kleiner  sein  als  p.  Ebenso  wird  d  kleiner  und  a  nicht 
kleiner  sein  als  q.  Es  fallt  dabei  b^c  mit  o  und  b^d  mit  a  zu- 
sammen.   Wir  bedürfen  dazu  des  Satzes 


#(d^c)^(q^p)'>si 

p"8 

q^s 
c^s 

I  p^#C^8 

d^s 

q^Qd^s 


(« 


Denselben  Inhalt  schreiben  wir  mit  andern  Buchstaben  so,  dass  das  Ober- 
glied wird 

,  $  | p  ^.q)^.(o^-.a)^s* 

Aus  beiden  Formen  erhalten  wir  nach  (629)  einen  Satz  mit  dem  Obergliede 

Dieses  verwandeln  wir  dann  mit  dem  schon  bewiesenen  commutativen  Ge- 
setze (502)  für  Vielfache  derselben  Grösse  in 

t—'&ip^y^ib^b^iq^pÜ^s' 

das  dann  mit  (638)  weiter  in 

b^b^(q^p)^$(p^q)"s' 

umgesetzt  werden  kann.  In  dem  so  gewonnenen  Satze  vertauschen  wir 
,p'  mit  tq*.  Es  bleibt  dann  noch  zu  zeigen,  dass  6  so  gewählt  werden 
kann,  dass  b^b  nicht  grösser  als  eine  beliebige  kleine  positive  Grösse  ist. 
Dann  können  wir  (644)  anwenden. 

Wir  leiten  zunächst  (er)  aus  den 
beiden  Sätzen 


L_£(<*-c)^(j?~c)~«' 
L  c*s 
L  q^s 

I —  d^s 

-q^%d^s  (ß 


L—¥.(q^c)^(q^p)~st 

y-p^s 

L  q^s 


p^$c~s 


(y 


nb,  die  mit  (641)  zu  beweisen  sind. 
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§  222.  Aufbau. 

51)8 


Lq^c^$<d^c)~s 
L  q^  c^$c^$d*s 
(569)::  


I 


q^,c^$(d^c)^s 
q^$d~8 

C*8 

i-ys 


(a 


(641): 
I 


Iq^c^s 

I—  d^c^s 
L-  q^Qd^s 
c^s 

q~s  (ß 
(529,529)::=  =  =  =  =  =  = 


\—l(d^c)^(q^e) 


g^s 

g^£d~s 


(645 


508  L  q^p^$(q^c)~s 


(490): 


g^Cp^c^^g^s 


(« 


637): 


q^p^$(q^c)"8 

qry8 
1>8 


(646 


,641): 


\rrrrr  $(q^C)~(q~p)"8 

I—  g_,c^s 


q^s 
I — p^$c^8 


(« 


(529,629)::=  =  =  =  =  =  = 


i-  g^s 
 •  — 


(647 


490  |^(d_c)^|g^c^(#(g^c)^(g^))]~s 
(575):   

i —  g  — c^s 


(« 


(529,529): 
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(529)::  

L—  £  (d^  c)  -  (q ^p)  ~s 
l$(q^c)^.(q^p)~s 
L$.(d^c)^(q^c)"8 

I — p^s 
—  q^s 

(645,647)::=  =  =  =  =  =  = 


iß 


(y 


%(d~c)^(q^p)~s 


(648 


(505): 


(649 


§  223.  Zerlegung. 

Wie  wir  uns  im  §  221  vorgenommen  haben,  setzen  wir  nun  in  (618) 
für  t<T  fp\  für  ,c'  tq\  für  tq'  to'  und  für  tp'  4a'  ein.    Wir  erhalten  dann 

darin  die  Unterglieder  ,  o^^/i^s'  und  (  a^^q^S*.    Für  diese  sind 

t^.p^-$o^s\  i^.p=o\  (^.q^^.a^s\  i^.q  =  a'  einzuführen,  weil  o  das 
erste  Vielfache  von  h  sein  soll,  das  nicht  kleiner  als  p  ist,  und  a  das  erste, 
das  nicht  kleiner  als  q  ist.    Statt    Tp  =  o'  und  (Tgr  =  a'  wird  man  das 
Unterglied  _p  =  o'   hineinbringen  können. 
t*-q  =  a 

Nach  (529)  haben  wir 

$(p^q)^(o^a)^(&c~$d~(q^p))"S 
^c^^d^(q^pi^s 
Ll(!»-J)-(ö-a)«s 


"in 
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Hier  wird  für  das  vorletzte  Unterglied 

$(p^q)^(o^d)"8l 


,  Lq=a 


einzunihren  sein. 


Um,  wie  oben  gesagt,  das  Unterglied  _^==o'  statt 

Xq=a 

lT_p  =  o'  und  lTg  =  a'  in  den  Satz  mit  dem  Obergliede 

hineinzubringen,  brauchen  wir  Sätze  mit  diesem  Obergliede  und  theils  mit 

den  Untergliedern  i^p  =  of  und  t  q=a\  theils  mit  den  Untergliedern 

|T5  =  a'  und  (  p  =  o',  von  denen  der  erste  aus  (045),  der  zweite  aus 

(647)  folgt.  Zur  oben  angegebenen  Umformung  von  (529)  brauchen  wir 
den  Satz 

%{p^q)^{o^a)^($c^'$d^(q^pj)~si 
^c^$.d^(q^p)r>s 


f  [ 


TrrP  =  ° 
L  q=a 

' —  is 


der  mit  (581)  zu  beweisen  ist 
§  334.  Aufbau. 


(« 


lila 


048 


$(p^q)^(o^a)"s 


I  q^s 

a^^q^s 
p^s 

.  o^l^p^s 
(588,588)::=  =  =  =  =  =  = 


r 


*-0^8 

q>^s 

.  q^%.a*s 
•  q  =  a 
■  p^s 

p^Qo^s 
p  =  o 


L,$(p^q)^(o^a) 
\i$(p^a)^(o^a) 
L  n  =  a 


q  =  a 

645)::  

L  0^8 

—  ps 

—  p^s 

—  o^$p^s 

—  q=a  (ß 

(.-,88)::  


(« 


I  a~8 


(I):: 


I —  ps 
-  p^s 

r  p  =  0 


(y 


Digitized  by  Google 


—    216  — 


L  a^s 


f-  o^s 

p^Qo^s 
q  =  a 
p=o 

q=a 

•  •  


lila 


L.$(p^g)^(0>_a)"« 
L  $(o^q)  ^(0^(1)^8 
L  n  =  n 


P  =  0 

(647)::  

—  q^s 

I  a^$9"* 

p  =  o 

(588)::  


-$(Pwf)~(o-a)^i 


t-y* 

I — 

i —  g^s 

— r  g^^a^s 

— r?  =  a 
 j>=0 


(5 


(a): 


L  a^s 


L  o^S 

i-y* 

L-Vs 

I  

q  =  a 

p^s 


o 
a 

y* 


I  

 rg-la^s 

 p^s 

 rP^^O^S 


529  L^^(pl_Jg)^(o^a)k_(^c^^d-(9^J>))-.v 
\l$C^$d^(q^p)~s 
\-${p^q)^(0^a)"s 

(I)::  


(650 
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$c^$d^(q^p)*s 
p=  o 


i-  q  =  a 

KrP  =  0 

L  q  =  a 


lila 


L-  %.(p^a)^(o^a)^($c^$  d^{q^p))~s 
V*%(o-a)^(o^a)^(%.C^$dUq^p))"s 


(lila): 


\m$(p^q)~(o^a)^($c^$d^{q^p))~s 
LP  =  o 

(Ib,  Id)::  -  --  --  --  --  --  --  --  - 


L-j^ip^qj^io^a^^c^^d 


yp=o 


(581) 


|(l»-j)-(o-o)-(^c-^i^(g-ip))«s 


Krrp  =  0 


(529):: 


T 


p=o 


(a): 


(« 


0* 


(y 
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1 —  a^s 


(G49,  G50):: 


(C 


«-  q 
I —  >s 

I  p^-^C^S 


$(p^q)^(o^a)^($c^d„(q~p))~s 
Lp^s 


q~s 
I —  ps 

b^(o^>L  +  b) 


(651 
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§  225.  Zerlegung. 

Gemäss  unseres  Planes,  des  §  22 1 , 
beweisen  wir  nun  den  Satz 


^ 


*•  e*(o*mb) 
>-ys 

I —  b^s 

—  b^ia^^+b) 
d^ia^+b) 
d^s 

b^io^i  +  b) 


(« 


den  wir  aus  dem  Satze 
l  b=o^%.cl 

Lys 

,  I —  b^s 


§  226.  Aufbau. 
Ulli  Lfi^c^^o^c 

(570): 


L  b^c  =  < 


o 

c^s 

—  b^s 

(492)::  

L  c^(o~*6) 
L  c^s 

— 

,IIIa):   


iß 


und  (502)  ableiten.  (ß)  folgt  aus 
(570). 


489  L  a^<o^#c)  =  a^Jo^,$c 
(Illh):   


c~(o~*b) 

L-ys 

I — 

•  


(490): 


(654): 


la^(o^$c)~%d  =  a^o^($c^$d) 


c~(o^*6) 
—  b^s 


(500): 


(490): 


L-ys 

I — b^s 

I —  b^(a^^  +  b) 


(«52 


(653 


(654 


(« 
iß 


iY 
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c^io^  +  b) 


«-  c^s 


(654): 


iß 


b 


(502):: 


[■■■■■■■.  6^t=o^o^(|^yd) 


(Hla) 


b^S 

b^  (a^-L  +  b) 
d^ia^  +  b) 
d^s 

b^io^-L  +  b) 


in 


T$(p^q)^(b^b^(q^p))~s 
l%(p^q)^(o^a^(%c^d)^(q^p))~s 


490 


(491): 


£(^?)^(0^a)^(£c^£d-($^pV)~s 


(»•• 


#(p^g)_[o^a_(£c^:&d)^($-p)]~s 
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$(p^q)^(b^b^(q^p))~8 


(638,623):: 


(x 


^(p^q)^(b^b^iq^p^s 


p^s 
*-  q^s 

i —  ys 

-  c^s 

-p^^c^s 

-  d^s 

-  q^$d-s 
-b^8 

-  b^ia^^  +  b) 

-  b^  (o^-L 
t  q^^a^s 

-r  p^^O^S 

-  d^ia^  +  b) 


a 


p^.q)^(b^b^(q^p))~8 


q~s 
s 

b^ic^-l  +  b) 
•  p^^c^s 

q^$d"S 
b^ia^-L  +  b) 
b*(o*±tb) 
q^$a~s 

p^#0"8 

c~(o~*b) 
d^(a^*b) 
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520 


La/, 


b^s 


(629,629)::=  =  =  =  Z 
b^b^(q^p)~s 

q  s 

L-ys 

—  b^s 


(638): 


(» 


"lUt 


6  w  6^  (g       ^  £  (jp  - 
p^q^s 

i—  p^s 
" —  q^s 

1 —  ys 

(,1,529)::  =  =  =  =  =  =  =  =  =  (g 


,6^&_(g_/>)_£fj>_0W.s 
I — 

b  -(c^z  +  b) 

1  6^(«?^i.*&) 

-  j^-^d^s 

-  6^(a^i  +  6) 

-  b^(o^^^b) 

-  c^(o^  +  b) 

-  d^(a^  +  b) 

X 

L_  c^io^^b) 
■ —  J^S 

—  p^s 

—  Js 

—  ps 

—  b^s 
b^b^iq^^ip^qtr-s 
b*(d~<L*b) 
q^Qd^s 


(o 


—  b^ia^-L^b) 

—  b^io^-i  +  b) 
t  q^fya^s 

-r  p^^O^S 

—  d^(a^^b) 


(« 
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r^(o^*&i 


-  jj^s 

-  >>s 

-  b^s 

-  q^Qd^s 

-  b  ^  (a^L  +  b) 
-b^{o^  i  +  b) 


d^(a^  +  b) 


(655 


§  227.  Zerlegung. 

Die  letzten  Umformungen  dienen 
zur  Wegschaffung  des  ,c'.  Ebenso 
muss  dann  auch  ,d*  entfernt  werden. 
Wir  brauchen  dazu  den  Satz 

h  rP-*b 


1     C  6~(o^(f  (T/>^$e~s)6* 


der  auf  den  Satz 


(« 


b^(x^z.q) 


i-t^(o^j)  (/* 

zurückzuführen  ist.  Zum  Beweise 
von  (ß)  bedürfen  wir  des  Satzes 

b~(o*(vi>q))' 


I—  b"(r^±q) 


der  aus  (404)  mit  (5)  und  (197)  folgt. 


Für  tv*  setzen  wir  dann  ,if  («)'  und 
wenden  (142)  an. 


§  228.  Aufbau. 


4<»4 


tb^(o^iv^iq^±qj) 
b^(o^( 


(« 


0* 


X 

tl"(*"(*ftf)) 
(5)::   

(197)::  

L_ü~(o~(t>ög)) 

L  r^{o^J.q) 
y—  b^(r^-Lq) 

I — r^v  (656 

(181)::  

b^(o^(vbqj) 
r^{o^q) 
b*(r*<Lq) 

r^v  (667 


Digitized  by  Google 


77 


(657): 


I— 6~(r~ig) 


(IIa):: 


THHWij)) 

L  r^(o^g) 
l—  &^(r^L  g) 


■•©^(r^ig) 
L  r^(o^g) 

X 


-~r  6~(r"ig) 

L  6°>(r^ig) 
-  r^(o^g) 


L  e^(o^g) 
6~(o~(«YM2)) 
 irf(r) 
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(658 


(« 


0» 


(y 


(142): 


rp_£6^s 


(i 


(130): 


0=6 

U^(l/"(«)4ff)) 


■»-TT  /  w 

M-6^(r^g) 
L  r^(o^g) 
 6^(o^g) 

(401)::  


(« 


0=6 

6~(0-(*Y(e)äg)) 

6«(r«ig) 
r^(o^g; 

 •  


(402)::  

\rf(0) 


nie 


Irl»-* 

L  0  =  6 


#o^s 
0  =  6 


(659, 660) : :  =  =  = 


-^^C^S)^)) 


(655)::  


(659 


(660 


(661 
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1 —  q^8 
p^s 
-is 

>s 

b^b^(q^p)^#(p^q)~s 

-  q^$d^s 

-  b^ia^-i  +  b) 

-  fc  °  (0^-L  +  b) 


(860,401)::  =  =  =  = 


TT  "  ö 

L^(o^(i(TjpM¥t^t)A#>)) 

1 —  q  ^  s 
i — p^s 

' —  is 

-  b^s 

rb~b^(q^p)^%(p^q)~s 


—  b^(d^-L  +  b) 

—  q^$.d^8 

—  b^(a^^  +  b) 

—  d^fa^i) 

X 

vq^$d~s 
\—  d^ia^+b) 

I— 6«(o~(*(.rj»-JU««)M)) 

—  £^3 

—  ;>^s 

— )>i 

—  b^s 

-r  b^b^{q^p)^"$(p^q)~s 
-p^^b^s 

—  b^ia^-l  +  b) 


0» 


(y 


Fr«fe,  ttniDdf wetze  U. 


15 
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rb^b^(q^.p)^$(p^q)"s 
p^$b^s 

T  q^^a^s 


(G61): 


h  n  i  ii  in  1 11 

\-b~(o~{iUp-$*"8)**b)) 
I — 

I — p^s 
1  J* 

I  7)5 

I  b^s 

I  r  b^b^(q^2))^$(p^q)"S 

I  p^^fc^s 

I  b^(a^-L+b) 

 r?-$0«8 

(660,401)::=  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  = 


-rq^Qb^s 

L  b"(a^(t  (Tg  —    €   s)  ä  * //)) 

i —  q^s 
i  p^s 

-y« 

-*« 
-  b^s 

r  b^b~(q^p)~$(p~q)^s 
-p^$b^s 

X 
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|rM««(J(-rff-*e'**)M)) 

l —  q^g 

p^s 

p8 
b~s 

b^b^(q^p)^$(p^q)~s 
p^$b~8 


§  239.  Zerlegung. 

Wir  ersetzen  nun  das  Oberglied 
in  (662)  durch  (&  ^  (s  ü  &))',  das 

dann  seinerseits  mit  (636)  wegzu- 
schaffen sein  wird.  Wir  brauchen 
dazu  den  Satz 


^T6-(a-(f(Tg  _#£~s)M)) 

-q^s 

-  p^s 

-y* 

-  b  ^8 

Tb^b^(q^p)^^(p^q)r,8 
-p^%b~s 

§  230.  Aufbau 


-b^ia^lq) 
L/-(«) 

-r  a^(a*J.q) 
l-Iq 


den  wir  mit  (357)  beweisen.   Bei  der 
Anwendung  auf  unsera  Fall,  wo  statt 
t*^'  zu  WtMD  ist,   haben  wir 
dann  ausser  (497)  noch  den  Satz 

|__a*(a«.t*&)' 

nöthig,  den  wir  mit  (123)  beweisen. 


77Lo-*Y(«) 

L/>) 
(357):   


L/>) 

L-r  a^(a^i.qi 


l-lq 

Sr^(OA(V(«)if)) 


491  L6_d_£a~a 

U_(d^£a)-s 
(529)::  


b^s 

L_ys 


(493):  


L. 

-y* 


(9 


(662 


(663 


(o 


0» 


15* 
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I  b^&a-s 

 b^s 

 y* 


(123): 
I 


 b^s 

 1* 

 a^(a^±*b) 


b^a^$a^8 

a~(c~*&) 
(570):   


L  a^ic^+b) 
L  b^s 
—  a^s 


:  la~{a^*b) 
I  fc^s 


y* 


(*): 


Ly* 

—  a^(a^^#6) 
X 

— r  a^Qa^s 


(536): 


(y 


«5 


(« 


(1 


(664 


(663): 


b^(ar>z,+b) 
i —  a^s 

y* 

1*6 

b^(a^(i(^.q^^e^s)^4lb')  <a 


X 


i —  a^s 
I — 1*6 

■  brs(ant(t{^.q^)^e^s)i^b))  iß 


(623,497)::: 


L  6^  (a^-L  +  b\ 


fori*"*1"* 


— y* 

608):  (d 


|_«^(ö^(5g&)) 


Ly* 

(636):  
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*-b^s 


Uys 


(662):: 


(665 


I —  q^#b~s 

I — b~(o~(f(-rP^¥.e~s>b*b>) 

p^s 

ps 

b^b^(q^p)^(p^q)^s 
p^^b^s  (o 

X 


_6-(0~<f,(,p-*e~S)M)) 

\-b^s 
I —  q^^b^s 

U—  q  r\g 
■p^S 

•  b^b^q^p)^^ {p~i)"S 
■  p^$b~s  (ß 


(665): 


Lrrb~(a~<i{Tp^$€~s)b*b)) 
b^s 

-q^.$b~s 
-  q^s 

-ps 

-rb^b^(q^p)^#(p^q)~s 
-p^Qb^s 


(y 


TT 

L  b^s 

I — q^$b~s 

■  q^s 

■  p^s 

■  ps 

■  b^b^.(q^p)^^(p^q^s 
.p~#b~s  (<5 

X 


Tb^b^(q-.p)^$(p^q)~s 


(666 
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e)  Beweis  des  Satzes 


fr— TTTra"s 


I—  p8 

—  q^8 

—  p^s 


und  Ende  des  Abschnittes  / : 


§  231.  Zerlegung. 

Es  wird  nun  noch  unsere  Auf- 
gabe sein,  zu  beweisen,  das»  es  in 
der  Positivklasse  s  immer  ein  b  giebt, 
sodass  b —  b  kleiner  ist  als  a,  falls 
a  der  Positivklasse  s  angehört.  Da- 
nach wird  dann  auch  zu  beweisen 
sein,  dass  es  ein  solches  b  giebt, 
welches  zugleich  kleiner  als  p  und 
als  q  ist.  Wir  leiten  demnach  zu- 
nächst den  Satz 


|  es  a^X~b.  im  letzten  Falle  genügt 
[  jede  Relation,  die  in  unserer  Positiv- 
klasse kleiner  als  b  ist,  unserer  An- 
forderung, und  eine  solche  giebt  es 
nach  (606). 


4 


«^|(e«t)«i) 


ab.  Hierzu  dient  uns  der  Satz  (606), 
der  besagt,  dass  es  in  einer  Positiv- 
klasse immer  eine  Relation  b  giebt, 
die  kleiner  ist  als  eine  gegebene  Re- 
lation in  dieser  Positivklasse.  Wir 
unterscheiden  die  Fälle: 

1.  b  ist  kleiner  als  a^,$b, 

2.  a  _    b  ist  kleiner  als  6, 

3.  fällt  mit  b  zusammen. 

Im  ersten  Falle  ist  b  selbst  von  der 
gesuchten  Art,  im  zweiten  Falle  ist 


§  232.  Aufbau. 

506  L.  a^$b^%.b~8 
Ka^$(b~b)~s 

(Ha)::  

|    L  b^s 
L  e^s 


(588): 


_  b^.%.  (a  —  $.b)*s 
«-  b^s 
a^$(e^ei^s 


^— TT  '*  —  - 


^a^b  =  b 
-a^$b~s 


(a 


(646) : 
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-  1>s 

—  b^s 

a^#(c_e)^s 


L  e  a 


(567) 


3f- 


T«_£(a^$6^(a^$6))~« 

—  6^s 
L  c^s 

— y* 

 ra^p=6 

X 


—  b^s 

— y* 

a^£(a^£6^(«^6))~s 


(Ha):: 


Ta^%b^b 
La^^b^s 

L_  b^8 

L  e^s 

■y- 


(667 


nih  La^%.b^b  =  b..b 


.%b=b 


(567): 


(668 


638 


L-#(<^C)_(^p)~S 
(529,529)::=  =  =  =  =  =  =  = 
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L  (1^8 

Vs 
q^8 

$.(d^c)^(q^p)~s  (o 


(648):: 


^q^p^$(d^c)"8 
-  d^s 


lila  L-a^#(c^c)^s 

U_&_£(c_e)->s 

(668,669)::=  =  s  -  -  - 
[....■■■  a^'$.(c^c)~s 


C^s 

I —  b^$c~s 
a^$b  =  b 
a^s 

X 


L  c^s 

L-Vs 

I — 

(667,na)::=  =  =  =  =  - 


(669 


(a 


0» 


I — 

I —  6^s 

L  e^s 


b^s 


(606): 


TT  b"S 

Lys 

—  ps 
I —  i^s 

^jra_^(C^C)-S 

L  e^s 


X 

1,1  ....  a^&^s 
Lb~s 
Lys 

L  er>S 


(« 
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L  c°s 

y* 


(606)  : 


(1 


TUT 


'/  s 

s 


L  c~s 


(Ig): 


£y* 

1—  p  r-> 


a^$.(e_e)^s 


(670 


233.  Zerlegung. 


Mit  (670)  beweisen  wir  nun  den 


Satz 


Ii 


E 


y* 

der  im  Wesentlichen  —  nach  einer 
Wendung  —  besagt,  dass  es  in  einer 
Positivklasse  (s)  eine  Relation  (e) 
giebt,  die  kleiner  ist  als  eine  ge 
gebene  Relation  (p)}  und  deren  Dop- 
peltes (e  ^  e)  kleiner  ist  als  eine  ge- 
gebene Relation  (a),  falls  p  und  a 
derselben  Positivklasse  (s)  angehören. 
Wir  nehmen  dazu  an,  es  sei  uns  in 
unserer  Positivklasse  eine  Relation 
e  bekannt  der  Art,  dass  e^e  kleiner 


sei  als  a.  Nun  sind  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden : 

1.  e  ist  kleiner  als  p, 

2.  e  ist  nicht  kleiner  als  p. 

Im  ersten  Falle  haben  wir  in  e  schon 
eine  Relation  der  verlangten  Art.  Im 
zweiten  Falle  giebt  es  in  unserer 
Positivklasse  eine  Relation  (6)  kleiner 
als  p,  die  dann  auch  kleiner  als  e 
ist,  von  der  also  gilt,  dass 
kleiner  als  e^e  und  mithin  auch 
kleiner  als  a  ist. 

§  234.  Aufbau. 
586  L^e^^b 

L  e^fyp^s 
—  p^s 

L-y* 


(588):: 


(III 


p^^b^s 
Kp~  %e~s 
i—  e^s 

1 —  y^ 

P  =  e 
p^s 


(« 


cj; 


(671 


665J 


(586): 


b^s 
I — e^Qb^s 
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L  b^s 

Lys 

I —  0  _    &  "  * 

■  n^s 

(671,629)::=  =  =  =  =  = 

| .  a _  £ (6 6) 

-y« 

i—  ps 

I — p^^b^s 

p_$0"« 
p^s 

X 

1  III  1 1  ■  1 1|  ■  q-£ie-g>rvs 

l-b^s 

-is 

—  ps 

-  e^s 

-  p^,$b~s 

-  p^s 

T  a^$(b^b)~s 

-  a^s 


(IIa)::   

Im,,,,, n  a~$(e~e)"8 

I   p8 

 rp^^e-s 

 p^s 


(« 


iß 


— 

>-y* 

-  p«* 
»wirr  a  ^  $  (c  —  C)  «  j 

L  tr*8 

 a^s 


h 


 *  s 

— y* 

 p  *  S 

"  (e^ei-.* 


(Ha): 


(670): 


rr  *°* 


y« 
i—  >>* 

I — 6^.s 
I —  p  _,$&~s 

L  gr»g 

X 

-_.p_£&~.s 

—  a^s 

—  p^s 

L-p_$e«* 


(C 


(9 
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(606): 


p^s 

8w|(ew()nj 


i —  p^a 

>i™a_£(e^e)'-s 

X 


's 


§  235.  Zerlegung. 

Um  nun  endlich  den  Satz 


(672 


ys 

i —  g^s 
p^s 

L  e^s 

zu  beweisen,  verfahren  wir  im  Wesent- 
lichen  wie  oben,  indem  wir  die  Fälle 
unterscheiden,  dass  p  kleiner  ist  als 
q,  und  dass  p  nicht  kleiner  ist  als  q. 


§  236.  Aufbau. 

e^s 

—  p^s 

-  q^s 


(IIa) 


(672): 


_  a  —  }L  i (a  —  e)  ^  s 
L  e^s 

I  pr>S 


p^s 

a^$(c^e)~* 


-    286  - 


671 


-  q^s 


(Ha) 


I—  q^Qe^s 

y* 

qf>8 

1 —  g^^e^s 


(672) : 


§  238.  Aufbau. 

586 


1 —  "ps 

I  gr^s 

I — rq^^-p^s 
p^s 

(c^e)~s 


iE 


(£ 


r  a^s 


z 


I   g^S 

Quf  (tu.e)ni 


iE 


(673 


§  237.  Zerlegung. 

Wir  wenden  (673)  auf  (666)  an, 
um  den  Satz 

y^a^iq^p^^ip^qV-s, 

L  ),s 

—  q 
— 

—  a^s 

zu  erhalten.  Mit  Hülfe  von  (644) 
gelangen  wir  dann  ans  Ziel  unseres 
Abschnittes. 


\-b^b^(q 


p~%ip^q))~s 


p*-,%.<p^q)~s 


l—b^b^s 


(666,520)::: 
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b^S 

1—  q^fyb^s 
' —  g 

p^s 
ps 

p^%.b^s 
a^(b^brs 


(« 


X 


L  b^s 

—  p—.\lb^s 
i —  g_£5"« 

•  p^s 


(ff-**  w¥(p~f))' 


p^$e~s 

-  g^s 
-p^s 

-  a^s 


(673): 


a  r  8 


\ 


i —  g^s 
—  p^s 

— Ta^{q^p^\(p^q))^s 


X 

y* 

«—  q^s 
1 —  p^s 


"lütt 


p_gi)~s 


a. 


■p.  ,{q^p^%ip^q))< 

p^s 

a^p^g^ig-p)' 


(« 


a^(q^p^^(p^q)-> 
La^ip^q^Q  q^p))~ 


I —  a^s 

' — 

-  pS 

-  5  °6 

-p^s 


I —  a^s 


q^s 
p^s 


(«44) : 


1 


q~P  =  P~q 

ps 
I —  q^s 
I —  p^  s 
p^q^s 

(529,529)::  =  =  =  r  = 


(Ulli): 


(«74 


(570) : 


\mq-r~^q=p 

y—p^s 

L_ys 


L  ps 


(491):   


(580):   

[tttt  p—  ^q=tq-p 

l-qr-s 

(607)::  


L-q^s 

—  p^s 

Ha): 

f  *q-p) 

ps 
«—  £  "3 

—  pr>8 


t 


(675)::  


(Illh): 


[f(p^q) 

—  q^s 
i — p^s 


(675 


(676 


/677 
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lila  U(^P) 
(674)::  


—  }  «  i 
" — p^s 


P) 
9) 


(678 


x.  Beweis  des  Satzes 


§  2^9.  Zerlegung. 

Wir  gehen  nun  daran,  das  com- 
mutative  Gesetz  für  das  ganze 
Grössengebiet  einer  Positivklasse  zu 
beweisen. 

Als  Zwischenstufe  dienen  uns  die 
Sätze 

\rrrP^9  =  9-Pi 
L  pS 


t 


p^$b  =  $b^p< 
ps 
b^s 
L—  p^ds 


iß 


L^p^{b^%b)  =  b^$.b^p< 


b^s 
L-  ps 


(Y 


von  denen  wir  zunächst  (a)  beweisen. 


§  240.  Aufbau. 

lila  L.a_£a_5  =  0w-(a^:&a> 

(562,071)::=  =  =  =  =  =  =  = 


^Qn^q  —  q^(a^%.a 


I—  .s 


~%a^q  =  q^[a^%.a) 


(079 


(lllb): 


= a  « 

s 

s 


(« 


nif  L$«_g=g^#« 

L  q^.y..a  =  %a^q 

(675)::  


L  pS 


iß 


lllb): 
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fTTjr  P  =  ¥a 

I—  a^s 
I —  q^s 

(If):  -  _  

Kp  =  #a 
-r  p  =  ri  _  n 

—  a^s 

—  q^s 

^p^q=q~}> 

(«)::  

fmrrp==t"*fl 

I —  a^s 
l—  Ps 

—  g^s 


-  q^s 

-  ?>s 

-  g^s 


(616): 


4m 


i-  g  «1 

I  p  r*  Ö  S 

X 

[mP^q  =  q^p 
\lV8 
\-  qr*s 

L-r  p^S 

 p  r'  ö  S 


(y 


(J 


(« 


(9 


t 


q^s 

p^ds 


(680 


§  241.  Zerlegung. 

Wir  beweisen  nun  in  ähnlicher 
Weise  den  Satz  (/?)  des  §  239,  in- 
dem wir  für  >p<  erst  »a-|a«, 
dann  >  a  «  nehmen  und  zuletzt  (676) 
anwenden. 

§  242.  Aufbau. 

W.)[a^(Qb^$a)  =  a^$b^%a 
(507):   

[a^$ia^ln  =  a^£k^$a  (et 
(678):  

Lro-^(fc-a)  =  a-*6-^a 


1 —  a^s 

(506):  - 


0* 


> —  a^s  (y 
(677):   


ps 

1 —  a  «  s  [d 

(490):   


(674): 


-a^s  (681 
(Elb):  
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b^s 
■  a^s 

1 — r  p^$b  =  £b^p 
 —  •  

Hlh  L$(b^a)  =  #(a^b) 
L  b ^a  =  a^b 

(505):   


L  b^-.a  =  a^b 


(505): 


*■  b^.a  =  a 


$.b=$.b^£a 
b 


(674) : 


Im*«- 

L  ps 


^6  =  ^6^$« 


(Illb): 


(If): 


fTTTrp=¥« 

—  b^s 

—  a^s 


(«):: 


p  =  a_£a 
p^$b  =  $b^p 


I —  a^s 

—  7>s 

—  6 

— rp^$b=#b^p 


(« 


(Y 


(E 


Kp  =  ¥q 
' —  q 


(616): 


q 

p^-£6  =  }U_p  ($ 


-  6  ^8 

Up-  $6  =  $&w-p 
I — p^ds 

X 


p^s 
I— p^ös 

,675):  

^=}U^p 

6  ^  s 
' —  p^ds 

(mb):  

WT?  = 

L.  &nS 
I—  pr^ÖS 

p^q=q^p 


(* 


(682 


(683 


§  248.  Zerlegung. 

Nun  ist  noch  der  Satz  (y)  des 
§  239  in  ähnlicher  Weise  zu  be- 
weisen. Wir  können  dazu  (679)  und 
(681)  wieder  benutzen.  Mit  diesem 
■Satze  und  (683)  und  (680)  gelangen 
wir  an's  Ziel  unseres  Abschnittes  Z. 


§  244.  Aufbau. 


Hit 


f  Lp^tb^%b)  =  b^$b^p 
U-#6_p  =p^(b^$b) 

(679)::  

16 
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p^{b^%b)  =  b^%b^p 


L  p^S 
—  b^S 


(684 


IIIfL#a._(6_£6)=:&^#fc^:£a 
lb^#b^$a  =  $a^(b^$b) 

((581)::  


L_  £ 


%.a^(b^%b)  =  b^%.b^$a 
s 

l-  a^s 

l—b~s  (685 

(nib):  


■ —  a^s 

I — rp^  (b^%b)  =  b^$b^p(C>8G 


Ille  |.a^^a-(a_^o)  =  a_^a-(a^^a) 

(559):   

L^a^$a^(b^$b)  =  b^%b^(a^y.a) 


(607): 


b^s 


(« 


IL 

—  >s 


(687 


(Illb):    ■ 

kp  =  a^%.a 
b^s 
' —  a^s 
—  ~ps 

—rp^(b^$b)  =  b^$b^p  (a 
(If):   


p=a^$a 


TT-r   

I —  6 
—  a^s 
- 


(686) 

\TmrT-P=a^%a 


' —  a^s 
I — 


-p  =  q^^q 
i —  q~g 


 rp^<b^$b)  =  b^#b^p 

(516):  (d 


U 


b^s 

i —  p^ds 

X 

LT_p^(ft-^6)  =  6-*^l» 


b  ^8 

L-jkÖs  (688 


(Illb): 


1 —  q^s 

—  )>s 

—  p^ds 


(« 


0» 


(516): 


I 


ps 

p^ds 

*~rp^q=q^p 
I —  q^Ös 

X 

-p^Ös 
~r  q  s 

i —  <f~>ds 


(e 


(C 


(680): 


"III 


p_q=q^p 
ps 


-  p^ds 
1 —  g  ^ds 


(689 


§  345.  Hiermit  ist  das  comrau- 
tative  Gesetz  im  Gebiete  einer  Po- 
sitivklasse bewiesen.  Die  nächste 
Aufgabe  wird  nun  sein,  zu  zeigen, 
dass  es  eine  Positivklasse  giebt,  wie 
im  §  164  angedeutet  worden  ist.  Da- 
mit wird  die  Möglichkeit  eröffnet 
sein,  die  reelle  Zahl  als  Verhältnis 
von  Grössen  eines  Gebietes  zu  de- 
finiren,  das  zu  einer  Positivklasse 
gehört  Und  wir  werden  dann  auch 
beweisen  können,  dass  die  reellen 
Zahlen  selbst  als  Grössen  dem  Ge- 
biete einer  Positivklasse  angehören. 


Anmerkung  zu  §  175,  S.  172,  erste  Spalte. 

Dass  die  Unabhängigkeit  der  angeführten  Bestimmungen  von  einander  nicht  be- 
wiesen werden  könne,  soll  nicht  unbedingt  hingestellt  werden.  Denkbar  ist  es  ja, 
dass  man  Klassen  von  Relationen  auffinden  könnte,  für  welche  immer  alle  Be- 
stimmungen bis  auf  eine  zuträfen,  sodass  jede  von  diesen  in  einem  der  Beispiele 
nicht  zuträfe.  Aber  ob  es  an  dieser  Stelle  der  Untersuchung  ohne  Voraussetzung 
der  Geometrie  oder  der  gebrochenen,  nogativen  und  irrationalen  Zahlen  oder  von 
Erfahrungsthateachen  möglich  sei,  solch«  Beispiele  zu  geben,  ist  zu  bezweifeln. 


Anhänge. 


1.  Tafel  der  Definitionen. 

(Relation,  dass  ein  Gegenstand  in  einer  mit  einem  Gegenstande  anfangenden 
Reihe  zuerst  zu  einer  Klasse  gehört.    §  1,  8.  2.) 

\[at  fyTe"(a~(v^iq^j.q\)\=vhq 

(Relation,  dass  ein  Gegenstand  in  einer  Reihe  zuerst  nach  einem  Gegen- 
t  stände  zu  einer  Klasse  gehört.    §  7,  S.  7.) 


||.  a  i  f~-e^(a^q)\=q^p 


<r  |p 

(Verbindung  von  Relationen.    §  37,  : 
S.  48.) 

\[at(t^e  =  a)  =  ^t  (0 
(§  167,  S.  166.) 


l  klTr«=q-$q  1 
I  U  =  »q  I 

\      Ln         /  (X 


Lip 

I—  af  ( — e^(a^p))  =  p 
tt  p^q^s 
Lp^iq~ds 
L-      . .  q ^ds 

^■(^-b'>(a^p))=(^ra^(b^q)) 
q  ~s 
p^s 


(§  173,  S.  169.) 
=1* 


(Positivalklasse.    §  175,  S.  171.) 
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IM 


(fl 


(§  193,  8.  187.) 


(Grenze.    §  193,  S.  187.) 

II 


TZ 


1* 


Uta 


c 

cms^  u) 
r  *($\u) 


=  l>s 


(Positivklasse.    §  197,  S.  19<>.) 


AB 


{Ar 

(§  199  S.  192.) 


2.  Tafel  der  wichtigeren  Lehrsatze. 


p*=q 


It^lr  (_b~-a~;>))  =  (_b~ (o - Ä)) 
 ai(-_/"  (*,<*))=/> 

 ä*(_9(6,  «))=a 


(485 


(Das 


U^M_b~((Wp^)  =  (—  b«(a-<«-#))) 


associative  Gesetz  für  die  Zusammensetzung  von  Relationen.) 


190 


(487 
(489 

(491 
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Einem  wissenschaftlichen  Schriftsteller  kann  kaum  etwas  Unerwünsch- 
teres begegnen,  als  dass  ihm  nach  Vollendung  einer  Arbeit  eine  der  Grund- 
lagen seines  Baues  erschüttert  wird. 

In  diese  Lage  wurde  ich  durch  einen  Brief  des  Herrn  Bertrand  Russell 
versetzt,  als  der  Druck  dieses  Bandes  sich  seinem  Ende  näherte.  Es  han- 
delt sich  um  mein  Grundgesetz  (V).  Ich  habe  mir  nie  verhehlt,  dass  es 
nicht  so  einleuchtend  ist,  wie  die  andern,  und  wie  es  eigentlich  von  einem 
logischen  Gesetze  verlangt  werden  muss.  Und  so  habe  ich  denn  auch  im 
Vorworte  zum  ersten  Bande  S.  VII  auf  diese  Schwäche  hingewiesen.  Ich 
hätte  gerne  auf  diese  Grundlage  verzichtet,  wenn  ich  irgendeinen  Ersatz 
dafür  gekannt  hätte.  Und  noch  jetzt  sehe  ich  nicht  ein,  wie  die  Arith- 
metik wissenschaftlich  begründet  werden  könne,  wie  die  Zahlen  als  lo- 
gische Gegenstände  gefasst  und  in  die  Betrachtung  eingeführt  werden 
können,  wenn  es  nicht  —  bedingungsweise  wenigstens  —  erlaubt  ist,  von 
einem  Begriffe  zu  seinem  Umfange  Uberzugehn.  Darf  ich  immer  von  dem 
Umfange  eines  Begriffes,  von  einer  Klasse  sprechen  ?  Und  wenn  nicht, 
woran  erkennt  man  die  Ausnahmefälle?  Kann  man  daraus,  dass  der  Um- 
fang eines  Begriffes  mit  dem  eines  zweiten  zusammenfällt,  immer  schliessen, 
dass  jeder  unter  den  ersten  Begriff  fallende  Gegenstand  auch  unter  den 
zweiten  falle  ?  Diese  Fragen  werden  durch  die  Mittheilung  des  Herrn  Russell 
angeregt. 

Solatium  miseris,  socios  habuisse  malorum.  Dieser  Trost,  wenn  es  einer 
ist,  steht  auch  mir  zur  Seite;  denn  Alle,  die  von  Begriffsumfangen,  Klassen, 
Mengen 1)  in  ihren  Beweisen  Gebrauch  gemacht  haben,  sind  in  derselben 
Lage.  Es  handelt  sich  hierbei  nicht  um  meine  Begründungsweise  im  Be- 
sonderen, sondern  um  die  Möglichkeit  einer  logischen  Begründung  der 
Arithmetik  überhaupt. 

Doch  zur  Sache  selbst!  Herr  Russell  hat  einen  Widerspruch  aufge- 
funden, der  nun  dargelegt  werden  mag. 

Von  der  Klasse  der  Menschen  wird  niemand  behaupten  wollen,  dass 
sie  ein  Mensch  sei.    Wir  haben  hier  eine  Klasse,  die  sich  selbst  nicht  an- 

1)  Auch  die  Systeme  des  Herrn  R.  Dedekind  gehören  hierher. 
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gehört.  Ich  sage  nämlich,  etwas  gehöre  einer  Klasse  an,  wenn  es  unter 
den  Begriff  fallt,  dessen  Umfang  eben  die  Klasse  ist.  Fassen  wir  nun 
den  Begriff  ins  Auge  Klasse,  die  sich  selbst  nicht  angehört!  Der  Umfang 
dieses  Begriffes,  falls  man  von  ihm  reden  darf,  ist  demnach  die  Klasse  der 
sich  selbst  nicht  angehörenden  Klassen.  Wir  wollen  sie  kurz  die  Klasse 
K  nennen.  Fragen  wir  nun,  ob  diese  Klasse  K  sich  selbst  augehöre! 
Nehmen  wir  zuerst  an,  sie  thue  es!  Wenn  etwas  einer  Klasse  angehört, 
so  fällt  es  unter  den  Begriff,  dessen  Umfang  die  Klasse  ist.  Wenn  dem- 
nach unsere  Klasse  sich  selbst  angehört,  so  ist  sie  eine  Klasse,  die  sich 
selbst  nicht  angehört.  Unsere  erste  Annahmo  führt  also  auf  einen  Wider- 
spruch mit  sich.  Nehmen  wir  zweitons  an,  unsere  Klasse  K  gehöre  sich 
selbst  nicht  an,  so  fällt  sie  unter  den  Begriff,  dessen  Umfang  sie  selbst  ist, 
gehört  also  sich  selbst  an.    Auch  hier  wieder  ein  Widerspruch! 

Wie  sollen  wir  uns  hierzu  stellen?  Sollen  wir  annehmen,  das  Gesetz 
vom  ausgeschlossenen  Dritten  gelte  von  den  Klassen  nicht?  Oder  sollen 
wir  annehmen,  es  gebe  Fälle,  wo  einem  unanfechtbaren  Begriffe  keine 
Klasse  entspreche,  die  sein  Umfang  wäre?  Im  ersten  Falle  sähen  wir  uns 
gonöthigt,  den  Klassen  die  volle  Gegenständlichkeit  abzusprechen.  Denn 
wären  die  Klassen  eigentliche  Gegenstände,  so  müsste  das  Gesetz  des  aus- 
geschlossenen Dritten  von  ihnen  gelten.  Andrerseits  haben  sie  nichts  Un- 
gesättigtes, Prädikatives,  wodurch  sie  etwa  als  Functionen,  Begriffe,  Be- 
ziehungen gekennzeichnet  wären.  Das,  was  wir  gewohnt  sind,  als  Namen 
einer  Klasse  zu  betrachten,  z.  B.  „die  Klasse  der  Primzahlen",  hat  viel- 
mehr das  Wesen  eines  Eigennamens,  kann  nicht  prädikativ,  wohl  aber  als 
grammatischos  Subjekt  eines  singulären  Satzes  auftreten,  z.  B.  „die  Klasse 
der  Primzahlen  umfasst  unendlich  viele  Gegenstände".  Wenn  wir  das 
Gesetz  des  ausgeschlossenen  Dritten  für  die  Klassen  ausser  Kraft  setzen 
wollten,  könnten  wir  daran  denken,  die  Klassen  —  und  wohl  die  Werth- 
verläufe überhaupt  —  als  uneigentliche  Gegenstände  aufzufassen.  Diese 
würden  dann  nicht  für  alle  Functionen  erster  Stufe  als  Argumente  auf- 
treten dürfen.  Es  gäbe  aber  auch  Functionen,  die  als  Argumente  sowohl 
eigentliche,  als  auch  uneigentliche  Gegenstände  haben  könnten.  Wenigstens 
die  Beziehung  der  Gleichheit  (Identität)  würde  von  dieser  Art  sein.  Man 
könnte  dem  zu  entgehen  suchen,  indem  man  für  uneigentliche  Gegenstände 
eine  besondere  Art  von  Gleichheit  annähme.  Aber  das  ist  wohl  ausge- 
schlossen. Die  Identität  ist  eine  so  bestimmt  gegebene  Beziehung,  dass 
nicht  abzusehen  ist,  wie  bei  ihr  verschiedene  Arten  vorkommen  können. 
Nun  ergäbe  sich  aber  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Functionen  erster 
Stufe,  nämlich  erstons  solche,  welche  als  Argumente  nur  eigentliche  Gegen- 
stände haben  dürften,  zweitens  solche,  welche  als  Argumente  sowohl  eigent- 
liche, als  auch  uneigentlicho  Gegenstände  haben  könnten,  endlich  wohl  auch 
solche,  welche  nur  uneigentliche  Gegenstände  als  Argumente  haben  könnten. 
Eine  andere  Eintheilung  ergäbe  sich  aus  den  Werthen  der  Functionen. 
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Danach  wären  Functionen  zn  unterscheiden,  welche  als  Werthe  nur  eigent- 
liche Gegenstände  hätten,  zweitens  solche,  welche  als  Werthe  sowohl  eigent- 
liche, als  auch  uueigentliche  Gegenstände  hätten,  endlich  solche,  welche  nur 
uneigentliche  Gegenstände  als  Werthe  hätten.  Beide  Eintheilungen  der 
Functionen  erster  Stute  beständen  gleichzeitig,  sodass  man  neun  Arten  er- 
hielte. Diesen  entsprächen  wieder  neuu  Arten  von  Werthverläufen,  un- 
eigentlichon  Gegenständen,  die  logisch  zu  unterscheiden  wären.  Die  Klassen 
eigentlicher  Gegenstände  raüssten  von  den  Klassen  von  Klassen  eigentlicher 
Gegenstände  unterschieden  werden,  die  Relationen  zwischen  eigentlichen 
Gegenständen  von  den  Klassen  eigentlicher  Gegenstände,  von  den  Klassen 
von  Relationen  zwischen  eigentlichen  Gegenständen  u.  8.  w.  So  erhielten 
wir  eine  unabsehbare  Mannigfaltigkeit  von  Arten;  und  im  Allgemeinen 
könnten  Gegenstände,  die  verschiedenen  dieser  Arten  angehörten,  nicht 
als  Argumente  derselben  Functionen  auftreten.  Es  scheint  aber  ausser- 
ordentlich schwierig  zu  sein,  eine  vollständige  Gesetzgebung  aufzustellen, 
durch  die  allgemein  entschieden  würde,  welche  Gegenstände  als  Argumente 
welcher  Functionen  zulässig  wären.  Ueberdies  kann  die  Berechtigung  un- 
eigentlicher Gegenstände  bezweifelt  werden. 

Wenn  uns  diese  Schwierigkeiten  davon  abschrecken,  die  Klassen  und 
damit  die  Zahlen  als  uneigentliche  Gegenstände  aufzufassen,  wenn  wir  sie 
aber  auch  nicht  als  eigentliche  Gegenstände  anerkennen  wollen,  nämlich 
als  solche,  welche  als  Argumente  jeder  Function  erster  Stufe  auftreten 
können,  so  bleibt  wohl  nur  übrig,  die  Klassennamen  als  Scheineigennamen 
zu  betrachten,  die  also  in  Wahrheit  keine  Bedeutung  hätten.  Sie  wären 
dann  anzusehen  als  Theile  von  Zeichen,  die  nur  als  Ganze  eine  Bedeutung 
hätten l).  Man  kann  es  ja  für  irgendeinen  Zweck  vortheilhaft  erachten, 
verschiedene  Zeichen  in  einem  Theile  Ubereinstimmend  zu  gestalten,  ohne 
sie  dadurch  zu  zusammengesetzten  zu  machen.  Die  Einfachheit  eines 
Zeichens  erfordert  ja  nur,  dass  die  Theile,  die  man  in  ihnen  etwa  unter- 
scheiden kann,  nicht  selbständig  eine  Bedeutung  haben.  Auch  das,  was 
wir  als  Zahlzeichen  aufzufassen  gewohnt  sind,  wäre  dann  eigentlich  kein 
Zeichen,  sondern  der  unselbständige  Theil  eines  Zeichens.  Eine  Erklärung 
des  Zeichens  » 2  «  wäre  unmöglich ;  man  hätte  statt  dessen  viele  Zeichen 
zu  erklären,  die  als  unselbständigen  Bestand  theil  »  2  <  enthielten,  aber 
logisch  nicht  aus  >  2  <  und  einem  andern  Theile  zusammengesetzt  zu  denken 
wären.  Es  wäre  dann  unzulässig,  einen  solchen  unselbständigen  Theil  durch 
einen  Buchstaben  vertreten  zu  lassen;  denn  hinsichtlich  des  Inhalts  bestände 
ja  gar  keine  Zusammensetzung.  Die  Allgemeinheit  der  arithmetischen  Sätze 
ginge  damit  verloren.  Auch  wäre  nicht  zu  verstehen,  wie  dabei  von  einer 
Anzahl  von  Klassen,  von  einer  Anzahl  von  Anzahlen  die  Rede  sein  könnte. 

Ich  denke :  dies  genügt,  um  auch  diesen  Weg  als  ungangbar  erscheinen 
zu  lassen.    Es  bleibt  also  wohl  nichts  anderes  übrig,  als  die  Begrilfsum- 

1)  Man  vergl.  hierzu  Bd.  I,  §  29. 
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fange  oder  Klassen  als  Gegenstände 
im  eigentlichen  und  vollen  Sinne 
dieses  Wortes  anzuerkennen,  zugleich 
aber  einzuräumen,  dass  die  bisherige 
Auffassung  der  Worte  „Umfang  eines 
Begriffes"  einer  Berichtigung  bedarf. 

Bevor  wir  hierauf  näher  ein- 
gehen, wird  es  nützlich  sein,  dem 
Auftreten  jenes  Widerspruches  mit 
un8ern  Zeichen  nachzuspüren.  Dass 
J  eine  Klasse  ist,  die  sich  selbst 
nicht  angehört,  können  wir  so  aus- 
drücken : 

U(_9(£))  =  ^ 
Und  die  Klasse  der  sich  selbst  nicht 

(_f(T))~ 


angehörenden  Klassen  wird  so  zu  be- 
zeichnen sein: 

V  U(_8(«))=J 

Ich  will  zur  Abkürzung  dafür  in  der 
folgenden  Ableitung  das  Zeichen 
»yc  gebrauchen  und  dabei  wegen 
der  zweifelhaften  Wahrheit  den  Ur- 
theilsstrich  weglassen.  Demnach 
werde  ich  mit 

U(_g(e))  =  V 

ausdrücken,  dass  die  Klasse  y  sich 
selbst  angehöre. 

Nach  (Vb)  haben  wir  nun 


oder,  wenn  wir  die  Abkürzung  be- 
nutzen und  (lila)  anwenden 


1\  /  VV  -rC-nr  9  ( V) 

U(_9(€))=y 

V      U(_9(€))  =  eJ 

und  wenn  wir  für  t  /"(£•)  c  nehmen 


t-tAv) 

|      U(_/7£))  =  y 

Li(_öO))-v 


(o 


Nun  führen  wir  für  >  f  *  das  deutsche 
>gc  ein: 

!     L*(_fl(«))  =  v 

d.  h.:  Wenn  y  sich  angehört,  gehört 
es  sich  nicht  an.  Das  ist  die  eine 
Seite. 

Andrerseits  haben  wir  nach  (IIb) 

!     U(— /•(«))  — y 

L*(_9(«))-v  (y 


»-nJUg(£)  t: 

nö(v) 
l(_g(«))=Y 

l    Lj(_  a(t))-«J 

'-9(V) 

*(—  8(«))  =  V 


=  y 


und  mit  Berücksichtigung  unserer 
Abkürzung : 


8(«))' 

U^g(v) 


(« 


d.  h.:  Wenn  y  sich  nicht  angehört, 
so  gehört  es  sich  an.  Aus  («)  folgt 
nach  (Ig) 


1)  Wegen  des  Gebrauchs  der  griechischen  Buchstaben  vergl.  man  Bd.  I,  §  9. 
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U(_g(i))-V 

und  hieraus  mit  (ß) 

•4*f  fl(v) 

Li(_fl(«))«v 


Die  Sätze  (£)  und  (17)  widersprechen 
einander.  Der  Fehler  kann  allein 
in  unserm  Gesetze  (Vb)  liegen,  das 
also  falsch  sein  muss. 

Wir  wollen  nun  sehen,  wie  sich 
die  Sache  gestaltet,  wenn  wir  unser 
Zeichen  >  n  <  benutzen.  An  die  Stelle 
von  »v<  wird  »£(-r*'*«)f  treten. 
Indem    wir    in    (82)    für  >/(f)« 

»-rl^if«,  für  >  £  «  und 

für  »a«  »ii-f-e^e)*  nehmen,  erhal- 
ten wir 


woraus  nach  (Ig)  folgt 


Durch  dieselben  Einsetzungen  er- 
halten wir  aus  (77): 

__  f  ( -r  f  ^  €)  ^  i  (-r  «  ^  fi) 

lr  *  (-p«^e)^e  (t«^€)  ix 
Hieraus  folgt  mit  (t) 

was  dem  (*)  widerspricht  Es  wird 
also  mindestens  einer  der  beiden 
Sätze  (77)  und  (82)  falsch  sein,  und 
also  auch  (1),  aus  dem  sie  folgen. 
Bei  der  Betrachtung  der  Ableitung 
von  (1)  im  §  55  des  ersten  Bandes 
ergiebt  sich,  dass  auch  dabei  von 
(Vb)  Gebrauch  gemacht  ist.  Auf 
diesen  Satz  wird  also  auch  hier  der 
Verdacht  gelenkt.  Mit  (Vb)  ist 
auch  (V)  selbst  gefallen,  nicht  aber 
(Va).    Der  Umwandlung  der  Allge- 


meinheit  einer  Gleichheit  in  eine 
Werthverlaufsgleichheit  steht  nichts 
im  Wege;  nur  die  umgekehrte  Um- 
wandlung ist  als  nicht  immer  erlaubt 
nachgewiesen.  Damit  ist  freilich  er- 
kannt, dass  meine  Einführung  der 
Werthverläufe  im  §  3  des  ersten 
Bandes  nicht  immer  zulässig  ist.  Wir 
können  nicht  allgemein  die  Worte 

„die  Function  <D(|)hat  denselben 
Werth  verlauf  wie  die  Function 
als  gleichbedeutend  mit  den  Worten 

„die  Functionen  <D(£)  und  f  (£) 
haben  für  dasselbe  Argument  immer 
denselben  Werth" 

gebrauchen,  und  wir  müssen  die 
Möglichkeit  in  Betracht  ziehen,  dass 
es  Begriffe  gebe,  die  —  im  gewöhn- 
lichen Wortsinne  wenigstens  — 
keinen  Umfang  haben.  Die  Berech- 
tigung unserer  Function  zweiter  Stufe 
i  (f>  («)  wird  dadurch  erschüttert.  Und 
doch  ist  eine  solche  fUr  die  Be- 
gründung der  Arithmetik  unentbehr- 
lich. 

Wir  wollen  unsere  Untersuchung 
nun  noch  dadurch  ergänzen,  dass  wir, 
statt  von  (Vb)  auszugehen  und  so 
auf  einen  Widerspruch  zu  stossen, 
die  Falschheit  von  (Vb)  als  End- 
ergebnis gewinnen.  Um  dabei  von 
den  immerhin  verdächtigen  Werth- 
verlaufzeichen unabhängig  zu  sein, 
wollen  wir  die  Ableitung  ganz  all- 
gemein für  eine  Function  zweiter 
Stufe  mit  einem  Argument  zweiter 
Art1)  durchführen,  indem  wir  die 
Bezeichnungsweise  in  Bd.  I,  §  25 
benutzen.  Unsere  Zeichenverbindung 


1)  Bd.  1,  §  23,  S.  40. 


17 
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wird  demgemäss  ersetzt  werden  durch 

und  auf  diesen  Fall  sind  die  Be- 
stimmungen, die  wir  bei  den  Werth- 
verlaufzeichen in  I,  §  9  Uber  das 
Gebiet  eines  griechischen  Buchstabens 
aufgestellt  haben,  sinngemäss  zu  über- 
tragen.   Wir  haben  in  unserer  For- 

IIb  [rp£^9(<») 


mel  zweimal  ein  >  M «,  erstens  im 
Anfange,  zweitens  im  Innern.  An 
der  Argumentstelle  des  ersten  steht 
die  Functionsmarke 

Ljf,(_flQJ))-f 

an  der  des  zweiten  steht  >  g  £  ■«- 

Zunächst  ergiebt  sich  Folgendes: 


Mß(—t(ß))  =  a 
Mß  >^Lt  fi  (ß)  \ 

9(«) 


—  a 


X 


\  iMß{—my=ß) 


Ify  / -rJLr  fl  (/*) 

fl(«) 

Mß( — ß  (/*))  =  « 
X 


=  a 


tUfl(«) 


=  a 


8etzen  wir  hierin  zur  Abkürzung 
»  <P(|)«  für  » 


lMß{—Uß))-§ 


und  setzen  wir  für  »  a  «  *Mß(0(ß))  «, 
so  erhalten  wir  aus  (v) 

0(^(0(0))) 

d.  h.  der  Werth  unserer  Function 
zweiter  Stufe  für  den  Begriff  C0(£) 
fällt  unter  eben  diesen  Begriff.  An- 
drerseits haben  wir  aber  auch  aus  (v) 

lMß(—Q(ß))=Mß(0ß)) 
d.  h. :   Es  giebt  einen  Begriff,  für 


welchen  als  Argument  unsere  Func- 
tion zweiter  Stufe  denselben  Werth 
erhält  wie  für  tf>(£),  unter  welchen 
dieser  Werth  aber  nicht  fällt.  Mit 
andern  Worten:  Für  jede  Function 
zweiter  Stufe  mit  einem  Argumente 
zweiter  Art  giebt  es  zwei  Begriffe 
der  Art,  dass  sie,  als  Argumente 
dieser  Function  genommen,  denselben 
Werth  ergeben,  und  dass  dieser 
Werth  zwar  unter  den  ersten  dieser 
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Begriffe  fällt,  nicht  aber  unter  den 
zweiten. 


Begriffsschriftlich  können  wir  das 
so  ableiten: 


1  Mß  (^l 


90*))  =  « 


(III*): 


V      L  MR( — a(ß))  =  ßl 


L-/'(a)  =  -r>LTfi(a) 


(IIb):: 


=  a 


) 


I      Ljf,(_  «0)-* 
L  2*  (_  3  G»))  =  Jfy  /^Lt-  9  0»)  \ 

(IIb,  lila) : :  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  =  = 


f(*) 


1.  Mß{—f(ß))=a 
l-Mßf^L-iiß)  \  =  « 

V  iMßi—MM^ßl 

3f/_5W)  =  ^(—  ®(#) 


(I 


(o 


1  Mßl^L-tf.ß)  \  =  a 

V  L^(_9(^))=^ 

jf,(_S0*))-Ji>(— <&<#) 


17* 
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L  r  Mß  f  «    9 (fl)  \=a 

V      Ljf/,(—  ))=ß) 


(Ig): 


3f(a)-ö(a) 

2f,(_3G*))-*/K— ®(#) 


(0 


h  


^5(a)  =  ©(a) 


(IIa):: 


*,(_SGJ))«jf,(_<&(0) 


Ille 


(<*»:■ 


I^r3(a)-0(a) 

Ljf,(_  Sfl*))-Jf,(- 

X 

 •  


(v 


5  (Q)  =  ®  (O) 


d.  h.:  Für  jede  Function  zweiter  zweiter  Stufe  eq>{e)t  falls  diese  zu- 
Stufe mit  einem  Argumente  zweiter     lässig  ist,  oder  in  Worten : 


Art  giebt  es  Begriffe,  welche,  als 
deren  Argumente  genommen,  den- 
selben Werth  ergeben,  obwohl  nicht 
alle  Gegenstände,  die  unter  den  einen 
dieser  Begriffe  fallen,  auch  unter 
den  andern  fallen. 

Unser  Beweis  ist  gefuhrt  worden 
ohne  Benutzung  von  Sätzen  oder 
Bezeichnungen ,  deren  Berechtigung 
irgendwie   zweifelhaft  wäre.  Unser 


Falls  allgemein  bei  jedem  Be- 
griffe erster  Stufe  von  dessen  Um- 
fange gesprochen  werden  darf,  so 
kommt  der  Fall  vor,  dass  Begriffe 
denselben  Umfang  haben,  obwohl 
nicht  alle  Gegenstände,  die  unter  den 
einen  dieser  Begriffe  fallen,  auch 
unter  den  andern  fallen. 

Damit  ist  aber  der  Begriffsumfang 
im  hergebrachten  Sinne  des  Wortes 


Satz  gilt  also  auch  für  die  Function  |  eigentlich    aufgehoben.      Man  darf 
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nicht  sagen,  dass  allgemein  der  Aus- 
druck „der  Umfang  eines  ersten  Be- 
griffes fällt  zusammen  mit  dem  eines 
zweiten"  gleichbedeutend  sei  mit  dem 
Ausdrucke  „alle  unter  den  ersten 
Begriff  fallenden  Gegenstände  fallen 
auch  unter  den  zweiten  und  um- 
gekehrt". Wir  sehen  aus  dem  Er- 
gebnisse unserer  Ableitung,  dass  es 
gar  nicht  möglich  ist,  mit  den  Worten 


„der  Umfang  des  Begriffes  ©(£)" 
einen  solchen  Sinn  zu  verbinden,  dass 
allgemein  aus  der  Gleichheit  des 
Umfanges  von  Begriffen  geschlossen 
werden  könne,  dass  jeder  unter  den 
einen  von  ihnen  fallende  Gegenstand 
auch  unter  den  andern  falle. 

Zu  unserm  Satze  können  wir 
noch  auf  einem  andern  Wege  ge- 
langen, nämlich  so: 


IIb 


t9(«) 


X 
X 

1  Mßf^rUfi)  \ 

\  \-Mß(—z(ß))=ß) 


=  a 


Setzen  wir  hier  zur  Abkürzung 
»         «  für 

und  setzen  wir  für  »  a  <  >  Mß(*¥(ßf)  «, 
so  erhalten  wir  aus  (w) 

d.  h.  der  Werth  unserer  Function 
zweiter  Stufe  für  das  Argument 
!P(|)  fällt  nicht  unter  den  Begriff 
¥(!;).  Andrerseits  haben  wir  aber 
auch  aus  (w) 


L  Mß(—%(ß))—Mßmß)) 

d.  h. :  es  giebt  einen  Begriff,  für  den 
als  Argument  unsere  Function  zweiter 
Stufe  denselben  Werth  erhält  wie 
für  und  unter  den  dieser  Werth 

fällt.  Auch  hier  haben  wir  also 
zwei  Begriffe  der  Art,  dass  sie,  als 
Argumente  der  Function  zweiter  Stufe 
genommen,  denselben  Werth  ergeben, 
der  nun  unter  den  zweiten  dieser 
Begriffe  fällt,  nicht  aber  unter  den 
ersten.    Aus  dem  Satze  (w)  können 
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wir  in  ähnlicher  Weise  wie  aus  (v) 
den  Satz  (jr)  ableiten. 

Versuchen  wir  nun,  die  Function 
€(^_fl)(e})  als  Function  zweiter  Stufe 
unserer  Sätze  zu  nehmen !  Wir  haben 
dann  in 


9  (0 

L>( — 9(«))! 


I 


einen  Begriff,  unter  welchen  sein 
eigner  Umfang  fällt  Es  giebt  dann 
aber  nach  (v)  einen  Begriff,  dessen 
Umfang  mit  dem  eben  genannten  zu- 
sammenfällt, unter  welchen  dieser  Um- 
fang aber  nicht  fällt.  Wir  möchten 
gerne  ein  Beispiel  hierzu  haben.  Wie 
ist  ein  solcher  Begriff  zu  finden? 
Dies  ist  nicht  möglich  ohne  ge- 
nauere Bestimmung  unserer  Function 
€(_<jp(e))  oder  des  Begriffaumfanges; 
denn  unser  bisheriges  Kriterium  des 
Zusammenfallens  von  Begriffsum- 
fängen  lässt  uns  hier  im  Stiche. 

Wir  haben  andrerseits  in 
%£«r0(D 

Li(_fi(e))-f 

einen  Begriff,  unter  welchen  sein 
eigner  Umfang  nicht  fällt.  Nach  (<w) 
giebt  es  aber  dann  einen  Begriff, 
dessen  Umfang  mit  dem  des  eben 
genannten  zusammenfällt,  unter  wel- 
chen dieser  Umfang  fällt.  Alles  dies 
natürlich   unter  der  Voraussetzung, 

dass  der  Functionsname  >  i  i  r/  (e))  c 

logisch  berechtigt  ist. 

In  beiden  Fällen  sehen  wir,  dass 
der  Begriffsumfang  selbst  den  Aus- 
nahmefall bewirkt,  indem  er  nur 
unter  den  einen  von  zwei  Begriffen 
fällt,  die  ihn  als  Umfang  haben ;  und 
wir  sehen,  dass  sich  das  Auftreten 
dieser  Ausnahme   in   keiner  Weise 


vermeiden  lässt.  Demnach  liegt  es 
nahe,  das  Kriterium  der  Umfangs- 
gleichheit  so  zu  fassen:  der  Umfang 
eines  ersten  Begriffes  fällt  zusammen 
mit  dem  eines  zweiten,  wenn  jeder 
Gegenstand  mit  Ausnahme  des  Um- 
fanges  des  ersten  Begriffes,  der  unter 
den  ersten  Begriff  fällt,  auch  unter 
den  zweiten  Begriff  fällt,  und  wenn 
umgekehrt  jeder  Gegenstand  mit 
Ausnahme  des  Umfanges  des  zweiten 
Begriffes,  der  unter  den  zweiten  Be- 
griff fällt,  auch  unter  den  ersten  fällt. 

Selbstverständlich  kann  dies  nicht 
als  Definition  etwa  des  Begriffsnm- 
fanges  angesehen  werden,  sondern 
nur  als  Angabe  der  kennzeichnenden 
Beschaffenheit  dieser  Function  zweiter 
Stufe. 

Indem  wir  das,  was  wir  von 
den  Begriffsumfängen  gesagt  haben, 
auf  Werth  Verläufe  im  Allgemeinen 
übertragen,  gelangen  wir  zu  dem 
Grundgesetze 

[  (!/(«) - a  g  ( «))  -  *-f  (q)  -  f  ( a) 

v- 

das  an  die  Stelle  von  (V)  (I,  §  20, 
S.  36)  zu  treten  hat.  Aus  diesem 
Gesetze  folgt  (Va).  Dagegen  muss 
(Vb)  folgenden  Sätzen  weichen: 

a  =  ef  (•) 
if(e)r=ag(a) 


oder 


1 


f{a)-g(a) 
a  =  ag\a\ 
if(E)=dg(a) 


(Vb 


(V'c 


Ueberzeugen  wir  uns  nun,  dass 
der  früher  zwischen  den  Sätzen  \ß) 
und  («)  auftretende  Widerspruch  jetzt 
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vermieden  wird.  Wir  verfahren  wie 
bei  der  Ableitung  von  (ß),  indem  wir 
statt  (Vb)  (V'c)  benutzen.  »V*  86i 
wieder  Abkürzung  für 


V  Li( — 9(€J)=£J 
Wir  haben  nach  (V'c) 


t 


:-r>lT9lV) 

l*(_8(e))-V 
Ii  (  g{e))  =  «f 


Ui(_f(f))—J/^.9(«) 

l      U(_g(«))  =  «J 

Die  Benutzung  der  Abkürzung  ergiebt 

|fr(_Av))--n£Tfl(v) 


■  v=v 

L-|(_f(t))-i 


V     U(_  9(«))— «J 


was  selbstverständlich  ist  wegen  des 
Untergliedes  »^.y=v<  und  eben 
deswegen  nie  auf  einen  Widerspruch 
führen  kann. 

Wir  hatten  (I,  S.  17)  festgesetzt, 
dass  der  Umfang  eines  Begriffes, 
unter  den  nur  das  Wahre  fällt,  das 
Wahre  sein  solle,  und  dass  der  Um- 
fang eines  Begriffes,  unter  den  nur 
das  Falsche  fällt,  das  Falsche  sein 
solle.  Diese  Bestimmungen  erleiden 
durch  die  neue  Fassung  des  Begriffs- 
umfanges  keine  Aenderung. 

Welchen  Einfluss  hat  nun  diese 
neue  Fassung  auf  die  Werthe  unser 
Function  \£,  wenn  wir  die  Bestim- 
mungen in  I,  §  1 1  festhalten  ?  Nehmen 
wir  an,  es  sei  ©(£)  ein  leerer  Be- 
griff! Dann  fiel  nach  der  früheren 
Fassung  des  Begriffsumfanges  \i  0  (e) 
mit  i  0{e)  zusammen,  weil  es  keinen 
solchen  Gegenstand  J  gab,  dass 
i(J  —  e)  mit  i0(e)  zusammenfiel. 
Nach  der  neuen  Fassung  des  Begriffs- 
umfanges   giebt    es    einen  solchen 


Gegenstand,   nämlich   i  0  («)  selbst. 
Das  Ergebnis   ist  aber  wieder  das- 
selbe, nämlich  dass  \i0(e)  mit  i  0(e) 
zusammenfällt.    Dasselbe  wird  sich 
ergeben,   wenn   i0(e)  als  einziger 
Gegenstand  unter  den  Begriff  <])  £ 
fällt.    Nehmen  wir  an,  unter  den  Be- 
griff 0(1;)  falle  als  einziger  Gegen- 
stand      so  fällt  \^  0(e)  mit  J  zu- 
sammen.    Dasselbe   geschieht  auch 
noch,  wenn  ausser  J  nur  noch  i  0  (e) 
unter  den  Begriff  <Z>(£)  fällt;  und 
hier  findet  ein  Unterschied  von  dem 
Frühern  statt ;  denn  in  diesem  Falle 
wäre  früher  \e<D(e)   nicht  mit 
sondern  mit  l  0(e)  zusammengefallen. 
In  allen  andern  Fällen  besteht  kein 
Unterschied  hinsichtlich  der  Werthe 
der  Function  \£  bei  der  alten  und 
der  neuen  Fassung  des  Begriffsum- 
fanges, und  unser  Grundgesetz  (VI) 
gilt  jetzt  wie  früher. 

Wir  müssen  nun  noch  fragen, 
wie  durch  die  neue  Fassung  des 
Werthverlaufs  die  Werthe 
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Function  beeinflusst  werden.  In 
dem  Falle,  dass  I'  ein  Werthverlauf 
ist,  ist  nun  nicht  mehr  in  jedem 
Falle  bestimmt,  welchen  Werth  eine 
Function,  deren  Werthverlauf  r  ist, 
für  das  Argument  0  hat1),  nämlich 
dann  nicht,  wenn  0  mit  V  zusammen- 
fällt. Es  kann  dann  Functionen  geben, 
die  denselben  Werthverlauf  r  haben, 
die  aber  für  das  Argument  /'  ver- 
schiedene Werthe  haben.  Der  Um- 
fang des  Begriffes 

LfW9(£) 

kann  nun  nicht  mehr  mit  dem  Um- 
fange eines  Begriffes  wie  z/=£  zu- 
sammenfallen, weil  unter  diesen  J 
als  einziger  Gegenstand,  unter  jenen 
aber  alle  Gegenstände  fallen.  Denn, 
wenn  /'  ein  Werth  verlauf  und  E  ein 
Gegenstand  ist,  wird  es  immer  mög- 
lich sein,  eine  Function  X(|)  so  an- 
zugeben, dass  iX(e)'=r  und 
X{r)  =  E  iat.  Nach  der  Festsetzung 
in  I,  §  11  fällt  demnach 


9(«)) 


V  L/w9(£)J 

zusammen.  Wenn  demnach  /'  ein 
Werthverlauf  ist,  so  ist 

d.  h.  r*r  »st  der  Umfang  eines 
allumfassenden  Begriffes.  Wenn  T 
kein  Werth  verlauf  ist,  so  ist  I^f 

1)  Vergl.  I,  S.  53. 


der  Umfang  eines  leeren  Begriffes. 
Im  ersten  Falle  ist  —  7>»r  das 
Falsche : 

Dies  ist  wichtig  für  die  Function 
&  £.  Man  könnte  zunächst  befürchten, 
dass  Begriffe  von  demselben  Um- 
fange nach  unsern  Festsetzungen  die- 
selbe Anzahl  erhalten  müssten,  obwohl 
unter  den  einen  ein  Gegenstand  mehr, 
als  unter  den  andern,  nämlich  der 
Begriffsumfang  selbst  fiele,  sodass 
man  schliesslich  nur  eine  einzige 
endliche  Anzahl  erhielte.  Indessen 
kommt  bei  ffii  Ö>(e)  nicht  der  Begriff 
0)(£),  sondern  — f"20(«)  in  Be- 
tracht, und  unter  diesen  fällt  der 
Begriffsumfang  t  (D(e)  nicht,  wenn 
er  auch  unter  den  Begriff  <Z>(|)  fällt 
Wiederholt  man  die  Ableitung  von 
(1)  (I,  §  55)  mit  (V'b)  statt  mit  (Vb), 
so  erhält  man  statt  (1)  den  Satz  (1'): 

f(a)*-a<>lf(*) 

dem  statt  (77)  und  (82)  die  Sätze 
[IT)  und  (82')  abzuleiten  sind: 

UHfW)  yF(f(a)) 
\lF(f(a))  V-F(a~tf{e)) 
la^ffie)  {IV   lra=cY(€)  (82' 

Wir  ziehen  noch  einige  Folgerungen. 


(lila,: 


iß' 


(la): 


m 


(82'): 
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\rf(*) 

la~tf(e)  (82" 

82»  L.^^K-rt"«) 
(Ig):   

Dies  folgt  ganz  so,  wie  oben  (t). 
Jedoch  entsteht  hier  kein  Wider- 
sprach, wie  wir  gleich  sehen  werden, 
(y')  ist  nur  ein  besonderer  Fall 
von  (er'). 

77' [__*'(,£-€)  -f'Ue-e) 

x 

(/)::   

|.  ^(-Pe^e)  =  f'(-re^e)  («* 

Jena,  im  Oktober  1302. 


f. ')  ist  ein  besonderer  Fall  von  (ffle). 
Ein  Widerspruch  ist  nicht  aufgetreten- 

Es  würde  hier  zu  weit  führen, 
den  Folgen  der  Ersetzung  von  (V) 
durch  (V)  weiter  nachzugehen.  Es 
ist  ja  nicht  zu  verkennen,  dass  vie- 
len Sätzen  Unterglieder  hinzugefügt 
werden  müssen;  aber  es  ist  wohl 
nicht  zu  besorgen,  dass  hieraus  wesent- 
liche Hindernisse  für  die  Beweis- 
führung entstehen  werden.  Immer- 
hin wird  eine  Durchprüfung  aller  bis- 
her gefundenen  Sätze  nöthig  sein. 

Als  Urproblem  der  Arithmetik 
kann  man  die  Frage  ansehen:  wie 
fassen  wir  logische  Gegenstände,  ins- 
besondere die  Zahlen  ?  Wodurch  sind 
wir  berechtigt,  die  Zahlen  als  Gegen- 
stände anzuerkennen?  Wenn  dies 
Problem  auch  noch  nicht  so  weit 
gelöst  ist,  als  ich  bei  der  Abfassung 
dieses  Bandes  dachte,  so  zweifle  ich 
doch  nicht  daran,  dass  der  Weg  zur 
Lösung  gefunden  ist. 
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